popolno drevo |

Lastnosti dreves s korenom

popolno dvojisko ‘

popolno trojisko ‘

popolno d-tisko

St. V.()le.éé . 9i 3 g
na nivoju i
St. listov 2" 3" d"
vt t h 3h_1 h—1 4 dh—l
5t. notranji oh _ 1 Zdz _
vozlisé 2 — d—1
3h+1 -1 h ) dh+1 -1
St. VOZhéé7 n 2h+1 -1 T : "= ﬁ
=0
visina, h lg(n+1) -1 logs(2n+1) — 1 log,((d—1)n+1)—1
[lg n] [logs(2n) ] [log,((d = 1)n)]
povprecna h+1 1 h+1 1 h+1
i h—1 h— =+ —— h —
%lobma glede na | ( )+2h+1_1 5t g d—1+dh+1—1
povprecna B
globina glede na | g +1) =2+ 2D 1100 o4 1) = 3/2+ ... | logy(d— 1)n+1) — — 4 ogalld=Ln+ 1)
o n d—1 (d—1)n
ocena povprecne
alobine O(lgn) O©(logsn) O©(log,n)
celovito drevo dvojisko trojisko d-tisko
3h 1 3h+1 -1 dh -1 dh+1 -1
st. vozlise ot <p <ottt ; <n< 5 d_1+1§n§ﬁ
visina [lg n] [logs(2n)] [log,((d — 1)n)]
poljubno drevo dvojisko trojisko d-tisko
h+1 _q htl _ g
st. vozlise h4+1<n<2M'—1| h41<n< h+1§n§ﬁ
visina llgn] <h<n-1 | [logs(2n)] <h<n-—1] |log,((d—1)n)] <h<n-1




Izpeljave

Spodnji in zgornji celi del logaritma. Naslednji izrek povezuje spodnji in zgornji celi del logaritma:
[logn] 4+ 1 = [log(n + 1)]. (1)

Povpreéna globina vozliséa za popolna dvojiska drevesa (d = 2). Verjetnost izbire vozligéa na nivoju i je 2¢/n, torej
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Nadaljujemo lahko v dveh smereh: proti h ali n. Najprej izpeljimo povpreéno globino v odvisnosti od h. Vstavimo n = 2/+1—1
v enacbo (2) in dobimo
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Drugi ¢len gre z vecanjem h zelo hitro proti 0, pri A = 5 je ze manjsi od 0.1. Povprec¢na globina je torej tako prakti¢no h — 1.
Ker vemo, da h = O(Ign), velja tudi, da je povpre¢na globina reda O(lgn).

Vseeno si oglejmo $e, kako natanéno izracunamo povprecéno globino v odvisnosti od n. Vstavimo h = lg(n 4+ 1) — 1 v enacbo
(3) in dobimo
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(3) = (lg(n+1) -2 - -

—2=0(lgn).

Povprecna globina vozliséa za popolna d-tiska drevesa. Po zgledu povprecne globine za popolna dvojiska drevesa izpel-
jemo
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Najprej si oglejmo povpreéno globino v odvisnosti od h. V enacbo (4) vstavimo n = dh;_l; L in dobimo
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Zadnji ¢clen gre z ve¢anjem h zelo hitro proti 0, drugi ¢len pa z vecanjem d (sicer ne tako hitro). Ce povzamemo: povpreéna
globina popolnega dvojiskega drevesa je blizu h — 1, trojiskega blizu h — 1/2, stiriskega h — 1/3, petiskega h — 1/4, itd. Skratka
z veCanjem stopnje drevesa gre povpreéna globina (od h — 1 pri dvojiskem) proti h.
Nadaljujmo $e z povprecno globino v odvisnosti od n. Vemo ze (glej tabelo), da h = log,;((d — 1)n + 1) — 1. Zapisimo
L =log,((d—1)n+ 1), torej h = L — 1. Vstavimo h v enacbo (5) in dobimo
1 L d log,((d—1)n+1)
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Visina celovitega dvojiskega drevesa. Celovito dvojiSko drevo visine h ima eno vozlisée ve¢ kot popolno dvojisko drevo
visine h — 1 in ima manj ali enako vozlis¢ kot popolno drevo visine h

o2 <p <ot 1, (6)

Najprej iz neenacb (6) izrazimo neenacbe za h. Nato pri izpeljavi najprej upostevamo, da je h celostevilska vrednost, potem pa
uporabimo Se (1).

lgln+1)—1 <h< lgn
Mgn+1)] -1 <h< |lgn]
llg(n)] <h< [lgn]
h= |lgn]



Visina celovitega d-tiskega drevesa. Podobno je z d-tiskimi drevesi
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Da pokazemo h = |log;((d — 1)n)|, najprej izrazimo neenacbi za h
logy((d—Dn+1)—1 <h< logy((d—1)(n—1)+1)
[logg((d=1)n+1)] =1 <h < [logg((d—1)(n—1)+1)]
llog((d—1)n)] <h< [logy((d—1)n)].

Tudi tukaj smo najprej upostevali celostevilskost h. Da smo dobili tretji neenacbi, pa smo na levi uporabili (1), na desni pa
d=1(n-1)+1<(d—1)nzad>2.

St. vozlis¢ in visina poljubnih dreves. Zaénimo z dvojiskim drevesom. Pri dani visini ima izrojeno drevo (seznam) najmanj
vozlis¢, popolno dvojisko drevo pa najve¢ vozlisc:

h+1<n<2htt_1.
Tako za visino h dobimo omejitvi

lgn]=[lgln+1)]—-1<h<n-1.
V splosnem, torej za poljubno d-tisko drevo pa velja
h+1 _ 1

h+1<n< ——

tlsns d—1

in nadalje
[log;((d—1)n)] =log;,((d—1)n+1)—1<h<n-—1

Dokaz enacbe (1). Spodnji [z] in zgornji [x] celi del od x sta definirana z naslednjimi neena¢bami. Spodnji del kot
lz] <z <|z]+1 oz. z—1<|z]<zx

in zgornji deli kot
[z] —1<z<[z] oz. z<[z]<xz+1.

Dokazati zelimo
[logn] 4+ 1 = [log(n + 1)].
Najprej oznacimo z
m+1 = [log(n +1)],

kjer je m neko celo stevilo. Po definiciji zgornjega celega dela velja:

m< log(n+1) <m+1
M < n+1 < gmtl
2m 1< n <gmtl _q
om < n < gm+l
m < log(n) <m+1

Iz zadnjih neenacb in definicije spodnega celega dela sledi, da m = |logn|, kar smo Zzeleli pokazati.



