Lastnosti kopice

1 Splosno
Ker je kopica celovito drevo, velja

2h§n§2h+1_1

h=Tlg(n+1)] —1=[lgn]

Gradnja kopice. Elemente je potrebno vsaj prebrati, zato je spodnja meja zahtevnost (n).

2 Gradnja kopice z zaporednim vstavljanjem

Algoritem gradnje kopice z vstavljanjem elemente zaporedoma vstavlja v kopico. Pri tem se element doda na konec kopice, s
¢imer se kopica lahko pokvari, zato se nato izvede Se dvigovanje elementa.

2.1 Najslabsi primer

V najslabSem primeru se vsak element vedno dvigne na vrh. TakSen primer je npr. pri gradnji max-kopice, ¢e so elementi
podani v naras¢ajocem vrstnem redu. Vsak novi element je vecji od vseh ostalih, zato se mora dvigniti do korena kopice. Vsako
dvigovanje do vrha zahteva kvecjemu toliko zamenjav, kot je visina kopice. Visina konéne kopice je h = |lgn|, dvigniti pa je
potrebno vseh n elementov, torej je skupna zahtevnost gradnje O(nlgn).

Natanc¢no izpeljavo zahtevnosti pa naredimo takole. Elementi prihajajo po vrsti, pri ¢emer se i-ti dvigne za |lgi| nivojev.
Ce pogledamo na celotno zaporedje, se prvi element ne dvigne ni¢, nato dva za en nivo, nato Strije za dva nivoja, osem za tri
nivoje, itd. V splosnem se po 2° elementov dvigne za i nivojev. Predpostavimo, da je elementov enako n = 2"*+1 — 1, s tem
dobimo popolno kopico. Vse to sestejemo in dobimo
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Zgornja meja Casovne zahtevnosti je torej O(nlgn).

2.2 Povprecna zahtevnost

Oglejmo si Se povpreéno zahtevnost gradnje. Vprasajmo se, koliksno je povprecnem Stevilo dvigov, ki jih naredi vozlis¢e na i-tem
nivoju. Predpostavimo, da so vsi elementi razli¢ni in v vhodnem zaporedju enakomerno porazdeljeni. Tako je pri primerjanju
dveh elementov enako verjetno, da je prvi vecji kot da je drugi vecji. Torej je verjetnost %, da dvig ni potreben, in %, da je
potrebnen vsaj en dvig. Z nivoja i tako pridemo na nivo ¢ — 1. Oznacimo z d; povprecno Stevilo dvigov elementa na nivoju ¢ in
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Se dokazimo to z uporabo indukcije. Pri i = 0, velja d; = 0 in tudi 1 — 2° = 0. Naredimo Se induktivni korak i — 1 — i. Torej
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Podobno kot v najslabsem primeru velja, da 2¢ elementov nivoja i v povpre¢ju dvignemo za d; nivojev. Predpostavimo, da
je kopica polna oz. n = 2"*1 — 1. Torej je povpreéno stevilo vseh dvigov vseh elementov enako
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Povpreéna zahtevnost je torej za faktor lgn boljsa od zahtevnosti v najslabSem primeru. Recemo lahko, da je povpretna
zahtevnost O(n).



3 Gradnja kopice iz celotnega zaporedja

Ta nacin gradnje potrebuje vse elemente v naprej. Elementi so podani kot zaporedje v polju. Z zaporednim ugrezanjem notranjih
vozlis¢ drevesa se polje postopoma spreminja v kopico.

3.1 Najslabsi primer

V najslabsem primeru je potrebno vsak element ugrezniti do dna. TakSen primer je npr. pri max-kopici, kadar so elementi podani
v naracajocem vrstnem redu. Vsako spustanje zahteva torej do lgn ugrezov, skupna zahtevnost je potemtakem O(nlgn). Ce
pa naredimo malce bolj natan¢no analizo, lahko podamo precej bolj tesno oceno.

Listov seveda ni potrebno ugrezati. Nek element lahko ugreznemo le tolikokrat, kot je njegova visina. V splosnem za elemente
na visini ¢ potrebujemo ¢ ugrezov.

V popolnem drevesu je visino vozliéa dobimo, ¢e od visine drevesa odstejemo globino vozliséa. Elementov na globini 7 je 2°.
Torej lahko zapisemo
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Gradnja kopice na ta naé¢in ima torej zahtevnost ©(n), kar je optimalno (najboljse mozno). V primerjavi z zgornjim na¢inom
pa je ta nacin gradnje v najslabSem primeru asimptoti¢no gledano od zgornjega boljsi za faktor lgn.

Opomba. Rezultat je pravzaprav izredno zanimiv, ker sta na prvi pogled oba nacina igradnje zelo podobna (nekje gre za
dvigovanje, drugje za ugrezanje). Ce pa podrobneje razmislimo, pa ugotovimo naslednje. V prvem nacinu z narascanjem stevila
elementov na nivoju naraséa tudi zahtevnost dvigovanja elementov (torej oboje hkrati). V drugem nacinu pa z nara3canjem
Stevila elementov na nivoju, pada zahtevnost ugrezanja elementov. To pa ocitno prispeva cel faktor k zahtevnosti gradnje.

3.2 Povprecna zahtevnost

Zaradi spodnje meje problema (n) in najslabse zahtevnosti O(n), seveda, ni za pri¢akovati ni¢ drugega kot ©(n). Vseeno pa
je izpeljava zanimiva. Postopamo podobno kot zgoraj. Povpreéno stevilo ugrezov, ki jih naredi vozlis¢e na i-ti globini oz. na
(h — 4)-ti viSini (imamo popolno drevo) je
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Za zadnji nivo i = h velja @, = 0. Za @; od h proti 0 dobimo enako zaporedje kot zgoraj za d; od 0 proti h, torej @; = dj,_;.
Nadalje
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