Urejanja

1 Quicksort - hitro urejanje

1.1 Sled algoritma
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1.2 Zahtevnost v najboljSem primeru

Najboljsi primer se zgodi, kadar se tabela vedno deli na enako veliki polovici. Za zahtevnost tako velja
n

T(n) = 27 (3

)+ O(n).

S pomoéjo "master izreka” vemo, da T'(n) = O(nlgn). Intuitivno to lahko ugotovimo tudi z naslednjim sklepanjem. Ce tabelo
vedno delimo na enaki polovici je globina rekurzije kve¢jemu lgn. Na vsaki globini je potrebno skupno (vse porazdelitve skupaj)
opraviti O(n) dela.

1.3 Zahtevnost v najslabSem primeru

Najslabsi primer se zgodi, kadar kot pivot vedno izberemo najmanjsi (ali najvecji) element. Takrat je delitev tabele zelo
neenakomerna: en del je prazen, v drugem delu je pivot in tretji deli je skoraj tako velik kot prvotna tabela.

Velikost prvotne tabele je sprva n. Toliko je tudi potrebnega dela za porazdelitev: torej prva delitev iz prvotne tabele velikosti
n ustvari tabelo velikosti n — 1, nato n — 2,n — 3, itd. Kar sestejemo in dobimo w = 0(n?)

1.4 Zahtevnost v povprecju

Pri analizi ¢asovne zahtevnosti Stejemo primerjave elementov. Predpostavimo, da so vsi elementi razlicni oz. da urejamo
nakljuéno permutacijo stevil od 1 do n od katerih je vsaka enaka verjetna. Oznacimo z C,, povprecno §tevilo primerjav, ki jih
naredi Quicksort pri izvajanju na tabeli velikosti n. Velja Cy = C7 = 0.

Ena porazdelitev (obe notranjih zanki skupaj) naredita n + 1 primerjav. Porazdelitev lahko za razdeli tabelo na poljubnem
mestu. Tabela tako razpade na tri dele: levi del velikosti 7, potem sledi pivot in desni del velikosti n — 1 —14. Pri analizi povprecne
zahtevnosti moramo upostevati vsa mesta delitve, verjetno vsake od delitev je % V splosnem lahko zapiSemo rekuren¢no enacbo

n—1

1
Co=(m+1)+ ;;(Cﬁcnflﬂ-). (1)
Razpisimo vsoto, da se bo lazje videlo, kako jo poenostaviti:
n—1 n—1 n—1
Z(Ci +Cho1i) = Z Ci + Z Cro1—i) = (Co+C1+Co+ -+ Cp1) + (Crm1 + Cea + Crg + - - - + C1 + Cy).
i=0 i=0 i=0

Ugotovimo, da gre za enaki vsoti. Upostevajmo to in enacbo (1) Se mnozimo z n in dobimo

n—1

nC,, :n(n+1)+2ZCi.
=0



V dobljeno enac¢bo namesto n vstavimo n — 1 in dobimo

n—2

(n—1)Ch_1=Mn—-1)n+2 Z C;.

i=0

Odstejemo dobljeno enacbo od prejsnje in dobimo

n—1 n—2
nCp—(n—1Ch,—1 = n(n+1)-— (n—l)n—l—QZCi—ZZCi
i=0 i=0
= 2n+ 2071,1 .
Sedaj C,, pustimo na levi, C),_1 prestavimo na desno stran enacbe, nato $e delimo ena¢bo z n(n + 1) in dobimo
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nCp=(n+1)Ch_1+2n oz

Zaporedoma razvijamo Cy,/(n + 1) in dobimo
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Povpreéno §tevilo primerjav je torej enako
Cpn=2(n+1)H,11 —3(n+1).

Ker velja H,, ~ Inn (za dokaz tega glej naslednje razdelke), velja

Cpn=2(n+1)lnn—-3(n+1) ~2nlnn~ 1.39nlgn.

Quicksort je torej v povprecju 39% pocasnejsi kot v najboljSem primeru.

1.5 Aproksimacija z integralom

Kadar vsoto lahko izrazimo kot

> f)

i=m

kjer je f(i) monotono naraséajoca funkcija, potem lahko vsoto aproksimiramo z integralom
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Podobno je, kadar je f(#) monotono padajoca funkcija

1.6 Harmonicna Stevila in naravni logaritem

Za pozitivno celo Stevilo n definirajmo harmonicéno stevilo kot
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V nadaljevanju bomo pokazali, da H,, narasc¢a enako hitro kot Inn, torej H,, ~ Inn. Funkcija % je monotono padajoca, zato
bi jo lahko aproksimirali po zgornjem integralu, vendar se pojavi tezava, ker integral ne konvergira — spodnja meja dolo¢enega
integrala je 0, kar zahteva izra¢un In0. V izogib tezavi se raje lotimo aproksimacije funkcije
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Za H!, velja naslednje
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