[ZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
15.6.2000

1. Funkcija f zadosca pogojem: f(0) = fo, f(z1) = fi in f(1) = fo,
0 < z; < 1. Na osnovi teh podatkov iS¢emo interpolacijski polinom
p(x) = az® + bx + ¢, ki interpolira f v tockah 0, z; in 1. Polinom p
dolo¢imo tako, da resimo sistem linearnih enacb

p(0) = fo, plea) = fr, p(1) = fi.

1 =1/3, fo=0, fi=2/9in fo =0.
(b) Kaksna je obcutljivost matrike sistema linearnih enacb iz tocke
(a) v maksimum normi?

Spomni se, da je obcutljivost matrike A v maksimum normi defi-
nirana kot conde,(A) = || 4]l |A™| oo-

(c¢) Kaksen mora biti 1, da bo ob¢utljivost matrike dobljenega linear-
nega sistema v maksimum normi najmanjsa? Izracunaj najmanjso
obcutljivost!

2. Resujemo enacbo f(x) = 0.1, kjer je

flz) = /Om e dt.

(a) Zapisi algoritem, ki z Newtonovo metodo racuna resitev zgornje
enacbe.

(b) S pomogjo algoritma iz tocke (a) izracunaj prva dva priblizka, ce
je g = 0.2, integral pa racunas s trapezno metodo s korakom
h=x,.

(c¢) Prva dva priblizka izracunaj Se tako, da integral racunas z eno-
stavno Simpsonovo formulo.



[ZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
28. junij 2000

1. Priblizke za resitev nelinearne enacbe f(x) = 0 ra¢unamo s Halleyejo
metodo:

F!(@n) = 3 f" () L)

Lptl = Tnp —

dnosti funkcije in odvodov) za racunanje priblizkov po Halleyevi
metodi.

(b) Izracunaj prva dva priblizka v primeru, ko je zy = 2 in f(z) =
x® — 2. Kam konvergira zaporedje priblizkov, ¢e je konvergentno?
Koliko se x5 razlikuje od resitve enacbe?

(c) Izrac¢unaj prva dva priblizka pri enakih pogojih kot v (b) Se z
Newtonovo metodo in primerjaj rezultate s tistimi iz tocke (b).

2. Resujemo enacbo y(z) = 0.1, kjer je y(x) resitev zacetnega problema

y(z)=e", y(0)=0.

(a) Napisi algoritem, ki z Newtonovo metodo racuna priblizke resitve
enacbe y(z) = 0.1.

(b) Izracunaj prva dva priblizka za resitev po Newtonovi metodi, ¢e
je xg = 0.2. Vrednost funkcije y(x) racunaj s trapezno metodo s
korakom h = z,, (glej Osnove numeri¢ne matematike, str. 143).

(c) Izrac¢unaj prvi priblizek pri enakih pogojih kot v tocki (b) se tako,
da vrednost funkcije y(z) izracunas z metodo Runge-Kutta 4.
reda.

Dodatek: Primerjaj rezultate iz (b) in (c) ¢e ves, da je toéna resitev enacbe
0.100336.



IZPIT 1Z NUMERICNIH METOD
15. september 2000

1. Funkcija f je predstavljena s tabelo vrednosti

z |01 2]3
f@)]3 2 3|y

(a) Zapisi interpolacijski polinom, ki interpolira vrednosti funkcije v
tockah 0, 1 in 2 v Newtonovi obliki.

(b) Izra¢unaj vrednost polinoma iz (a) v tocki = 3.

(c¢) Doloéi y tako, da bo tabela predstavljala kvadratno funkcijo.

2. Numeri¢no bi radi izracunali vrednost integrala

1
/ SN Jo
0

(a) Izracunaj priblizno vrednost s trapeznim pravilom pri koraku h =
0.25.

(b) Z istim korakom izracunaj priblizno vrednost Se s Simpsonovim
pravilom.

(c) Izracunaj absolutno in relativno napako v obeh primerih, ¢e ves
da je tocna vrednost integrala 1.63187.



[ZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
6.9.2000

1. Naj bo A tridiagonalna kvadratna simetri¢na pozitivno definitna ma-
trika.

(a) Zapisi ekonomicen algoritem za LU razcep take matrike in prestej
Stevilo potrebnih mnozenj in deljenj (pivotiranje ni potrebno).

(b) Zapisi ekonomicen algoritem za razcep Choleskega take matrike
in prestej Stevilo potrebnih mnozenj in deljenj. Korenjenje Stej za
Stiri mnozenja.

(c) Resi sistem linearnih enacb

4 —1 0 2
—1 4 -1 | = 4
0 —1 4 10

z razcepom Choleskega.

2. Kvadratna funkcija f je podana s tabelo vrednosti

x ‘ 1 2 3
f(z)]1.86 522 11.34

(a) Sestavi tabelo deljenih diferenc.
(b) Izracunaj f[1,2,3,4].
(c) Izracunaj f(1.41).



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
21. september 2000

1. ReSujemo enacbo

3
t
f(z) =10 sinz 95/2 logtdt 0

(a) Integral v predpisu funkcije f izracunaj s trapeznim pravilom s
korakom h = 0.25.

(b) Izracunaj f(1)in f(3) ter se prepricaj, da ima zgornja enacba vsaj
eno resitev na intervalu [1, 3].

(c) Zapisi ekonomicen algoritem, ki ra¢una resitev zgornje enacbe na
intervalu [1, 3] po metodi regula falsi.

(d) Doloéi resitev na omenjenem intervalu z metodo regula falsi na
dve decimalni mesti natanc¢no.

2. Resujemo zacetni problem

y =32
T

-z, y(1)=1.

(a) Poisci toéno resitev zacetnega problema.

(b) Z Eulerjevo metodo izra¢unaj priblizno resitev na intervalu [1, 1.5]
z dolzino koraka h = 0.25. Koliksna je globalna napaka pri x =
1.57

(c) Izracunaj priblizno resitev e z eno od metod Runge-Kutta dru-
gega reda (glej Osnove numeri¢ne matematike, str. 146) in enakim
korakom kot v tocki (b). Koliksna je sedaj globalna napaka pri
x =1.57

(d) Dodatek: Koliksna je v obeh primerih lokalna napaka pri z = 1.57



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
18. junij 2001

1. ReSujemo sistem linearnih enacb

U]

kjer je U zgornje trikotna matrika, L spodnje trikotna matrika in A
poljubna matrika (vse so reda n x n).

(a) Napisite algoritem za resevanje tega sistema enachb.
(b) Prestejte stevilo potrebnih operacij (mnozenj in deljenj).
(c) Resite sistem v primeru, ko je

Y

1
U=10
0

S = N

3
2
1
ter A=U, L=0UT in b = [12,6,2,2,5,8]T.

2. Zmano je, da lahko integrale oblike

/_11 f(z)dx

ucinkovito racunamo po priblizni formuli

/ fa)da ~ o fan) + 0n f(2o)

kjer sta x1 in xg nicli polinoma Lo(x) = 322/2 — 1/2.

(a) Dolocite a; in ay tako, da bo formula ¢im bolj natanéna.
(b) Ugotovite za katere polinome formula ni ve¢ to¢na.

(c) S pomocjo te formule izracunajte integral

1
1
d
\/;11"‘1'2 v

in izracunajte koliksna je absolutna napaka rezultata.




IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
27. junij 2001

1. Tabelo podatkov

z|1]2
yill]2

zelite aproksimirati po metodi najmanjsih kvadratov s funkcijo oblike
y(x) =e
(a) Napisite funkcijo, katere minimum je potrebno poiskati.
(b) Zapisite enacbo, ki dolo¢a optimalni A.
(¢) Numeri¢no izracunajte optimalni A z Newtonovo metodo na tri

decimalna mesta. Ustrezni zacetni priblizek doloc¢ite sami.

2. Resujete zacetni problem
y'(x) = —20y(x) + 20, y(0)=1.01.
(a) Resite problem z Eulerjevo metodo na intervalu [0,1] s korakom
h = 0.25.

(b) Poiscite tocno resitev zacetnega problema.

(c) Koliksna je lokalna napaka v tocki x = 1/2 in koliksna globalna
napaka pri x = 1. Zakaj tako?



IZPITI IZ NUMERICNIH METOD
jesen 2001

1. ReSujemo sistem linearnih enacb

T+ Xo
To+ T3 = 2
Tn+T1 = N,

kjer je n liho stevilo.

a) Zapisite sistem v matri¢ni obliki in dokazite, da je vedno resljiv.

b) Predlagajte algoritem za resevanje tega sistema in prestejte stevilo
potrebnih operacij (mnozenj in deljenj). Algoritem naj bo kar se
da ucinkovit.

c) Resite sistem v primeru n = 5.

2. Radi bi izracunali nekaj decimalk Stevila V2. V ta namen resujemo
enacbo 22 — 2 = 0 z navadno iteracijo takole

Tnt1 = Ty + ¢ (22 — 2).

a) lzracunajte prve stiri priblizke, ¢e je ¢ = —0.3 in zg = 1.

b) Za katere vrednosti parametra ¢ metoda konvergira, ¢e vzamemo

xo dovolj blizu V2?7

c) Dolocite parameter ¢, pri katerem metoda najhitreje konvergira.

3. Funkcija f je predstavljena s tabelo vrednosti

z |-1 0 2a
fl@)] -4 =2 8 0

a) Z metodo regula falsi dolocite realno Stevilo a na dve decimalni
mesti tako, da bo tabela predstavljala vrednosti funkcije, ki jih
interpolira polinom p(z) = z° + x — 2.

b) Kaksen pa mora biti a, da bo
£[-1,0,2,a] = 07

¢) Naj bo a = 1. Dolo¢ite premico, ki po metodi najmanjsih kvadra-
tov aproksimira podatke iz tabele.



odvodov. Izpeljati zelimo integracijsko formulo oblike

a+h
/ fx)der~af(a)+ B f'(a)+~fla+h)+0df(a+h).

a) Dolocite koeficiente «, 3, v in ¢ tako, da bo formula ¢im visjega
reda (namig: predpostavite lahko, da je a = 0).

b) Na podlagi te formule izpeljite Se sestavljeno integracijsko pravilo.

c¢) S pravilom iz tocke b) izracunajte integral

0.3
/ sinz dz,
0

pri koraku h = 0.1. Koliksna je absolutna napaka rezultata?

5. Resujete zacetni problem

y"(x) + 3y (x) —4y(z) =0, y(0) =0, 4/(0) = 5.

a) Poiscite tocno resitev problema.

b) Prevedite diferencialno enacbo na sistem dveh diferencialnih ena¢b
prvega reda.

c) Sistem iz tocke b) resite z Eulerjevo metodo na intevalu [0, 1] s
korakom h = 0.25. Koliksna je globalna napaka v tocki x = 17



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
6. september 2001

1. ReSujemo sistem linearnih enacb

T1+ xo
To+ X3 = 2
T, +21 = n,

kjer je n liho stevilo.

a) Zapisite sistem v matri¢ni obliki in dokazite, da je vedno resljiv.

b) Predlagajte algoritem za resevanje tega sistema in prestejte stevilo
potrebnih operacij (mnozenj in deljenj). Algoritem naj bo kar se
da ucinkovit.

c) Resite sistem v primeru n = 5.

2. Radi bi izracunali nekaj decimalk Stevila v/2. V ta namen resujemo
enacbo 22 — 2 = 0 z navadno iteracijo takole

Tpy1 = Ty +c(2? —2).

a) lzracunajte prve stiri priblizke, ¢e je ¢ = —0.3 in zg = 1.

b) Za katere vrednosti parametra ¢ metoda konvergira, ¢e vzamemo
xo dovolj blizu V2?7

c) Dolocite parameter ¢, pri katerem metoda najhitreje konvergira.



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
21. september 2001

odvodov. Izpeljati zelimo integracijsko formulo oblike

/a+ f(x)ydr~af(a)+pf(a)+~yfla+h)+6df(a+h).

a) Dolocite koeficiente «, 3, v in 0 tako, da bo formula ¢im visjega
reda (namig: predpostavite lahko, da je a = 0).

b) Na podlagi te formule izpeljite Se sestavljeno integracijsko pravilo.

c¢) S pravilom iz tocke b) izra¢unajte integral

0.3
/ sinz dz,
0

pri koraku h = 0.1. Koliksna je absolutna napaka rezultata?

2. Resujete zacetni problem

y'(x) +3y(z) —4y(x) =0, y(0) =0, y'(0) =5.

a) Poiscite tocno resitev problema.

b) Prevedite diferencialno enac¢bo na sistem dveh diferencialnih enac¢h
prvega reda.

c) Sistem iz tocke b) resite z Eulerjevo metodo na intevalu [0, 1] s
korakom h = 0.25. Koliksna je globalna napaka v tocki x = 17



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
14. junij 2002

1. Vemo, da za stevila x, ki so po absolutni vrednosti dovolj majhna,
priblizno velja

x3 2

sSinx <~ x — 5 + a
a) Omenjeno zvezo lahko uporabimo tudi za racunanje vrednosti
arcsin y, pri dovolj majhnem y. V ta namen resujemo enacho

Napisite algoritem, ki racuna zaporedne priblizke za arcsin y tako,
da enacho resujete z Newtonovo iteracijo.

b) Izracunajte drugi priblizek xs za arcsin 0.2 z metodo iz tocke a).
Zacetni priblizek naj bo xg = 0.1.

c) Koliksna je absolutna napaka rezultata iz tocke b)?

2. Hermitov interpolacijski polinom tretje stopnje ima to lastnost, da in-
terpolira vrednost funkcije in njenega odvoda v dveh izbranih tockah.
Dana je naslednja tabela podatkov

EEIE
f(z) |0
f'(x) ]| 0

a) Poiscite Hermitov polinom v primeru, ko je a = 0.

b) Kaksen mora biti «, da bo stopnja interpolacijskega polinoma
kvecjemu 27

c) Ali interpolacijski polinom obstaja za vsak «?



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
26. junij 2002

1. Za realno matriko A, reda n x n velja

Qi n—it1 #0, 1= 1,2,...,71,
ai,j:O, j>n—'l+1

Ostali elementi so poljubni.

a) Napisite en primer take matrike Ay.

b) Zapisite ucinkovit algoritem za resevanje sistema A, x = b, kjer je
b dani vektor dimenzije n. Koliksna je casovna zahtevnost vasega
postopka?

c) Kako bi popravili algoritem iz tocke b), da bi deloval tudi na
sistemu Al x = b?

d) Naj bo n = 4. Resite sistem A, x = [20, 10,4, 1]T, ce je
a;; =max{6 —i—j0}, i,j=12... 4.

2. Integral utezene funkcije f(x)+/z racunamo priblizno po formuli

a+h
/ @)z de =~ af(a) + Bf(a+ h).

a) Dolocite parametra «, § tako, da bo formula ¢im visjega reda.
(Nasvet: lahko predpostavite, da je a = 0.)

b) Napisite algoritem za racunanje integrala

[ ronia

s sestavljenim pravilom iz tocke a).

c¢) Pravilo iz tocke b) uporabite pri izracunu integrala

0.2
/ e Vo /x dx
0

s korakom h = 0.1. Koliksna je napaka rezultata, ce veste, da je

/e‘ﬁﬁdx = —2¢ V24 2(/x + )+ C?



IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
26. junij 2002

1. Za realno matriko A, reda n x n velja

Qi n—i+1 7&0, 1= 1,2,...,71,
CLZ'J':O, g>n—1+ 1.

Ostali elementi so poljubni.

a) Napisite en primer take matrike Ay.

b) Zapisite ucinkovit algoritem za resevanje sistema A, x =
b, kjer je b dani vektor dimenzije n. Koliksna je casovna
zahtevnost vasega postopka?

c) Kako bi popravili algoritem iz tocke b), da bi deloval
tudi na sistemu Al x = b?

d) Naj bo n = 4. Resite sistem Ayx = [20,10,4,1]7, ¢e je
a;; =max{6 —i— 7,0}, 4,j=12...,4

2. Integral utezene funkcije f(x)y/r racunamo priblizno po
formuli

/ " ) Ede ~ af(a) + Bf(a+ h).

a) Dolocite parametra «, 8 tako, da bo formula ¢im visjega
reda. (Nasvet: lahko predpostavite, da je a = 0.)

b) Napisite algoritem za racunanje integrala

[ rwvEa

s sestavljenim pravilom iz tocke a).



c¢) Pravilo iz tocke b) uporabite pri izracunu integrala

0.2
/ e_ﬁ\/f dx
0

s korakom h = 0.1. Koliksna je napaka rezultata, ce
veste, da je

/e_ﬁﬁdx = 2e V24 2/z + 1)+ C?



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
6. september 2002

1. V ravnini imamo dane tri razliécne tocke T; = (z;,v;), i = 0, 1, 2. Bezi-
erova parabola na teh treh tockah je parametri¢na krivulja, definirana
takole

By(t) :=(1—t)>To+2(1—t)t T, +t*Ty, te]0,1].
Poiskati zelite tocko na Bezierovi krivulji, ki je najblizje tocki T.
a) Zapisite kvadrat razdalje f(t) := d*(Ty, T) med tocko T} in tocko

T = (z(t),y(t)) na krivulji pri parametru ¢.

b) Parameter, pri katerem je dosezena minimalna razdalja, je tista
resitev enacbe f'(t) = 0, ki lezi na [0, 1]. Napisite algoritem, ki z
metodo bisekcije poisce to resitev. Za prva dva priblizka vzemite

¢) Zgoraj opisani problem resite za primer Ty = (0,0), T; = (1,1)
in Ty = (2,0). Narisite skico!

d) Dodatek: Zakaj resitev zgornjega problema vedno obstaja?

2. Resujete zacetni problem

y'(@) +y(x) =0, y(0)=1, 4 (0)=0.

a) Poiscite tocno resitev problema.

b) Problem na intervalu [0, 1] resite numeri¢no tako, da ga preve-
dete na sistem dveh diferencialnih ena¢h prvega reda in uporabite
Eulerjevo metodo s korakom h = 0.25.

c¢) Koliksna je globalna napaka v tocki # = 1 pri metodi iz b)?



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
20. september 2002

1. Naravni logaritem stevila a = 1 + €, kjer je || majhno stevilo, lahko
izracunamo priblizno tako, da resimo enacho

1+§+§+K

T z2 3
1_2+8_48

a) Zgornjo enacbo preoblikujte v polinomsko.

b) Za enacbo iz tocke a) napisite algoritem, ki ra¢una njene resitve
po Newtonovi metodi.

¢) Z metodo iz tocke b) izracunajte priblizek za In(1.1). Zacetni
priblizek naj bo xq = 0. Dovolj je, ¢e izracunate Se priblizka x; in
9.

d) Koliksna je absolutna napaka rezultata iz c)?



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
13. junij 2003

1. Naj bo A € R™" diagonalno dominantna tridiagonalna matrika (od
nic razliéni elementi so lahko le na diagonali in na obeh stranskih obdi-
agonalah). Znano je, da v tem primeru Jacobijeva metoda za resevanje
sistema enacb Ax = b konvergira za vsak zacetni priblizek.

a) Zapisite u€¢inkovit algoritem (upostevajte strukturo matrike in
ne izvajajte nepotrebih operacij) za resevanje sistema Ax = b z
Jacobijevo metodo. Prestejte Stevilo potrebnih operacij (mnozenj
in deljenj) na enem koraku metode.

b) Izra¢unajte drugi priblizek (torej x®)) s to metodo, ¢e je

4 1 0 0
_ (s -0 = _g|T 0) _ T
A=10 1 4 o | P=I[6422,-97 x¥=1[0,0,0,0".
00 1 =3

¢) Kako bi spremenili algoritem iz tocke a), da bi deloval za petdia-
gonalno matriko (elementi so lahko od ni¢ razli¢ni le na glavni in
dveh stranskih diagonalah)?

2. Tabelo podatkov

ZT; 0 7T/4 7T/2
vi | 11] 1.5 | 0.9

aproksimirate s funkcijo f(x) = A sinz+ B cos xz po metodi najmanjsih
kvadratov.

a) ZapiSite normalni sistem enacb za parametra A in B.

b) Izracunajte parametra A in B.

¢) Izra¢unajte napako metode najmansih kvadratov, torej vsoto



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
30. junij 2003

1. Funkcija f je podana s predpisom takole

—2?24+2, —-1<z<1
flz)y=¢ 1—2)(z—-2)z+1, 1<z<3
—x—2, >3

a) Prepricajte se, da z metodo regula falsi gotovo poiséemo niclo

funkcije na intervalu [—1,5].

b) Niclo poiscite z metodo regula falsi na eno decimalno mesto natan-
cno.

c¢) Koliko korakov bisekcije je potrebnih, da ni¢lo poiscete na 8 mest
natancno, ¢e je zacCetni interval [—1,5]?

2. Resujete zacetni problem

(@) +ye) =0, y(0)=1, y'(0)=0
na intervalu [0, 0.5].

a) Prevedite problem na resevanje sistema dveh diferencialnih enach
prvega reda.

b) Resite sistem enacb z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.1.

c¢) Izracunajte globalno napako numericne resitve zacetnega problema
v tocki z = 0.5.



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
5. september 2003

1. Naj bo A € R™"™ simetri¢na, pozitivno definitna matrika. Denimo, da
poznate zgornje trikotno matriko R € R™", za katero je A = RTR
(razcep Choleskega).

a) Zapisite uc¢inkovit algoritem za reSevanje sistema linearnih enach
A2%x = b, kjer je b € R™ dani vektor desnih strani.

b) Prestejte stevilo potrebnih operacij (mnozenj in deljenj) iz tocke
a).

c) Uporabite algoritem iz tocke a) za reSevanje sistema A'x = b.

d) Dodatek: Koliko operacij je potrebnih za resevanje sistema A"x =
b, kjer je n € R?

2. Doloceni integral funkcije racunamo z navadno trapezno formulo, torej

[ s =@+ st my+ rip),

kjer je
h3

R() = =130, €€ laa+hl

a) Ocenite, koliksno najvecjo absolutno napako lahko naredite pri
racunanju integrala
0.1
/ e “dx,
0

ce za korak vzamete h = 0.1.
b) Izracunajte toéno absolutno napako iz tocke a).

c) Koliksna je napaka, ¢e integral iz tocke a) racunate s sestavljenim
trapeznim pravilom s korakom A = 0.0257



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
19. september 2003

1. S ¢olna so izmerili globino jezera v petih tockah (glej sliko)

x \ 0 10 20 30 40

y|0 —15 —18 —17 0

a) Dolocite interpolacijski polinom skozi izmerjene tocke, ki predsta-
vlja priblizno obliko preseka skozi jezero.

b) Na podlagi izmerjenih podatkov s sestavljenim trapeznim pravi-
lom izracunajte ploS¢ino preseka jezera.

¢) Ocenite globino jezera tako, da pois¢ete minimum interpolacij-
skega polinoma iz tocke a). Metodo za izra¢un minimuma izberite
sami.

2. Resujete zacetni problem

y o=z y0)=1,
2= —y, z(0)=0.
a) Poiscite tocno resitev problema. (Namig: Sistem prevedite na eno
samo diferencialno enac¢bo drugega reda.)

b) Na intervalu [0, 1] poiscite priblizno resitev z Eulerjevo metodo s
korakom h = 0.25.



¢) Koliksna je druga norma globalne napake resitve iz tocke b) v
tocki z = 1.

Ustni izpit bo v torek 30. 9. v pisarni Bojana Orla. To¢na ura bo objavljena
kasneje.



UVOD V NUMERICNE METODE
Resitve izpita z dne 7.2.2005

1. Doloc¢ite najmanjso stopnjo polinoma s katerim lahko interpoliramo
naslednjo tabelo podatkov

z|-2 -1 0
y|-5 11

Prepricajte se, da ima polinom najnizje stopnje, ki interpolira zgornjo

tabelo, eno samo nic¢lo na [—2,3]. To niclo izracunajte s tangentno

metodo na dve decimalni mesti natanc¢no.

Resitev: Najlazje je, da polinom kar pois¢emo, saj ga potrebujemo v

drugem delu naloge. Uporabimo Newtonovo shemo

2 3
7 25

1
1

-2 =5
6
-1 1 -3
0 1
0 1 0 0
0 1 0
1 1 3 0
6 1
2 7 6
18
3 25

in dobimo polinom
pr)=—-5+6(x+2) -3z +D@+D)+@+@+Dr =2z +1.

Torej tabelo lahko interpoliramo s polinomom tretje stopnje.

Ker je p(—2) < 0 in p(3) > 0, ima p na [—2,3] eno ali tri nicle. Toda
p'(z) = 32° — 1, kar pomeni, da sta lokalna ekstrema lahko le v +1/+/3.
Hitro preverimo, da je p”(1/v/3) > 0 in p(1/v/3) > 0, torej ima p
pozitivno vrednost v lokalnem minimumu. Iz tega lahko sklepamo, da
je na [—2, 3] ena sama nicla.

Tangentna metoda za iskanje nicle je

p(x,) -z, +1 223 -1
Tyl = Tp — =T, — = .
i P () 3x2 —1 3x2 —1
7, zacetnim priblizkom xy = —2 po stirih korakih dobimo niclo —1.32

na dve decimalni mesti natanéno.



2. V naslednji tabeli so podatki hitrosti avtomobila (v[km/h]) v prvih
dveh sekundah voznje

v[40 46 51 55 59
t] 005 1 15 2°

S trapeznim in Simpsonovim pravilom izracunajte dolzino poti (v me-
trih), ki jo je prevozil avtomobil v prvih dveh sekundah. Nato z vre-
dnostmi hitrosti ob casih 0.5s, 1s in 1.5s ¢im bolje ocenite pospesek
avtomobila po eni sekundi.

Resitev: Korak v tabeli je o¢itno h = 0.5. S trapeznim pravilom
dobimo oceno za pot

0.5
s = 7(40 +2%46 4+ 2% 51 + 2% 55+ 59)/3.6 = 27.9861m,
s Simpsonovim pa
0.5
s = ?(40+4*46 + 2% 51 +4 %55+ 59)/3.6 = 28.0093m
(fizikom menda ni treba posebej razlagati, zakaj faktor 3.6 v imeno-
valcu!). Pospesek najbolje ocenimo s sredinsko formulo za odvod
t+h)—ov(t—nh)
2h '

V nasem primeru dobimo v'(1) ~ 2.5m/s>.

V(1) ~ o

3. Naj bo
z 0 o --- 0 0 ag
-1 =« 0 -~ 0 0 ai
0 —1 i 0 0 a9
A= S . .
0 0 - - —1 = a,,
o 0 - - 0 -1 =x

Izracunajte determinanto matrike A tako, da najprej izrac¢unate njen
LU razcep in upostevate dejstvo det A = det U = [ wy;.

Resitev: Dokaj preprosto je izracunati LU razcep matrike A, saj je
potrebno izrac¢unati kvociente v L samo na spodnji obdiagonali, v U
pa le elemente v zadnjem stolpcu. Dobimo

10 0 0
-+ 1 0 0



n

z 0 ao
0 z ap + %
Uu=| . .
o0 --- x+%7*1+...+%
Torej je
det A=detU = 2" <x+an—1 +...+@)
xn
= anrl + anflxnil + -+ a1x + ap.
. Nekdo je reseval diferencialno enacbo y”(x) = —zy(z) na intervalu

[0,0.2] z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.1. Za vrednost funkcije
y(0.2) je dobil numeri¢ni priblizek 0.2, za odvod y'(0.2) pa 0.999. Izra-
¢unajte vrednosti y(0) in 3/(0)?

Resitev: Enacbo zapiSemo kot sistem prvega reda

Y’:F(%Y):(_wzj)’ Y:(gi):(?y>

Zapisimo dva koraka Eulerjeve metode
y1(0) ) ( y2(0) )
Y, = Yo+ hF(2,Yy) = +h
L= Yo nR Yo = (g 0, (0)
_ ( y1(0) + hy2(0) )
y2(0) )7

Y, = Y, +hF(z1,Y)) = ( y1(0)+hy2(0))

y2(0)
! h( —0.1(11(0) +hyZ?(()(;§ ) B ( 0.9093 ) ’

Upostevamo, da je h = 0.1 in dobimo sistem enacb

y1(0) + 0.295(0) = 0.2
—0.01y1(0) +0.999 45(0) = 0.999,

katerega resitev je y1(0) = 0 in y2(0) = 1.



Resitve drugega izpita iz UVNM,
5.5.2005

1. S tangentno metodo racunate najmanjso niclo Laguerreovega polinoma
L3. Naj bo zacetni priblizek xy = 0. Zapisite priblizek x5 na 4 deci-
malna mesta. Laguerreovi polinomi so dani rekurzivno takole

L0($) = 1,
Ll (.CE) =1- xZ,
(n4+1)Lpy(x) =2n+1—2) Ly(z) —n L, (z).
Dolocite red konvergence metode pri iskanju te nicle.
Namig: Najprej izracunajte koeficiente polinoma Ls.

Resitev: Iz rekurzivne formule dobimo

1
Ly(x) = 6(—:173 +92% — 181 +6).
Torej lahko iskanje nicle L3 poenostavimo v iskanje nicle funkcije f(x) =
23 — 92% + 18 x — 6. Tangentna metoda se tedaj glasi

flan) — wp—9a) +182, -6

Tl = T ) T T T 342 — 184, + 18

Ce je zop = 0, dobimo x5 = 0.4114.
Red konvergence je 2, saj je ni¢la « enostavna (f ima tri razlicne nicle)

in f"(a) # 0.

2. Gauss—Chebysheva kavadraturna formula se glasi

L fa) RS 2k — 1 27 L(om
_lﬁdx = ;&kf (cos (TW)) —i—mf( (),

kjer je £ € [—1,1]. Dolocite konstanti vy in ay ter izracunajte numeriéni

priblizek za integral
1 x

e
—dx
1V 1-— LEQ
v primeru n = 2. S pomocjo zgoraj zapisane formule ocenite absolutno
napako pri izracunu.

Resitev: Konstanti a; in as izracunamo tako, da za f zaporedoma
izberemo 1 in x ter zahtevamo, da je formula to¢na. Dobimo sistem

oy + ap = arcsinz|' | = 7,
V2 V2

A—— — Qg—— = 0,

2 2



katerega resitev je ay = g = /2.
Numeri¢ni priblizek za integral je torej

T <ef e %) — 3.9603.

[ e

Iz Gauss—Chebysheve formule dobimo oceno za absolutno napako

2m
I /7 — COS 4 7r < z\(4)
‘/ Vi Za ‘ — 24(4)! sg[lf‘ffu@ )
27
< = (0.0445.
24(4)!6
. Tabelo podatkov (x;, f;), i = 1,2,...,n, aproksimirate s konstanto po

metodi najmanjsih kvadratov. Preverite, da je konstanta enaka pov-
precni vrednosti stevil f;.

Resitev: Vzemimo za aproksimacijsko funkcijo f(z) = ¢, kjer je ¢
iskana konstanta. Minimizirati moramo funkcijo

n n

E(e) =Y (fx:) = f)* = (c— fi)"

i=1 =1

Ko njen odvod postavimo na 0, dobimo pogoj

1 n
C—Eizlfz‘,

kar je ravno povprecna vrednost.
. Nihanje matemati¢nega nihala opisemo z eksaktnim
B(1) + 7 sin(p(0) =0, 9(0) = o, $(0) = ¢
in poenostavljenim
B(t) + 50(0) =0, (0) = po, $(0) = o

zacetnim problemom. Izracunajte razliko kotnih hitrosti, ki ju dobimo
z reSevanjem prvega in drugega problema z Eulerjevo metodo po 0.5s.
Korak naj bo 0.25s, £ = 0.1m, o = 0.5 in ¢g = 0s~*



Resitev: Obe diferencialni enachi prevedemo na sistem dveh prvega
reda

kjer je Y = [, ¢]T. Eulerjeva metoda se potem glasi

7 danimi podatki iz naloge pridemo do priblizkov za kotno hitrost. V
prvem primeru ¢(0.5) ~ —0.2349 in v drugem¢(0.5) ~ —0.2450. Torej
je absolutna vrednost razlike enaka 0.0101.



Resitve drugega kolokvija iz UVNM
31.1.2005

1. Naj bo A € R™™ tridiagonalna matrika. Napisite algoritem, ki v ¢asu
O(n) izracuna LU razcep matrike A. Utemeljite, zakaj je vas algoritem
res ustrezne ¢asovne zahtevnosti.

Predlagani algoritem uporabite za izra¢un LU razcepa matrike

1 20
A= 1 3 2
013

Resitev: Ker je matrika tridiagonalna, lahko pri LU razcepu uposteva-
mo njeno strukturo in ne izvajamo odveénih operacij (mnozenj z niclo).
Algoritem zapisemo v Matlabovi obliki takole:

function [L,U]=1lu3diag(A);

n=size(A,1); %stevilo vrstic matrike A

L=eye(n); %identiteta dim. nxn

U=triu(A) ;%U=A na zacetku!

for i=2:n
L(i,i-1)=A(i,i-1)/U(i-1,i-1);%kvocient
U(i,1)=U(i,i)-L(i,i-1)*U(i-1,i);%eliminacija

end

Ker je v algoritmu ena sama zanka dolzine n — 1, znotraj nje pa na vsa-
kem koraku konstantno mnogo operacij, je ¢asovna zahtevnost O(n).
Za matriko A dobimo

L= in U=

O~
— = O
o O O
o O =
O = N
=N O

2. Tabelo podatkov
zi|—2 -1 01 2
vl 2 101 2

zaradi o¢itne simetrije aproksimiramo s parabolo oblike p(x) = az? +
B. lzracunajte tisti par parametrov « in 3, pri katerem je dosezena

vrednost
5

1 . —_— . 2
Tk 2 (p(zi) = y:)"



Resitev: Opazimo, da gre za klasicno metodo najmanjsih kvadratov,
z aproksimacijsko funkcijo p(z) = ax? + 3. Lahko resujemo preko
normalnega sistema enacb (vemo, v praksi bi uporabili QR razcep).
Matrika normalnega sistema je torej M = AT A, kjer je

2 1
Ao ot
2 1
Torej je
)
koeficienta « in 3 pa resitev sistema Mo, 8|7 = Allyy,...,ys]7 =

[18,6]7. Dobimo a = 0.4286 in 3 = 0.3429.

. Naj bo
1 01 02
A=101 2 -0.1
x 02 3

Naslednje probleme resite brez racunanja lastnih vrednosti:

a) Preverite, da matrika A za x € (—2.8,2.8) ne more imeti negativ-
nih lastnih vrednosti.

b) Za kaksne = € R gotovo nima nobene dvojne lastne vrednosti?

¢) Cim bolje ocenite najmanjso lastno vrednost v primeru, ko je 2 =

0.

Namig: Uporabite Gershgorinov izrek.
Resitev: Po Gersgorinovem izreku je vsaka lastna vrednost matrike
A € R™" ysebovana v uniji krogov K;, kjer je

n

Ki={z€R; |z —a;| < Z |ais].

J=1,j#i

Velja se vec, ce je kakSen krog izoliran od ostalih, je v njem natanko
ena lastna vrednost.

V naSem primeru so radiji krogov Ry = [0.1] + (0.2] = 0.3, Ry =
|0.1] 4] = 0.1] = 0.2 in Ry = |o| +[0.2]. Ce oznacimo s K (s,r) krog
s srediséem v (s,0) in radijem r, potem so vse lastne vrednosti v uniji



krogov K(1,0.3), K(2,0.2) in K(3,|z| 4+ 0.2). Ce je torej |z| < 2.8, v
uniji ne more biti Stevil z negativno realno komponento.

Matrika zagotovo nima dvojne lastne vrednosti, e so vse tri lastne vre-
dnosti med seboj razlicne. To pa je gotovo res tedaj, ko se Gersgorinovi
krogi ne sekajo, torej, ¢e je |z| < 0.6.

Pri izboljSanju ocene za lastne vrednosti se lahko opremo na dejstvo,
da imata matriki A in X 'AX iste lastne vrednosti. Se posebej je to
dejstvo zanimivo tedaj, ko za X izberemo kaksno preprosto matriko
(na primer diagonalno).

Vzemimo torej X = diag(a, 1,1), kjer je a > 0. V matriki X 'AX se
prva vrstica mnozi z 1/a, prvi stolpec pa z a. Torej moramo paziti, da
se prvi in drugi krog ne zdruzita (tretjemu se radij ne spremeni, saj je
az; = x = 0). Z malo razmisleka opazimo, da se prvi in drugi krog ne
bosta zdruzila, ¢e bo

0.1 0.2
—+ —+0.1a+0.1<1.
a a

To prevedemo nakvadratno neenacbo a? — 9a + 3 < 0. Zato mora biti
a manjsi od ve¢jega korena kvadratne enacbe a? — 9a + 3 = 0, torej

< 9%@ — 8.6533

a

Pri temu izbranemu a je prvi radij manjsi od 0.3/a = 0.0347, torej je
najmanjsa lastna vrednost na intervalu (0.9653,1.0347).

. Resujete Besselovo diferencialno enac¢bo
z*y"(z) + 2y (2) + 2 y(x) =0, y(0) =1, y'(0) =0.
Z Eulerjevo metodo in korakom h = 0.1 ocenite vrednost y/(0.2).

Namig: y"(0) = —3.

Resitev: Enacbo drugega reda prevedemo na sistem prvega

1
Y =y, ——y - y|" = F(z,Y).

Z Eulerjevo metodo tako dobimo

Y, =Y, + hF(0,Y) = [1,0]" +0.1[0, —1/2]" = [1,—0.05)"
(tu smo upostevali namig, da je y”(0) = —1/2, saj zaradi deljenja z 0
ne moremo izracunati y”(0)). Na drugem koraku dobimo
Y, = Y, +hF(0.1,Y)

= [1,-0.05]" +0.1[-0.05, —(1/0.1)(—0.05) — 1] = [0.995, —0.1]""
Priblizek za y'(0.2) je torej —0.1.



UVOD V NUMERICNE METODE
1. izpit, 7.2.2005

1. Dolocite najmanjso stopnjo polinoma s katerim lahko interpoliramo
naslednjo tabelo podatkov

z|[-2 -1 0
y|-5 11

2 3
7 257

1
1
Prepricajte se, da ima polinom najnizje stopnje, ki interpolira zgornjo

tabelo, eno samo nic¢lo na [—2,3]. To niclo izracunajte s tangentno
metodo na dve decimalni mesti natancno.

2. V naslednji tabeli so podatki hitrosti avtomobila (v[km/h]) v prvih
dveh sekundah voznje

v[40 46 51 55 59
t] 005 1 15 2°

S trapeznim in Simpsonovim pravilom izracunajte dolzino poti (v me-
trih), ki jo je prevozil avtomobil v prvih dveh sekundah. Nato z vre-
dnostmi hitrosti ob casih 0.5s, 1s in 1.5s ¢im bolje ocenite pospesek
avtomobila po eni sekundi.

3. Naj bo
z 0 o --- 0 0 aop
-1 T 0 0 0 aq
0 —1 i 0 0 a9
A= . . .
0 0 - - =1 2 a,,
o 0 - -+ 0 -1 =x

Izracunajte determinanto matrike A tako, da najprej izracunate njen
n+1

LU razcep in upostevate dejstvo det A = det U = [ [} .

4. Nekdo je reseval diferencialno enac¢bo y”(z) = —zy(x) na intervalu
[0,0.2] z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.1. Za vrednost funkcije
y(0.2) je dobil numeri¢ni priblizek 0.2, za odvod 3/(0.2) pa 0.999. Izra-
¢unajte vrednosti y(0) in 3/(0)?



UVOD V NUMERICNE METODE
2. izpit, 5.5.2005

1. S tangentno metodo racunate najmanjso niclo Laguerreovega polinoma
Ls. Naj bo zacetni priblizek xq = 0. ZapiSite priblizek x5 na 4 deci-
malna mesta. Laguerreovi polinomi so dani rekurzivno takole

LO(ZL') = ].,
Ll (Z') =1- xZ,
(n+1)Lyi(x) = 2n+1—2)Ly(x) —n L, 1(x).
Dolocite red konvergence metode pri iskanju te nicle.

Namig: Najprej izracunajte koeficiente polinoma Ls.

2. Gauss—Chebysheva kavadraturna formula se glasi

[ i s (o (1) e

kjer je & € [—1,1]. Dolocite konstanti o; in ay ter izracunajte numeriéni
priblizek za integral

1 T
€
[
1 1-— 1’2
v primeru n = 2. S pomocjo zgoraj zapisane formule ocenite absolutno
napako pri izracunu.

3. Tabelo podatkov (z;, fi;), i = 1,2,...,n, aproksimirate s konstanto po
metodi najmanjsih kvadratov. Preverite, da je konstanta enaka pov-
precni vrednosti stevil f;.

4. Nihanje matematicnega nihala opisemo z eksaktnim

B(t) + 3 sin(p(1) =0, 9(0) = g0, $(0) = ¢

in poenostavljenim
. g . .
P(t) + (1) =0, 9(0) = o, $(0) = ¢o

zacetnim problemom. Izracunajte absolutno vrednost razlike kotnih
hitrosti, ki ju dobimo z reSevanjem prvega in drugega problema z Eu-
lerjevo metodo po 0.5s. Korak naj bo 0.25s, ¢ = 10m, ¢y = 0.5 in
Yo = 0s™1. Za tezni pospesek vzemite g = 9.8m /s>



UVOD V NUMERICNE METODE
3. izpit, 13.6.2005

1. Integral I = faﬁh f(z) dr racunate z enostavnim trapeznim pravilom s
korakom h, torej

(f(a) + fla+h)).

Kako bi izracunali h, ¢e poznate T'(h)? Naj bo a =0, f(z) = exp(—z)
in T'(h) = 0.4016. Koliko je v tem primeru h?

2. Temperatura v razgretem avtomobilu se spreminja s ¢asom priblizno
takole
T(t) =Ty + ATy exp(kt),

kjer je T'(t) temperatura ob ¢asu ¢ v notranjosti avtomobila, Ty znana
konstantna zunanja temperatura, AT razlika med notranjo in zunanjo
temperaturo ob zacetku hlajenja (torej ob ¢asu t = 0) in k parameter,
ki opisuje hitrost hlajenja.

Zunanja temperatura je 7 = 30C. Temperaturo v avtomobilu ste
izmerili v minutnih intervalih in dobili naslednjo tabelo:

t] 1 2 3 4 5
T 429106 41.1123 39.5644 38.2322 37.0855

7 metodo najmanjsih kvadratov dolo¢ite ATy in k za ta primer.
Namig: Logaritmirajte koli¢ino T'(t) — T in uporabite klasicno metodo
najmanjsih kvadratov na logaritmiranih podatkih.

3. Za matriko A € R™™ poznamo njen LU razcep, torej A = LU.
Zapisite uéinkovit algoritem za reSevanje sistema A” x = b, kjer je
b € R" znani vektor desnih strani sistema. KolikSna je ¢asovna zah-
tevnost algoritma? Izracunajte x, ¢e je

1 00 1 2 3
A=LU=|11 0 0 -1 2
1 11 0 0 -1

inb=16,7,25]".



4. Zacetni problem
y(2005)(1:) —2ry=0, y(1)=1,9(1)=1, --~,y(2004)(1) =1,

resujete z Fulerjevo metodo s korakom h = 0.1. Kaksen je priblizek za
y(2004)(0'2)'



UVOD V NUMERICNE METODE
4. izpit, 12.9.2005

. Delec se giblje po krivulji

Numeri¢no izracunajte tisto tocko na krivulji, v kateri je delec najblizje
tocki T'(0,1). Rezultat naj bo tocen na dve decimalni mesti.

. Integral funkcije f na intervalu [0, k| racunate po priblizni formuli

h h
| e~ @) + s,

Dolocite stevili x; in x5 tako, da bo formula ¢im visjega reda. Ali ju
lahko dolocite tako, da bo formula natanéna za polinome stopnje < 37
7 izpeljano formulo numeri¢no izra¢unajte

0.3
/ sin v/z dx.
0

. Naj bo

Dolo¢ite condu(A) in cond; (A).
. Resujete zacetni problem
y =zy, y(0)=1.

Koliksen je lahko najvec¢ korak h > 0, da bo absolutna napaka priblizka
po enem koraku Eulerjeve metode manjsa kot 0.1.
Namig: Najprej izracunajte tocno resitev!



UVOD V NUMERICNE METODE
1. kolokvij, 16.12.2004

1. Funkcijo f(z) = Inz imate tabelirano v tockah zy = 10, ; = 11 in
xg = 12 (vrednosti f(x;) izracunajte sami). Ocenite vrednost f(11.1)
z vrednostjo kvadratnega interpolacijskega polinoma na tockah z;, i =
0,1,2. Nato ¢im bolje ocenite napako, ki jo pri tem naredite (pri tem
ne smete uporabiti toéne vrednosti f(11.1)).

2. Izpeljite integracijsko formulo oblike

/0 f(x)de = a £(0) + B F(1) + 7 £(0) + R(f).

da bo natanc¢na za polinome ¢im visje stopnje. Nato z njo ocenite

integral
0.2
/ sinx dx
0

ter za ta primer izracunajte napako R(f).
3. Niclo funkcije f,(z) = z Inx — a is¢ete z navadno iteracijo oblike

Ty +a

Tpy1 = ———.
+ Inz, +1

Preverite, da je ta iteracija ravno tangentna metoda za resevanje enache
fa(x) =0 z redom konvergence vsaj 2.

Graficno (ali kako drugace) utemeljite, da ima f; eno samo nic¢lo in jo
z zgornjo iteracijo dolocite na tri decimalna mesta natancno.

4. Najbon e R, a € Rin

Izrac¢unajte |A™||, za p = 1,2, cc.



UVOD V NUMERICNE METODE
2. kolokvij, 31.1.2005

1. Naj bo A € R™*" tridiagonalna matrika. NapiSite algoritem, ki v casu
O(n) izra¢una LU razcep matrike A. Utemeljite, zakaj je vas algoritem
res ustrezne ¢asovne zahtevnosti.

Predlagani algoritem uporabite za izracun LU razcepa matrike

A=

O = =
_ W N
w N O

2. Tabelo podatkov
zi|-2 -1 01 2
vl 2 101 2

zaradi o€itne simetrije aproksimiramo s parabolo oblike p(x) = a z? +
B. lzracunajte tisti par parametrov « in 3, pri katerem je dosezena

vrednost
5

min (p(z;) — )%

a,BER P
3. Naj bo
1 01 02
A=101 2 -0.1
r 0.2 3

Naslednje probleme resite brez racunanja lastnih vrednosti:
a) Preverite, da matrika A za xz € (—2.8,2.8) ne more imeti negativ-
nih lastnih vrednosti.
b) Za kaksne x € R gotovo nima nobene dvojne lastne vrednosti?
c) Cim bolje ocenite najmanjso lastno vrednost v primeru, ko je = =
0.

Namig: Uporabite Gershgorinov izrek.

4. Resujete Besselovo diferencialno enacho

vy (2) + oy (z) + 2% y(x) =0, y(0) =1, ¥ (0) =0.
Z Eulerjevo metodo in korakom h = 0.1 ocenite vrednost y/(0.2).
Namig: y"(0) = —1

5.



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
7. junij 2004

1. Naj bo f(x) =cosx —azx, a € R.

a) Dolocite vsa realna stevila «, za katera ima enacba f(z) = 0 vsaj
eno resitev na [0, 1].

b) Resitev enacbe f(x) = 0 poiscéite z Newtonovo metodo v primeru
«a = 1. Zacetni priblizek izberite sami, ni¢la naj bo izracunana
vsaj na tri decimalna mesta natanc¢no.

c) Naj bo |a| < 1. Poiscite vsaj en zacetni priblizek xy pri kate-
rem Newtonova metoda za resevanje enacbe f(x) = 0 odpove na
prvem koraku.

2. Vrv pritrdimo v tockah T(0,1) in Ty(1,2) tako, da prosto visi. Koor-
dinate nekaj tock na vrvi lahko preberemo v naslednji tabeli:

x| 0 03333 0.6667 2
y | 1.0000 1.1854 1.3801 2.0000

Obliko vrvi modeliramo s funkcijo f(x) = ach(z) + b po metodi naj-
manjsih kvadratov.
a) Zapisite algoritem za izracun parametrov a in b.

b) Izracunajte parametra a in b za dano tabelo z algoritmom iz tocke
a.

c) Obliko vrvi iz zgornje tabele sedaj modeliramo s funkcijo
g(z) =c(e"+e ") +d
po metodi najmanjsih kvadratov. Kaksna sta sedaj parametra c

in d?
Namig: poskusite uporabiti rezultat iz tocke b.



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
16. junij 2004

1. Znano je, da vsoto potenc naravnih stevil >_"" " lahko izrazimo s
polinomom

pr+1(n) = cotci(n—1)+c(n=1)(n=2)+ - -+cp1(n—1) - - (n—k—1).
Koeficiente polinoma py; dobimo z reSevanjem sistema linearnih enach

J
prea() =D % j=1,2,. . k+2

i=1

torej Ac = d, kjer je A € REF2x*+2) ¢ — (¢, ¢1,...,c041)  ind =
(di,do, ... dpio)T.
a) Zapisite matriko sistema A in desno stran d.

b) Glede na obliko matrike A predlagajte algoritem za reSevanje sis-
tema Ac = d.

c¢) Izracunajte py z algoritmom iz tocke b.

2. Pri izpeljavi formule za racunanje dolocenega integrala funkcije

a+h h
/ fla)de = 3 (2f(a) +3f(a+ 2/3))

smo naredili napako pri izracunu koeficientov. Formulo smo zeleli iz-
peljati tako, da bo natan¢na za polinome ¢im visje stopnje.
a) Popravite napako v formuli.

b) Zapisite algoritem za izra¢un integrala s sestavljenim pravilom na
podlagi popravljene formule.

c¢) Izracunajte napako pri racunanju integrala funkcije f(z) = sinx
na [0,0.2] s popravljeno formulo in korakom h = 0.2.



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
30. avgust 2004

1. Dana je tabela podatkov

x| —=2[—=1]0] 17T 2
y| =5 0|1 |ys|ws

a) Kaksna mora biti zveza med y3 in g4, da bo tabelo mogoce inter-
polirati s kubi¢nim polinomom?

b) Dolocite tak par stevil y3 in y4, da je tabelo mogoce interpolirati
s kubi¢nim polinomom z vodilnim koeficientom 1.

¢) Koliksna je vrednost interpolacijskega polinoma iz b) pri z = 7/27?
2. Is¢emo resitev zacetnega problema 3y’ =y — z, y(0) = 0.

a) Poiscite tocno resitev zacetnega problema.

b) Na intervalu [0, 1] pois¢ite numeri¢no resitev z Adams-Bashforth-
Moultonovo prediktor-korektor metodo cetrtega reda. Dodatne
vrednosti izracunajte z Runge-Kutta metodo cetrtega reda. Za
korak vzemite 0.25.

c) Koliksna je globalna napaka pri z = 17



[ZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
15.9.2004

1. Za elemente realne matrike A dimenzije n xn velja: a;; = 0
za j >1+ 1.
a) Zapisite en primer take matrike za n = 4.

b) Napisite u€inkovit algoritem za izracun novega pri-
blizka Gauss-Seidelove iteracije pri reSevanju sistema

Ax =0b.
c) Prestejte stevilo operacij (mnozenj in deljenj) v tocki
b).

2. Iscete realne nicle polinoma p(z) = 23 + 222 + 3z + 4.

a) Preverite, da ima p realno ni¢lo na intervalu [—2, —1].

b) Niclo na intervalu [—2, —1] pois¢ite na eno decimalno
mesto natan¢no z metodo regula falsi.

c¢) Koliko se relativno spremeni realna nicla iz tocke b),
¢e vodilni koeficient polinoma p povecamo za 0.17



[ZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
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IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
6. junij 2005

1. Temperatura v razgretem avtomobilu se spreminja s casom
priblizno takole

T(t) = T() + AT() exp(k t),

kjer je T'(t) temperatura ob ¢asu t v notranjosti avtomobila,
Ty znana konstantna zunanja temperatura, ATj razlika med
notranjo in zunanjo temperaturo ob zacetku hlajenja (torej

ob ¢asu t = 0) in k parameter, ki opisuje hitrost hlajenja.

a)

Zapisite algoritem, ki bo ocenil ATy in k£ po metodi
najmanjsSih kvadaratov, ¢e so dani podatki o notranji
temperaturi T'(¢;) ob nekaj izbranih c¢asih t;.

Namig: logaritmirajte T'(t) — Tp.

Zunanja temperatura je Ty = 30C. Temperaturo v
avtomobilu smo izmerili v minutnih intervalih in dobili
naslednjo tabelo:

t] 1 2 3 4 5
T[42.9106 41.1123 39.5644 38.2322 37.0855

Dolocite ATy in k za ta primer.

Koliksna bo temperatura v tocki b) po 10 minutah? Po
koliksnem casu bo temperatura padla na 35C7

. Integral I = faa+h f(x) dx racunamo z enostavnim tra-

peznim pravilom s korakom h, torej

I~ T(h) = 5 (f(a) + f(a+ 1)

Kako bi izrac¢unali h, ¢e poznate T'(h)?



h) Naj bo a = 0, f(x) = exp(—=z) in T'(h) = 0.4016.
Izracunajte h na tri decimalna mesta.

c¢) Izracunajte vrednost integrala I iz tocke b) Se s sesta-
vljenim trapeznim pravilom s korakom h/2 (kjer ste h
izracunali v tocki b)) in z Rombergovo metodo izracunajte
boljsi priblizek.



IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
15.6.2005

1. Za matriko A € R™" poznate njen LU razcep, torej] A =
LU.

a) ZapiSite uéinovit algoritem za resevanje sistema A7 Ax =
b, kjer je b € R" znani vektor desnih strani sistema.
b) Koliksna je ¢asovna zahtevnost algoritma iz tocke a)?

c¢) Izracunajte x, ¢e je

100 1 2 3
A=LU=1110 0 —1 2
1 11 0 0 -1
in b =[47,61,192]7.
2. Resujete zacetni problem
y'+siny =0, y(0) = g, y'(0) =0,

ki opisuje nihanje.

(a) Enacbo zapisite kot sistem dveh enacb prvega reda.

(b) Izracunajte resitev sistema z Adams-Bashfortovo me-
todo drugega reda na intervalu [0, 1] s korakom h = 0.5.
Dodatno zacetno vrednost izracunajte s katerokoli me-
todo Runge-Kutta drugega reda.

(¢) Z interpolacijskim polinomom druge stopnje izracunajte
priblizek za y'(0.62).



IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
29.8.2005

1. Robot se giblje po krivulji, ki je podana parametricno s
predpisom

V tocki T'(2, 2) se nahaja kontrolni senzor. Izracunajte tisto
tocko na krivulji gibanja robota, v kateri je robot najblizje
senzorju..

(a) Razdaljo robota do senzorja izrazite kot funkcijo f(¢).

(b) Iscete torej minimum funkcije f. Vsi kandidati za mi-
nimum so med resitvami nelinearne enacbe f'(t) = 0.
Zapisite jo!

(c¢) Enacba f'(t) = 0 ima eno samo resitev. Poisc¢ite jo na
tri decimalna mesta natanéno z Newtonowo metodo.
Nato dolocite iskano tocko na krivulji.

2. Integral funkcije f na intervalu [0, h| Zelite priblizno racunati
s formulo

h h
| f@rde xS (Foah) + faah).
0

(a) Dolocite stevili x; in x5 tako, da bo formula ¢im visjega
reda.

(b) Z dobljeno formulo priblizno izrac¢unajte integral

0.5
/ sin x dx.
0



(c¢) Nato integral iz tocke (b) izracunajte e s trapezno for-
mulo in ugotovite, katera formula je v tem primeru bolj
natancna.



IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
14. 9. 2005

1. Dan je sistem linearnih enacb

0.1410 - 102z + 0.4004 - 10~y = 0.1142- 107"
0.2000 - 10°x + 0.4912 - 10'y = 0.1428 - 10"

(a) Izracunajte resitev sistema brez pivotiranja!

(b) Izracunajte resitev sistema z delnim pivotiranjem!

(c) Izracunajte Stevilo obcutljivosti matrike sistema v ne-
skonéni normi!

Pri prvih dveh vprasanjih racunajte na 5 decimalnih mest.

2. Nekdo je reseval diferencialno enacho y”(x) = —2y/(x) +
3y(x) na intervalu [0,0.2] z Eulerjevo metodo s korakom
h = 0.1. Za vrednost funkcije y(0.2) je dobil numericni
priblizek 0.2, za odvod 3/(0.2) pa 0.999.

(a) Izracunajte vrednosti y(0) in y'(0)!
(b) Poiscite splosno resitev diferencialne enache!

(¢) Koliko je toéna vrednost y(0.2)?
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IZREDNI IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
28.11.2005

1. Naj bo a > 0. Z navadno iteracijo oblike
a

Tpii=ax,+F—, n=01,...
n

zelite izracunati priblizek +/a.
(a) Dolocite parametra « in  tako, da bo iteracija ¢im
hitreje konvergirala za dovolj dober zacetni priblizek.

(b) Prepricajte se, da je iteracija, ki ste jo dobili v a), ravno
Newtonova metoda za resevanje enacbe 2% — a = 0.

(¢) Z zgoraj izracunano iteracijo izracunajte +/10 na Stiri
decimalna mesta natancno. Za x izberite 3.

Nasvet: Iteracijo zapisite v obliki x,.1 = g(x,) in zahte-
vajte, da je g(v/a) = /a ter ¢'(y/a) = 0.

2. Za neznano funkcijo f poznate naslednje podatke

z |[-10 1
fl@)] 11 -1°
(a) Izracunajte Newtonov intepolacijski polinom za zgor-

njo tabelo.
(b) S pomocjo polinoma iz tocke a) ocenite, kje ima f niclo.
(¢) Ocenite se, kje ima f lokalni maksimum (spet s pomocjo
polinoma).

Namig: Nicla in ekstrem f sta priblizno tam, kjer sta nicla
in ekstrem polinoma.



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
8. 6. 2006

1. ReSujemo enacbo

e ¥ =sin(z)

(a) Z bisekcijo, doloci priblizno lokacijo prvih (najmanjsih)
dveh resitev enacbe.

(b) Z navadno iteracijo izra¢unaj prvo niclo na 3 mesta
natanc¢no. Na katerem intervalu iteracija konvergira?

(¢) Drugo ni¢lo poisci z Newtonovo metodo pois¢i na 3
mesta natancno.

2. Podatke za neznano funkcijo f(x)

x |-05 0 05 1 15
fx)| 1 02 08 18 3

aproksimiramo s funkcijo oblike
p(z) = a+ ba”.

(a) Zapisi matriko normalnega sistema za dane vrednosti
x.

(b) Izra¢unaj parametra a in b po metodi najmanjsih kva-
dratov.

(c) Integral
15

f(x)dx

-0.5



izracunaj s trapezno in Simpsonovo metodo s korakom
h = 1. Oceni napako trapezne formule, ¢e predpo-
stavis, da je |f"(z)| < 2b. Rezultata primerjaj z

[



IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
25.8.2006

1. Tabelo podatkov

z|-3 -2 -10
fl)|-23 =5 1 1

interpolirate s kubi¢nim polinomom.

(a) Zapisite interpolacijski polinom v Newtonovi obliki.

(b) Newtonovo obliko iz tocke a) prepisite v standardno
(torej v obliko p3(z) = aza® + as 2% + ay x + ag).

(c¢) Predpostavite, da tabela predstavlja vrednosti neznane
zvezne funkcije f na [—3,0]. Utemeljite, da ima f niclo
na [—2, —1]. Niclo ocenite tako, da namesto nicle funk-
cije f (ki je seveda ne poznate) izracunate niclo interpo-
lacijskega polinoma, ki ste ga zapisali v tocki b). Niclo
dolocite na dve decimalni mesti s katerokoli numeri¢no
metodo.

2. Resujete zacetni problem drugega reda
' +22y +2xy= 3z —2)e" y(0)=0, ¢(0)=1.

(a) Prevedite zgornji problem na reSevanje sistema dveh
diferencialnih enach prvega reda.

(b) Z Eulerjevo metodo in korakom h = 0.1 izrac¢unajte
numeric¢ni priblizek za reSitev sistema v tocki x = 0.2.

(c) Preverite, da je y(z) = xe " resitev zaetnega pro-

blema (izracunajte odvoda, vstavite v diferencilano enacbo
in primerjajte levo in desno stran). Koliksna je torej
absolutna napaka priblizka za y'(0.2) iz tocke b)?



IZPIT 1Z NUMERICNE MATEMATIKE
10. 6. 2008

1. Vrednosti funkcije integralski sinus, ki je definirana kot

si(z) = /0 ' S“;(t) dt.

so podane v tabeli

x| 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
si(x)[0.94608 1.02869 1.10805 1.18396 1.25623 1.32468

[s¢emo vrednost xg, pri kateri je si(zg) = 1.

(a) Z uporabo linerne interpolacije priblizno izrac¢unaj z.

(b) Koliko se vrednost si v priblizku razlikuje od 1?7 Inte-
gral racunaj s Simpsonovo formulo.

(c) Priblizek izboljsaj se z enim korakom Newtonove me-
tode. Uporabis lahko prej izracunan integral.

(d) Koliko je sedaj razlika med vrednostjo funkcije si in 1.
2. Dan je zacetni problem za NDE 2. reda
y'(z) +y(x) =0
z zacetnimi pogoji y(1) = 0.5 ter y'(1) = 0.1.
(a) Izracunaj tocno resitev, ce ves, da je oblike
y(x) = Asin(x) + B cos(x).

(b) Z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.1 poiséi vrednost
resitve y(1.2).



(c¢) Koliksna je globalna napaka? Koliksna je lokalna na-
paka na prvem koraku?

(d) Dodatek: Koliksna je lokalna napaka na drugem ko-
raku?



IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
11. 9. 2008

1. Resujemo klasi¢no transcendentno enacbo
xr = tan(x).
(a) Z bisekcijo preveri, da ima enacba reSitev na intervalu

(3w/2,5m/2) in jo izrac¢unaj na 1 decimalko natancno.

(b) S tangentno metodo poisci resitev enacbe na intervalu
(57/2,77/2) na 3 decimalke natan¢no. Pazi pri izbiri
zacetnega priblizka.

(¢) Navadno iteracijo lahko uporabimo, ¢e enacbo x =
tan(z) preoblikujemo v enacbo

r = tan ' (z),

pri cemer moramo paziti, katero vejo veclicne funkcije
tan~!(x) uporabimo. Z navadno iteracijo pois¢i regitev
enacbe na intervalu (137 /2, 157/2) na 3 decimalke na-
tanko.

Dodatek Enacba izgleda kot nalasé za navadno iteracijo(metodo
fiksne tocke). Prepricaj se, da navadna iteracija dana
z rekurzivno formulo

Tpy1 = tan(zy,)
ne konvergira za noben zacetni priblizek.
2. Dan je zacetni problem za diferencialno enacbo
y(x) +ylz) =2

in zacetni pogoj y(1) = 1.



(a) Izracunaj y(2) z Eulerjevo metodo s koraki h = 1 in
h=0.5.

(b) Vrednost y(2) izracunaj Se z trapezno metodo s kora-
koma h =1 in h = 0.5.

(¢) Doloéi globalne in lokalne napake za priblizke izra¢unane
v prejsnjih tockah, ce ves, da je x — 1 4+ C'e™" splosna
reitev diferencialne enacbe y'(z) + y(z) = =.



IZPIT IZ NUMERICNE MATEMATIKE
23. september 2009

1. V spodnji tabeli so vrednosti funkcije sin.

zx [0 03 06 09
sinz [0 0.295 0.564 0.783

(a) S kvadratno in kubi¢no interpolacijo podatkov iz zgor-
nje tabele poisci priblizno vrednost za sin 0.8.

(b) Koliksna je absolutna napaka v obeh primerih?
(¢) S pomocjo inverzne interpolacije s kvadratnim polino-
mom poisci reSitev enacbe
r —sinx = 0.08
in doloc¢i relativno napako resitve, ki jo dobis. Navo-

dilo: Sestavi interpolacijsko tabelo za inverzno funkcijo
funkcije f(z) =z — sinz.

2. Integral funkcije na intervalu [0, h] zelimo izracunati po pri-
blizni formuli

/O f(x) de ~ a £(0) + B £(7).

(a) Dolocite a, # in 7y tako, da bo formula ¢im visjega reda.

(b) Iz zgornje formule izpeljite sestavljeno pravilo in ga
uporabite za izracun integrala

/2
/ sin x dx
0

s korakom /4.



(¢) Izracunajte Se priblizek s sestavljenim trapeznim pravi-
lom pri isti dolzini koraka in primerjajte oba priblizka,
s tocno vrednostjo. Koliksni sta absolutni napaki?



