Izpit iz Numeri¢ne matematike
Ljubljana, 23. 6. 2015
1. Linearen sistem n = 2k enacb
2, + Tp—ir1=1. i=1,...,n (1)
(a) Napisite razsirjeno matriko za n = 4 in resitev sistema pois¢ite z LU

razcepom.

(b) Za n = 20 resite sistem (1) z Jacobijevo iteracijo

k 1 k
e L Zaz‘jx; )
i i
Koliko korakov iteracije potrebujemo za 3 pravilne decimalke, ¢e za

zaCetni priblizek izberemo vektor desnih strani? Koliko operacij po-
trebujemo za vsako iteracijo?

2. Naj bo y(x) resitev diferencialne enacbe

y —y=-x
ki zadog¢a zadetnemu pogoju y(0) = —1 in y'(0) = 2.

(a) Izracunajte priblizek za y(1) z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.5.
Preverite, da je y(z) = = — e~ in dolo¢ite lokalno napako na 1.
koraku in globalno napako za y(1).

(b) Priblizek za y(1) pois¢ite Se z metodo RK4

k1= hf(Tn,yn)

k‘g = hf(.’l?n + h/Q,yn + k‘l/2)

ks = hf(zn+ h/2,yn + ka2/2)

ks = hf(xy + h,yn + k3)

k1 + 2ko + 2ks + k4
6

Yn+1 = Yn +

s korakom h = 0.1.

(¢) Z linearno interpolacijo na podatkih iz prejsnje tocke poiséite pribli-
Zek za nic¢lo. Ocenite napako vaSega priblizka za nic¢lo in vaso oceno
primerjajte z dejansko napako.



[zpit iz numeri¢ne matematike

8. 7. 2015

1 Naloga 1

Vrednost funkcije f(a) je definirana kot najvecja resitev enacbe
z+a® =0 (1)

1. Poiscite vrednosti f(1), f(0.7) in f(7).

2. Dolocite definicijsko obmocje funkcije f. Na enacbo lahko gledamo kot na presecisce grafov dveh funkcij
x in —a®. Rob definicijskega obmocja bo tam, kjer se grafa ne sekata ampak dotikata.

3. Vrednosti f(0.7) in f(7) izracunajte $e z navadno iteracijo. Kako hitro konvergira? Primerjajte stevilo
potrebnih operacij med navadno iteracijo in metodo, ki ste jo uporabili pri prvi tocki (¢e ste pri prvi
tocki uporabili navadno iteracijo, izberite drugo metodo za primerjavo).

4. Priblizno skicirajte graf funkcije f na intervalu [0, 5].

1.1 Resitev

Vrednosti funkcije f(a) lahko poistemo z eno od metod za reSevanje nelinearnih ena¢b. Npr. z Newtonovo
metodo

In [5]: F = @(x,a) x+a. x;
dF = @(x,a) 1+log(a).*a.’x

Qut[5]: dF

@(x, a) 1 + log (a) .*x a .” x

In [8]: function [x,it] = f(a)
F = @(x,a) x+a. x;
dF = @(x,a) 1+log(a).*a. x;

x = 0;
for it=1:100
z = F(x,a);

x = x - z/dF(x,a);
if abs(z)<le-5
break
end
end
endfunction



In [9]: [x,it]=£(0.7)

Out[9]: x = -2.1629
it = b

In [10]: [x,it]l=f(1)

Out[10]: x = -1

In [11]: [x,it]=f(pi)
Out[11]: x = -0.53934
it = 4
Rob definicijskega obmocja je pri vrednosti a, pri kateri ima funkcija x + a® dvojno ni¢lo. To lepo vidimo,

Ce nariSemo grafe x in —a” za razli¢ne vrednosti a.

In [13]: x=linspace(-5,2);
plot(x,x,x,-0.5.7%)
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In [14]: x=linspace(-5,2);
plot(x,x,x,-0.7.7%x)



In [18]: x=linspace(-5,2);
plot(x,x,x,-0.71.7%)

Pogoj za dvojno niclo je, da je odvod in funkcija enaka 0
z+a®=0
1 +log(a)a® =0
Ce enacbi malce preoblikujemo, lahko resitev poiscemo z navadno iteracijo:
T =—a
1= —log(a)a® =log(a)x

a=e/*



ITteracijska formula:
Tpt1 = —ap"

an+t+1 = el/en

Skranjo vrednost a lahko poiséemo tudi npr. z bisekcijo.

In [100]: x=-0.7;a=0.7;

for i=1:5

X = -a"x;

a = exp(1/x);

printf ("x=7%.10f\ta=%.10f\n", [x,al)
end

Out [100] : x=-1.2836049168 a=0.4588389910

x=-2.7182818285 a=0.6922006276
x=-2.7182818285 a=0.6922006276
x=-2.7182818285 a=0.6922006276
x=-2.7182818285 a=0.6922006276

Preverimo, da smo res dobili dvojno niclo:
In [23]: F(x,a)

Out[23]: ans = -4.44089209850063e-16

In [24]: dF(x,a)

Out[24]: ans = 3.33066907387547e-16

1.1.1 Navadna iteracija

Enacbo = + a® = 0 lahko preprosto preoblikujemo v navadno izeracijo

Tpy1 = —a™.

Vprasanje je le, ali rekurzivno zaporedja konvergira. To je odvisno od odvoda iteracijske funkcije

g (z0) = —log(a)a™ = xqlog(a).

In [35]: t = linspace(a,2);
y =10
for i=
y =
end
plot(t,y)
title("0Odvod iteracijske funkcije v nicli")

t
[y log(i)*£(i)];



Odvod iteracijske funkcije v nicli
1 T T I

Iz grafa vidimo, da je odvod iteracijske funkcije v ni¢li vedno manjsi od 1, vendar se proti robu definici-
jskega obmocja prilizuje k 1. Konvergenca navadne iteracije bo torej vedno pocasnejsa, bolj kot smo blizu
a = 0.69.

In [40]: function [x,it] = fit(a)
x = -1;
for it = 1:100
xn = -a"x;
if abs(xn - x)<le-5
break
end
X = Xn;
end
endfunction

In [43]:

Out [43] :

In [44]:

Out [44] :

[x,it]=fit(0.7)

x = -2.16288133213536
it = 38
[x,it]=fit(pi)

x = -0.539337635713692
it = 24

1.2 Graf funkcije
In [116]: t

linspace(a,?2);

y

for

[1;

i=t
y = [y £(1)1;

end

plot(t,y)

title("Graf funkcije f")



Graf funkcije f

2 Naloga 2

Funkcijo napake

9(x) = erf(x)

zelimo na intervalu [—2, 2] aproksimirati s polinomom.

1. Izracunajte polinom ps, ki funkcijo ¢ interpolira v tockah —2,—4/3,4/3,2.

Newtonovi obliki.

2. Funkcijo g aproksimirajte s kubi¢nim polinomom g3, ki ga poisc¢ete z metodo najmajsih kvadratov za
vrednosti g izracunane v ekvidistanénih tockah na [—2,2] s korakom h = 0.1.
3. Izracunajte polinom t3, ki funkcijo g interpolira v Cebigevih tockah

2k
T; = 2cos (

-1

4. Primerjajte napake za vse tri polinome p3, g3 in t3.

In [105]: x = [-2,-4/3,4/3,2]°
Out[105]: x =

-2.0000

-1.3333

1.3333

2.0000
In [106]: format short

% tabela deljenih diferenc
df = zeros(4);
df (:,1) = erf(x);

Polinom zapisite v

w> k=1,23,4.



df (1:3,2)=(df(2:end,1)-df(1:end-1,1))./(x(2:end)-x(1:end-1));
df (1:2,3)=(df(2:3,2)-df(1:2,2)) ./(x(3:4)-x(1:2));
df (1,4) = (df(2,3)-df(1,3))/(x(4)-x(1))

Out[106]: df =
-0.99532 0.08200 0.18705 -0.09352
-0.94065 0.70549 -0.18705 0.00000

0.94065 0.08200 0.00000 0.00000
0.99532 0.00000 0.00000 0.00000

Polinom v Newtonovi obliki
p3 = —0.99532 + 0.082(z + 2) 4 0.18705(x + 2)(x + 4/3) — 0.09352(x + 2)(x + 4/3)(z — 4/3)

In [107]: t=linspace(-2,2);
plot(x,erf(x),’0’)
hold on
plot(t,df (1,1)+(t+2) .*x(df(1,2)+(t+4/3) .*(df (1,3)+(t-4/3)*df(1,4))))

1.5

2.0.1 Aproksimacija

In [108]: x = (-2:0.1:2)’;
y = erf(x);
A = [x."3 x."2 x ones(size(x))]; %matrika predolofenega sistema

g3 = A\y % resitev po metodi najmanjsih kvadratov

Out[108]: g3 =

-0.12567
0.00000
0.96191
0.00000



In [109]: plot(x,y,’.’)
hold on
plot(x,polyval(qg3,x))

2.1 Cebiseve tocke
In [110]: k=1:4; x = 2xcos((2xk-1)/8*pi)’

Qut[110]: x =

1.84776
0.76537
-0.76537
-1.84776

In [111]: # tabela deljenih diferenc
dt = zeros(4);
dt(:,1) = erf(x);
dt(1:3,2)=(dt(2:end,1)-dt(1:end-1,1))./(x(2:end)-x(1:end-1));
dt(1:2,3)=(dt(2:3,2)-dt(1:2,2)) ./(x(3:4)-x(1:2));
dt(1,4) = (dt(2,3)-dt(1,3))/(x(4)-x(1))

Qut[111]: 4t =

0.99103 0.24955 -0.26496 -0.14340
0.72092 0.94193 0.26496 0.00000
-0.72092 0.24955 0.00000 0.00000
-0.99103 0.00000 0.00000  0.00000

In [112]: t3 = @(t) dt(1,1)+(t-x(1)) . *(dt(1,2)+ (t-x(2)).*(dt(1,3) +(t-x(3))*dt(1,4)))



Qut[112]: t3 =

@(t) dt (1, 1) + (¢t - x (1)) .x (dt (1, 2) + (t - x (2)) .*x (at (1, 3) + (¢t - x (3)) * 4t (4,

In [114]: t=linspace(-2,2);
plot(x,erf(x),’0’)
hold on
plot(t,t3(t))
title("interpolacija v Cebisevih tockah")

interpolacija v Cebisevih tockah
1.5 T T

3 Napaka

Napako je precej tezko oceniti analiti¢no (oceniti bi morali neskonéno normo 4. odvoda funkcije erf), zato
jo priblizno dolo¢imo kar numeri¢no.

In [99]: y = erf(t);
yp3 = df (1,1)+(t+2) .*x(df (1,2)+(t+4/3) . *(df (1,3)+(t-4/3)*df(1,4)));
yg3 = polyval(q3,t);
yt3 = t3(t);
plot(t,y-yp3,°’r’,t,y-yq3,’g’,t,y-yt3,’b?)
legend("p3","q3","t3")
grid on
title("Napaka za p3,93 in t3")



Napaka za p3,93 in t3
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Izpit iz Numeri¢ne matematike

Ljubljana, 9. 9. 2015

1. Izracunajte plosc¢ino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij
y =2%iny = cos(x?) (1)

na intervalu x € [—3,—2]. Plos¢ino izraunajte na 5 decimalk na-
tan¢no. Ocenite relativno in absolutno napako.

2. Dan je tridiagonalen sistem enacb
—xi_2+(i+1)xi—xi+2:bi; i=1,...,n (2)

za spremenljivke x1,x3,...x,. Pri tem predpostavimo, da so manj-
kajoce vrednosti enake ni¢ x_1 = x9 = X, 41 = Xy42 = 0.

(a) Zapisite ucinkovit algoritem za reSevanje zgornjega sistema. Ute-
meljite, zakaj je algoritem numeri¢no stabilen.

(b) Z vaSim algoritmom reSite sistem za n = 4 in n = 20 z vre-
dnostmi b; = 1.

(c) Z inverzno iteracijo pois¢ite najmanjso lastno vrednost matrike
sistema za n = 20.



Izpit iz Numeri¢ne matematike

Ljubljana, 16. 6. 2016

1. Funkcijo napake

2 X p
erf(x) = ﬁ/@ e dt

racunamo s sestavljenim Simpsonovim pravilom.

(a) Izralunajte erf(0.5) s korakom / = 0.25 in dolo¢ite napako.
(b) Ocenite, kako velik je lahko e korak da bo napaka manjsa od
5-107"! zavsex € [0,1] 1.

(c) Izratunajte erf(0.5) in erf'(0.5) na 10 decimalk natan¢no.

2. Dana je linearna diferencialna enacba
y'(8) +ty' () +y(t) = t. ey
Oznadimo z y; reSitev enacbe (1), ki zados¢a zacetnim pogojem y(0) =
1in /(0) = 0 in z y, resitev, ki zados¢a pogojem y,(0) = 0 in
¥5(0) = 1.

(a) IzraCunajte y1(1) in y2(1) s sredinsko metodo

h h
Ynt1 =Yn + hf (tn + E/yn + Ef(tnzyn))

s fiksnim korakom / na 5 decimalk natan¢no. Koliko korakov
potrebujete? Koliko je red sredinske metode? Piblizno skicirajte
grafa y; in y.
(b) Utemeljite, zakaj je
ot t t
y=5+CH—5)+Dy2—7)

splosna reSitev diferencialne enacbe (1) in doloc¢ite konstanti C
in D, da bo y reSitev robnega problema za enacbo (1) s homoge-
nimi robnimi pogoji ¥(0) = y(1) = 0. Priblizno skicirajte graf
reSitve robnega problema.

Inapaka sestavljenega Simpsonovega pravila za integral f na intervalu [a, b] s kora-
kom h je
KW

w0t -0y celat]



Izpit iz numericne matematike
Ljubljana, 1. 7. 2016

1. Dan je sistem 2n linearnih enacb z 2n neznankami:

i .
—2'xi+x,0,=0b;, i=1,...,n
in
Xy —2""x; =b;, i=n+1,...,2n.
(a) Poiscite resitev sistema zan = 2in b; = i.

(b) ZapiSite ucinkovit in numeri¢no stabilen algoritem za reSevanje
tega sistema. Koliko operacij potrebuje vas$ algoritem? Poiscite
reSitev sistema zan = 20in b; = i.

(c) Zinverzno poten¢no metodo poiscite najmanjso lastno vrednost
matrike sistema za n = 20.

. Funkcijo

f(x) = arctan(x)

Zelimo na intervalu [0, 1] interpolirati s kubitnim polinomom. Naj
bo p polinom, ki interpolira podatke

f(0), f(1/3), f(2/3) in f(1),

polinom g pa naj interpolira podatke

£(0), £(0), (1), f/(1).
(a) Oba polinoma zapiSite v Newtonovi obliki.

(b) Numeri¢no in analiticno ocenite napakoﬂ za oba polinoma p in
q.
(c) Uporabite polinom p ali g in poiscite reSitev enacbe

arctan(x) = 1 — x.

Resitev dobljeno z interpolacijskim polinomom primerjajte s pravo

resitvijo.

1Uporabite lahko dejstvo, da je f(4)(x) = — 2%2;2(121; .

1



[zpit iz numeri¢ne matematike
Ljubljana, 16. 6. 2016

Martin Vuk

23. avgust 2016

Kazalo

1 Prva naloga
V ravnini je krivulja C' podana z enacbo
(2% 4+ y*)? —2(2® —y?) = 1.
1. Poisci vse tocke na krivulji s koordinato z = 0.5.

2. Poisci vsa presecisca krivulje C' in hiperbole

2 —zy—yt =1

1.1 Resitev

Da si lazje predstavljamo, najprej krivuljo nariSemo z ukazom ‘contour’

x = linspace(-2,2);

y = linspace(-1,1);

[X,Y] = meshgrid(x,y);

figure( 1, "visible", "off" );

contour(X,Y, (X.72+Y."2).72-2%(X.~2-Y."2),[1,1],’b?)
grid

print -dpng "krivuljaC.png"



Vidimo, da sta tocki s koordinato z = 0.5 dve. Koordinata y je reSitev
enacbe, ki jo dobimo, ¢e x = 0.5 vstavimo v enacbo krivulje

(® +9%)? =22 —¢*) = 1le=os
(025 +9%)% —2(0.25 —9?) = 1

Obe resitvi lahko pois€emo z eno od metod za reSevanje nelinearnih enacb.
Tu bomo uporabili tangentno metodo:

format long
f = 0(y) (0.25 + y~2)~2-2%(0.25-y"2)-1;
df = @(y) 2%(0.25 + y~2)*2*y + 4x*y;

yl = -1;
for i=1:5

yl = y1 - £(y1)/df(y1)
end

> >yl = -0.770833333333333
yl = -0.700309552168078
yl = -0.694338996684583



-0.694298790208768

I

yi

yl = -0.694298788396521
y2 = 1;
for i=1:5

y2 = y2 - £(y2)/df (y2)
end

>>y2 = 0.770833333333333
y2 = 0.700309552168078
y2 = 0.694338996684583
y2 = 0.694298790208768
y2 = 0.694298788396521

hold on
plot([0.5,0.5], [y1,y2],°ro?)
print -dpng "krivuljaC_tocke.png

Slika 1: Tocke na krivulji ¢ z x = 0.5



1.1.1 PreseciSe krivulje C in hiperbole
Narisimo $e hiperbolo

x = linspace(-2,2);

y = linspace(-1,1);

[X,Y] = meshgrid(x,y);

figure( 2, "visible", "off" );

contour(X,Y, (X.72+Y."2).72-2%(X."2-Y."2),[1,1],’b?)
grid

hold on

contour(X,Y, X. 2-X.*xY-Y."2,[1,1],°r?)

print -dpng "krivuljaC_in_hiperbola.png"

0.5 [rrmmrrrrmereens R AR .........................

Slika 2: Krivulja C' in hiperbola

Krivulji imata 4 presecisca, ki jih lahko poiséemo kot resitve sistema enacbh
2 —xy—y? = 1
(@ +y°)° —2(? —y?) = L

Zopet lahko uporabimo tangentno metodo.



F = o(x,y)

Xy =
XY =

[1;-11;
Xy’

for i=1:10

Xy

XY
end
XY

[XY;xy’];

> > > > XY =

O O O O O O O O O O -

Ostala presecisca poiS¢emo tako, da uporabimo druge zacetne priblizke.

# 2.

xXy2 =

XY =

.000000000000000
.812500000000000
.848408340919436
.908945644434683
.916124464438256
.917634241836431
.917796981234154
.917814022017620
.917815749906834
.917815924464424
.917815942091686

tocka
[-1;-11;
xy2’;

for i=1:10

xy2 = xy2 - JF(xy2(1),xy2(2))\F(xy2(1),xy2(2));
XY

end

= [XY; xy2’];

XY((end-3) :end, :)

# 3.

xy3 =

tocka
[-1;1]1;

for i=1:10

xy3 = xy3 - JF(xy3(1),xy3(2))\F(xy3(1),xy3(2));
XY

end

= [XY; xy3°’]1;

XY((end-3):end, :)

[x~2-x*xy-y~2-1; (x~2+y~2)"2-2%(x~2-y~2)-1];
JF = @(x,y) [2*x-y, -2%y-y; 2*%(X"2+y~2) *2%x-4*x, 2% (X"2+y~2)*2*ky+dxy];

xy - JF(xy(1),xy2)\F(xy(1),xy(2));

.000000000000000
.812500000000000
.708985263996359
.692194309712894
.689418440683320
.689121815861298
.689091012155289
.689087891663280
.689087576452288
.689087544621826
.689087541407643



# 4. tocka
xy4 = [1;1];
for i=1:10

xy4 = xy4 - JF(xy4(1),xy4(2))\F(xy4(1),xy4(2));

XY = [XY; xy4’];
end
XY((end-3):end, :)

> > > >> ans =

-1.35697210564982997 -0.465128678114521
-1.3597070563302619 -0.465142895739003
-1.35697105617071326 -0.465139376740527
-1.3569709659723895 -0.465140247647315

> > > >> ans =
-0.917814022017620  0.689087891663280
-0.917815749906834  0.689087576452288
-0.917815924464424  0.689087544621826
-0.917816942091686  0.689087541407643

> > > >> ans =
1.359721054982997  0.465128678114521
1.359707053302619  0.465142895739003
1.359710517071326  0.465139376740527
1.359709659723895  0.465140247647315

Vse skupaj predstavimo Se grafi¢no:

plot ([xy(1),xy2(1) ,xy3(1) ,xy4(1)], [xy(2) ,xy2(2) ,xy3(2) ,xy4(2)]1,’r0’)
print -dpng "krivuljaC_in_hiperbola_presek.png"

2 Druga naloga
Funkcija y(t) je podana kot reSitev zaCetnega problema
2,4'(0) = 0.

y' (1) +2y'(t) +y(t) =sin(t), y(0) =

1. Z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.5 pois¢ite priblizek za y(1).
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Slika 3: Presecis¢a krivulje C' in hiperbole

2. Z metodo po va$i izbiri poisc¢ite priblizek za y(3) na 5 decimalk na-

tancno.
3. Izra¢unajte integral
3
/ y(t)dt
0

na 5 decimlak natancno.

2.1 Resitev

Najprej enacbo 2. reda prepiSemo v sistem enacb 1. reda, tako da vpeljemo
novo spremenljivko z = ¢/(¢). Dobimo sistem enacb

y'(t) = =)
Z(t) = sin(t) —2z(t) —y(t)

z zaCetnim pogojem y(0) = 2 in z(0) = 0.



2.1.1 Eulerjeva metoda

Narediti moramo dva koraka Eulerjeve metode:

y1 = Yo+ hx*f(to,yo)
y2 = y+hxf(to+h,y)

f = 0(t,y,z) [z; sin(t)-2*z-y];

yo = [2;0];
t0 = 0;
h=0.5;

yl = yO + h*f(t0,y0(1),y0(2))
y2 = y1 + h*f(t0+h,y1(1),y1(2))

1.500000000000000
-0.760287230697898

Priblizek za y(1) se skriva v prvi komponenti spremenljivke ‘y2‘ in je enak
1.5.
2.1.2 Izracun y(3)

Uporabili bomo metodo Runge-Kutta 4. reda.

fun = @(t,y) £(t,y(1),y(2));
function [y,t] = rk4(f,t0,y0,tk,n)

h = (tk-t0)/n;
y = y0;

t = t0;

for i=1:n

k1 = h*f(t0,y0);

k2 = h*f(t0+h/2,y0+k1/2);

k3 = h*f (t0+h/2,y0+k2/2) ;

k4 = h*f(t0+h, y0+k3);

yO = yO + (k1+2xk2+2xk3+k4)/6;



t0 = tO+h;

y = Ly yol;

t = [t t0];
end
endfunction

Resitev pois€emo za dve razli¢ni velikosti koraka in ocenimo napako z Ri-
chardsonovo ekstrapolacijo.

tk = 3;
n = 20;
[yl1,t] = rk4(fun,t0,y0,tk,n);
n = 40;

[y2,t] = rk4(fun,t0,y0,tk,n);
# ocena za napako
napaka = (y1(1,end)-y2(1,end))/(274-1)

napaka = 2.17186881819783e-07

Narisimo Se graf resitve.

figure( 1, "visible", "off" );
plot(t,y2(1,:),’b?)

grid

print -dpng "resitevDE.png"

2.1.3 Integral

Integral lahko izra¢unamo iz Ze izracunanih priblizkov za resitev, tako da
uporabimo npr. Simpsonovo sestavljeno pravilo.

h=(tk-t0)/n;
utezi = [1 repmat([4 2],1,n/2-1) 4 1];
I = h/3*sum(utezi.*y2(1,:))

I = 4.30709978113080

Druga moznost je, da integral enostavno dodamo v diferencialno enacbo.
Naj bo



o : i ; i a :
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Slika 4: Resitev y(t)

Funkcija w(t) zadosca diferencialni enacbi

w'(t) = y(t)
in zacetnemu pogoju w(ty) = 0. Sistem dveh enacb za y in z razsirimo s w
y(t) = =)
Z(t) = sin(t) — 22(¢t) — y(t)
w'(t) = y(t)
in uporabimo metodo RK.

funi = @(t,y) [£(t,y(1),y(2));y(D];
yo = [2;0;0];

n = 40;

[yi,t] = rk4(funi,t0,y0,tk,n);

I = yi(3,end)

I = 4.30710150580884
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Izpit iz numeri¢ne matematike
Ljubljana, 23. 6. 2017

1 Prva naloga
Naj bo A diagonalno dominantna matrika z nenicelnimi elementi
ai; = 350,41 = — L0441 = —Lia52n—i41=—1; i=1,...n
ai; = 3;a2n—i+1 = —Liai-1;, = -0, 1=-1; i=n+1,...2n

1. Za n = 3 poisci po absolutni vrednosti najve¢jo in najmanjso lastno
vrednost ter pripadajoci lastni vektor matrike A z (inverzno) potenéno
metodo. Za reSevanje sistema AX = b uporabi katero od iterativnih
metod (Jacobijevo, Gauss-Seidlovo, SOR).

2. Pois¢i najmanjso lastno vrednost in pripadajoci lastni vektor za ma-
triko A za n = 50. Ali bi lahko iterativne metode uporabili tudi za
iskanje vmesnih lastnih vrednosti (z inverzno potenéno metodo)?

2 Druga naloga

Funkcija y(t) je podana kot reSitev zaCetnega problema za diferencialno
enacbo

() + 50/ () + 3y =0, 5(0)=0.(0) =1

1. Z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.5 poiscite priblizek za y(1).

2. Z metodo po va$i izbiri poiscite priblizek za y(2) na 5 decimalk na-
tanc¢no.

3. Resite robni problem za zgornjo diferencialno enacbo

y'(0)=0, y(2)=1

in izracunajte y(0) na 5 decimalk natanéno.



Izpit iz Numeri¢ne matematike

Ljubljana, 10. 7. 2017

1. Gauss-Lobatove kvadrature na 4 vozlis¢ih so podane s formulo:

[ fde= L)+ )+ 2 (o) ) @

kjer je vozlisce x, = \@

(a) Formulo (1) predelaj za poljubnem interval in izracunaj plo-
s¢ino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij

f(x) =2""in g(x) = sin(x)
med prvim in drugim presecis¢em obeh grafov.

(b) Izpelji sestavljeno pravilo za integral na poljubnem intervalu,
tako da interval razdeli§ na podintervale enake dolZine in na
vsakem podintervalu uporabi$ predelano formulo (1). S sesta-
vljenim pravilom izrac¢unaj plosc¢ino iz prejsSnje tocke na 10 de-
cimalk natan¢no.

2. S programom za numeri¢no reSevanje diferencialnih enacb, smo pri-
8li do naslednjih priblizkov za reSitev navadne diferencialne enacbe
2. reda

X 1.56 1.57 1.58
y | 1.079612 0.079633 -0.920354
y' | -99.994 -100.000 -99.996

......

s podatki iz tabele.



Izpit iz Numeri¢ne matematike

Ljubljana, 12. 9. 2017

1. Triosminske kvadrature so podane s formulo:

" Fodx = 2 (F0) +3£(0) + 372 + FGR). ()

0

(a) Formulo (1) predelaj za poljubnem interval in izracunaj plo-
8¢ino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij

f(x) =2""in g(x) = sin(x)
med prvim in drugim presecis¢em obeh grafov.

(b) Izpelji sestavljeno pravilo za integral na poljubnem intervalu,
tako da interval razdeli$ na podintervale enake dolZine in na
vsakem podintervalu uporabis$ predelano formulo (1). S sesta-
vljenim pravilom izracunaj plos¢ino iz prejSnje tocke na 10 de-
cimalk natan¢no.

2. Funkcija y(t) je podana kot resitev zacetnega problema za diferenci-
alno enacbo

y"(t) + %y’(t) +3y(t)> =0, y'(0)=0,y(0)=1

(a) Z Eulerjevo metodo s korakom i = 0.5 poiscite priblizek za
y(1).

(b) Z metodo po vasi izbiri poiscite priblizek za y(2) na 5 decimalk
natancno.

(c) Resite robni problem za zgornjo diferencialno enacbo

y'(0)=0, y(2) =1

in izra¢unajte y(0) na 5 decimalk natanc¢no.



Izpit iz Numeri¢ne matematike

Ljubljana, 13. 6. 2018

1. Dana je 3-diagonalna diagonalno dominantna matrika A.

(a) Izpeljite u¢inkovit algoritem za LU razcep matrike. Koliko mno-
Zenj je potrebnih za n x n matriko? Koliko prostora potrebu-
jemo za faktorja L in U?

(b) Izratunajte LU razcep za n x n matriko A = [a;j] z elementi

1, |i—jl=1
Ell']' == —2,' i = ]
0; sicer
zan = 4, n = 20 in n = 100000 in poiscite reSitev sistema

Ax = b, kjerje b = [1,1,...1]. ReSitev predstavite grafi¢no z
ukazom plot (x).

2. Poisc¢i kubicne polinome pgo, po1, p1o in p11, za katere velja:

poo(0) =1 Péo(o) =0 poo(1)=0 P60(1) =0
po1(0) =0 pp;(0) =1 por(1) =0 pp (1) =0
p10(0) =0 p}p(0) =0 pio(1) =1 pip(1) =0
p11(0) =0 p3;(0) =0 puu(1) =0 piy(1) =1

(a) Funkciji sin(x) in cos(x) interpolirajte s kubi¢nim zlepkom na
intervalu [0, 7r]. Uporabite vrednosti funkcije in njenega odvoda
v tockah 0, 71/2 in 7. Zlepka zapiSite s polinomi p;;.

(b) Doloc¢ite maksimalno napako interpolacije.

(c) Uporabite zlepka in dolocite vrednost x, pri katerem je vrednost
sin enaka % Koliksna je napaka?



Izpit iz numeri¢ne matematike
Ljubljana, 28. 6. 2018

Prosimo, da rac¢unalnike v ucilnici pred uporabo

e ponovno zazenite

e ob zagonu pritisnite tipko F12 in izberite zagon z omreZja
e v rdecem meniju izberite Nummat

Na voljo boste imeli programska jezika Octave in Python.

1 Prva naloga
Naj bo A diagonalno dominantna matrika z nenicelnimi elementi

Qi = —2;(11'4_1,1' = —1;ai,i+1 = 1;ai,2n_i+1 = 1; 1= 1, ...n

ai; = —2;a;2n—i+1 = —Lia;—1; = L0, 1 =1, i=n+1,...2n

1. Za n = 3 poisc¢ite po absolutni vrednosti najve¢jo in najmanjso lastno
vrednost ter pripadajoci lastni vektor matrike A z (inverzno) potenéno
metodo. Za reSevanje sistema AZ = b uporabite LU-razcep.

2. Koliksna je Casovna in prostorska zahtevnost enega koraka inverzne
iteracije za matriko A.

3. Pois¢i najmanjso lastno vrednost in pripadajoci lastni vektor za ma-
triko A za n = 50000. Komponente enotskega narisite na graf z ukazom
plot.

2 Druga naloga

Funkcija F'(¢) je podana z elipti¢nim integralom 1. vrste

_ [ d¢
Flz) = /o 1 — msin(¢)?

za m = 0.99.

1. Poiscite priblizek za F(1) z Gauss-Legendrovimi kvadraturami s 1, 2,
3, 4 in 5 vozlis¢i. Ocenite napako vsakega od priblizkov.



2. Skicirajte graf funkcije F' na intervalu [—2m, 27].

3. Poiscite vrednost x, pri kateri K(x) doseze vrednost 1. Vse priblizke
izra¢unajte na toliko mest, kot jih omogoca Gauss-Legendrova kvadra-

tura najvisjega reda.

n vozliséa x; utezi w;
1 0 2
1

2 i% 1

3 8 5
3 0, i\@ 99

3 2 /6 3,2 /6 184430 18—+/30
4 i\/7_7 7i\/7+7\/; 36 36
1 /10 1 /10 | 128 32241370 322—13v/70

510, i3\/5_2 7vi3\/5+2 7 | 225 900 ) 900

Tabela 1: Vozlis¢a in utezi za Gauss-Legendrove kvadrature f_ll f(z)dz ~

Yo wif ().



Izpit iz Numeri¢ne matematike

Ljubljana, 22. 8. 2018

Vv v

1. Poisc¢i priblizne koordinate presecis¢ parametri¢no podanih krivulj

(x1(£),y2(¢)) = (sin(t),2cos(t))
(x2(s),92(5)) = (s%¢)

Namig: Resi enacbe za parametra t in s.

Bonus: Priblizno izrac¢unaj plos¢ino obmogja, ki ga omenjeni krivulji
omejujeta. Uporabis$ lahko formulo za plos¢ino obmoc¢ja med krivu-

ljo in y-osjo
Y2
p:/ xdy.
n

2. Naj bo y(t) resitev zacetnega problema za diferencialno enac¢bo

y"(t) —sin()y'(t) +y(t) =0 y(0) =1;4'(0) = 0.

(a) Pois¢i priblizek za y(1) z Eulerjevo metodo s korakom /1 = 0.5.

(b) Poisdi priblizek za y(1) na 5 decimalnih mest z metodo po lastni
izbiri. RazloZi, kako si ocenil napako.

(c) Pois¢i vsaj eno niclo funkcije y(x).



Izpit iz Numeri¢ne matematike
Ljubljana, 11. 6. 2019

1. Vrednost funkcije y = f(x) v tocki x je dana kot resitev enacbe

tany = xy

na intervaluy € [Z, 3%].

(a) Izracunaj vrednost f(1).
(b) Izracunaj

/01 f(x)dx.

2. Dani sta matrika A dimenzij n x m in matrika B dimenzij n X k, kjer
je k < n. Is¢emo matriko X za katero je

2
”A —B- XH?’robenius = Z (aij - Z(bikxkj)>
ij k
minimalna.
(a) Zapisi ucinkovit algoritem, ki pois¢e X po metodi najmanjsih
kvadratov in uporabi QR razcep matrik A in/ali B.
(b) Algoritem uporabi za matriki

1 2 3 1 1
A=12 3 1| inB= |2 -1
321 2 —4

(c) Dodatna naloga Aproksimacija ranga k matrike A dimenzijn x m
je produkt matrik X in Y, dimenzij n x k in k x m, za katere je

2
||A -Y- XHfrobem'us

minimalna. PoiS¢i aproksimacijo ranga 2 za matriko A iz prej-
Snje tocke. Izmeni¢no spreminjaj faktorja X in Y pri ¢emer je
en od faktorjev fiksen, drugega pa pois¢es z metodo najmanj-
Sih kvadratov. Zacne$ lahko z Y = B ali z naklju¢no izbrano
matriko.



Izpit iz Numeri¢ne matematike
Ljubljana, 5. 7. 2019

1. ReSujemo sistem linearnih enacb Ax = b dimenzije 2n x 2n, kjer so
A, x in b podani blo¢no

o B C b . 1
S I RN |

Pri tem sta B in C matriki dimenzij n X n, x1, x2, by, by pa so vektorji
dimenzije n.

(a) Zapisi uc¢inkovit algoritem za reSevanje sistema Ax = b z LU

razcepom.

(b) Naj bo B matrika z elementi b;; = 2717l ¢ = I identi¢na ma-
trika in b = [1,1,...1]T vektor samih enic. Pois¢i resitev za
n=3inn = 20.

(c) S potentno in inverzno poten¢no metodo poisci po absolutni
vrednosti najve¢jo in najman;jso lastno vrednost matrike A.

2. Naj bo y(t) resitev zaletnega problema

y'(#) +y(£) = sin(3);  y(0) =0,y/'(0) = 1.
(a) Izratunaj priblizek za y(1) z Eulerjevo metodo s korakom 0.5.
(b) Z metodo RK2

ki = hf(y(t),t)
ko = AF(y(1) +i b+ h)
Y~y + TR

poisdi priblizek za y(1) na 5 decimalnih mest natan¢no. Koliko
korakov potrebujes za zahtevano natan¢nost?

(c) Dodatna naloga Narisi re$itev v fazni ravnini (y,y’) in preveri,
da je reSitev periodi¢na. Cim bolj natan¢no dolo¢i maksimalno
vrednost y(t)!



Izpit iz Numeri¢ne matematike
Ljubljana, 27. 8. 2019

Racunalnike ponovno zaZenite in na zacetku izberite Matematika. Uporabnisko ime je student,
geslo pa matematika.

1. Za neznano funkcijo je dana tabela

x|-1 0 1
y|0 1 0
y|10 1 -1

Poisci Hermitov kubicni zlepek, ki interpolira zgornje podatke. Uporabi zlepek in
(a) oceni maksimalno vrednost funkcije na [—1, 1],

(b) poisdi priblizke za vrednosti x € [—1, 1], pri katerih je vrednost funkcije enaka
2/3.

cvve

(F(=x1)+ F(x) + F(0), x=1/3 0

O | U1

/11f(x)dx ~

(@) Sformulo (1) izra¢unaj integral

1
L :/ sin(x?).dx

-1

(b) Formulo (1) priredi za poljuben interval in izra¢unaj
3
L = / sin(x?)dx.
0

(c) Izpelji sestavljeno pravilo za (1). S sestavljenim pravilom izra¢unaj vrednost
integrala I, na 5 mest.
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