DODATEK B

Kratek pregled elementarnih funkcij

V dodatku bomo na kratko pregledali elementarne funkcije in njihove lastnosti.

B.1. Polinom

Polinom stopnje n je funkcija oblike

Kjera, #0,a; € R.

p(x) = apx™ +a, X"V .. 4 agx +ag,

Lastnosti:

e D,=R

e g, imenujemo vodilni koeficient polinoma p.

e Polinom ax + b stopnje 1 je linearna funkcija, polinom ax* + bx + ¢ stopnje 2 pa kvadra-
tna funkcija.

Ko x narasca preko vseh meja, gre p(x) — oo, &ejea, > 0in p(x) — —oo, Cejea, < 0.
Obnasanje polinoma p, ko gre x — —oo je odvisno od stopnje polinoma. Polinomi
lihe stopnje imajo za zalogo vrednosti R, medtem ko za polinome sode stopnje velja
limy oo p(x) = limy 00 p(x).

Vsak polinom lahko faktoriziramo na linearne in nerazcepne kvadratne faktorje s
koeficienti v R. Zato ima vsak polinom stopnje 1 kve¢jemu 7 realnih ni¢el. Dolo¢anje
nicel polinomov je teZek problem.

e Vsak polinom stopnje # lahko faktoriziramo na n linearnih faktorjev s koeficienti v C.
e V niclah sode stopnje ima polinom lokalni ekstrem in ohrani predznak, v ni¢lah lihe
stopnje pa spremeni predznak.

PRIMER B.1.1. Narisi graf polinoma

p(x) = —x° +2x* + 63 — 8x* —5x + 6.

RESITEV: Ce faktoriziramo polinom

p(x) = —x° +2x* +6x% —8x% —5x +6 = —(x — 1)%(x +2)(x + 1)(x — 3),

preprosto doloCimo nicle x1 = —2, xp = —1, x34 = 1 in x5 = 3 in tako je graf polinoma enak
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B.2. Racionalna funkcija

Racionalna funkcija

r(x) = p(x) _ X" Ay 1x" 1. +ag
g(x)  bpx™ +by_1xm 1+, + by

je kvocient dveh polinomov.

Ce predstavimo racionalno funkcijo v okraj$ani obliki, kjer §tevec in imenovalec nimata
skupnih faktorjev, potem veljajo naslednje lastnosti.
Nic¢le imenovalca racionalne funkcije imenujemo poli racionalne funkcije.
Definicijsko obmogje: D, = R\ {poli r}
Nicle racionalne funkcije so enake ni¢lam Stevca.
Cejen < m, potemje lim r(x) =0in lim r(x) = 0.
X—00 X——00

bz . _ . . ' . _ an
Ceje n = m, potem je xlglgo r(x) == in xg@mr(x) ot

Cejen > m, potem se racionalna funkcija r v neskonénosti priblizuje polinomu s, kjer
je p(x) = s(x)gq(x) + o(x) in je stopnja polinoma o strogo manj$a od stopnje polinoma
q.

x2(x+1)

PRIMER B.2.1. Nari$imo graf racionalne funkcije r(x) = o G2)(12)

x2—4

RESITEV: Funkcija r ima dvojno niclo v tocki O in enojno niclo v tocki —1, njena pola pa sta v
tockah —2 in 2. Torej je D, = R\{-2,2}.

Ker je stopnija sStevca vecja od stopnje imenovalca, moramo za asimptoticno obnasanje funkcije r v
neskoncnosti izracunati kvocient stevea in imenovalca:

3. .2
X7+ x dx +4
= 1+ —5—-.
o4 Tty
Ker je li_r)n i’{—*ﬁ = 0, se racionalna funkcija za zelo velike in zelo majhne x obnasa kot funkcija y =
X— 0 -

x+1
Iz teh podatkov lahko narisemo graf funkcije r:
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B.3. Eksponentna funkcija in logaritem

Eksponentna funkcija je funkcija oblike
flx) =a%,

kjer je a poljubno pozitivno realno Stevilo.

Eksponentna funkcija ima naslednje lastnosti:

Dr=R, Zf = (0,00).

Cejea > 1, je eksponentna funkcija narascajoca, ¢e je 0 < a < 1, je padajoca.
Eksponentna funkcija je injektivna za vsak a # 1in a® = 1 za vse a.
Najpogosteje uporabljamo osnovo e.

N NI= Q= Q=

(3
=

(O8]
=

Inverzna funkcija eksponentni funkciji a*, kjer a # 1, je logaritem z osnovo a.

Logaritem z osnovo a je funkcija
g(x) = log,x,
pria > 0,a # 1, ki je inverzna eksponentni funkciji f(x) = a*. Torej je

log(e¥) = x in €18 = x.
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e Po definiciji je
a* = y natanko tedaj, koje x =log,y.
° D]Oga == (0, OO), Zloga =R.
4

e log,1=0zavsea >0,a# 1.

e Cejea > 1,je log, naradtajoca, &eje 0 < a < 1, pa je log, padajo¢a funkcija.

e Najpogosteje uporabljamo osnovo a = e. Tako funkcijo imenujemo naravni logaritem
in jo krajse oznatimo tudi z log x ali In x. Ceprav je v&asih z log x oznacen logaritem
pri osnovi 10 (log; x), tu uporabljamo log x izklju¢no za naravni logaritem.

Zveze, ki jih najpogosteje potrebujemo:

o 0"tV = g¥gY,

log, (xy) = log, x +log, y,
log,(x*) = alog, x,
log(e¥) = x in €1%8% = x.

B.4. Kotne funkcije

Funkciji kosinus cosx in sinus sinx sta definirani kot
prva oziroma druga koordinata to¢ke na enotski kro-
Znici, ki oklepa z abscisno osjo kot x.

Pri tem merimo kot x vedno v radianih.

sin x

Obe funkciji sta definirani za vse x € R (Dgin = Deos = R), sta
omejeni (Zgin = Zcos = [—1,1]) in periodi¢ni s periodo 27r.

Ker velja sin(x + %) = cosx, imata njuna grafa enako
obliko, le premaknjena sta za J:

Ty _—— |—sinx
PN EE
‘ - ;




B.4. KOTNE FUNKCIJE 165

Pri tem je sinus liha funkcija, kosinus pa soda funkcija.

Pogosto potrebujemo kvocient med sinusom in kosinusom:

Funkciji tangens in kotangens definiramo kot:

sin x COS X
tanx = , cotx = — .
COS X sin x

Tako tangens kot kotangens sta definirana povsod razen v svojih polih:
Dian :]R\{g—i—kn:kez} in Deot = R\ {kr : k € Z).
Sta neomejeni Zan = Zcot = R in periodi¢ni s periodo 7.

Yy

—tanx
cotx

1,,

/

n .
2 M1 7

Med kotnimi funkcijami veljajo Stevilne zveze. Nekaj jih je posledica periodi¢nosti, sodosti
ali lihosti ter osnovnih definicij, kot na primer:

sin(x 4+ 27) = sinx
tan(x + 1) = tanx

cos(x + 27) = cos x
cot(x + 1) = cotx

sin(—x) = —sinx cos(—x) = cos x
tan(—x) = —tanx cot(x) = —cotx
sin”x + cos? x = 1

2, _ _1 2. _ _1
1+ tan X= oo 1+ cot X =5
sin(§ + x) = cos x sin(7t + x) = —sinx
cos(Z +x) = —sinx cos(m+x) = —cosx
tan(5 + x) = — cotx

Se nekatere druge zveze, ki jih uporabljamo v geometriji ali pa pri teoreticnem ra¢unanju

s kotnimi funkcijami, npr. pri integraciji, so:

sin(x +y) = sinx cos y + cos x siny
cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny

__ tanx+tany
tan(x +¥) = Tgnrany

sin(x

—y) =sinxcosy — cosxsiny
cos(x —y) = cos x cos y + sinx siny
t ( - )_ tan x—tany
an{x —y) = 1+tanxtany
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sin(2x) = 2sin x cos x sin” x = 1=¢os2x

cos(2x) = cos? x — sin x cos? x = LiegsZx

tan(2x) = ;2anx tan x = 15Cos2x

sinx + siny = 2sin 25 cos 25¥ sinxsiny = J (cos(x —y) — cos(x +v))
Cos X + cosy = 2cos ;i Ty cosxcosy = 3 (cos(x —y) + cos(x +v))
cosx — cosy = —2sin 5 sin 5 sinxcosy = 3 (sin(x —y) +sin(x +y))

B.5. Lo¢ne funkcije

Kotne funkcije niso injektivne, zato ne obstajajo njihove inverzne funkcije, ¢e jih opazu-
jemo na njihovem celem definicijskem obmogju. Ce pa se omejimo na zozeno obmogje, kjer je
posamezna kotna funkcija injektivna, lahko definiramo njen inverz.

11y

NN

Ker je funkcija sin: [—%, %] — R injektivna, lahko definiramo inverzno funkcijo na tem
zoZenem intervalu.

Funkcija arkus sinus je inverzna funkcija funkcije sinus na intervalu [—7%, F]. Torej je
y = arcsin x natanko tedaj, ko je siny = x

zavsex € [-1,1],y € [-5,5].

Podobno definiramo inverzno funkcijo funkcije kosinus, ¢e omejimo definicijsko obmogje
funkcije cos x na interval [0, 7t].

Funkcija arkus kosinus je inverzna funkcija funkcije kosinus na intervalu [0, 7t]. Torej
je

y = arccos x natanko tedaj, ko je cosy = x
zavsex € [-1,1],y € [0, 7.
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Tudi za zoZeni injektivni funkciji tangens tan: (—7%, %) — R in kotangens cot:

R lahko definiramo njima inverzni funkciji arkus tangens in arkus kotangens, kjer je

7T 7T, .
Darctan = Darccot = R, Zarctan = (_E/ E) in Zarecot = (0/ 7T)~
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