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Mo¢& konénih mnoZic

Naj bo A kon&na mnoZica. Potem |A| oznaluje Stevilo elementov ali mo& mnoZice A.

Naj bosta A in B konéni mnoZici. Pravimo, da sta A in B enako mocni, A ~ B, &e

Al = |B].
Zgledi:

1. |0|=0

2. {0,1}| =2

3. {{0,1}}[ =1



Mo¢& konénih mnoZic
Trditev

Naj bodo A, B, C kon&ne mnoZice.
1. |JAx B|=1A|-|B]
2. |[{f; f: A— B} = |BA| = |B|IAl
3. |PA| =2/l
4. Ce je BC A, potem je |A\ B| = |A| — |B|.
V splosnem je |A\ B| = |A| — |AN B|.
5. Ce je ANB = (), potem je |AU B| = |A| + |B|.
V splosnem je |AU B| = |A| + |B| — |[AN B|.
6. [AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANnC|—-|BNC|+|ANnBNC|

Nacelo vkljucitev in izkljucitev

lzrek
Naj bo A koncna mnoZica in A1, Az, ..., An C A. Potem je
|A1UA2U~-'UAn| =
|A1| —+ |A2| 4+ ...+ ’An|
— ’AlﬂAzy—|A10A3|—...—|An_1ﬂAn|
+ ..
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Naloga
Naloga: Koliko je Stevil na celodtevilskem intervalu [1...96], ki so deljiva s 6 in niso
deljiva niti s 24 niti z 327

Dirichletov princip
lzrek
Naj bo A kon&na mnoZica in f : A — A. Potem so naslednje trditve enakovredne:
» f je injektivna.
» f je surjektivna.

» f je bijektivna.



Deljivost celih Stevil

lzrek (o deljenju)
Naj bosta m,n € Z in m > 0. Obstajata enoli¢no dolo&eni celi stevili k in r, pri Eemer
Jje

n=k-m+4r invelja 0<r<m.

k je kvocient Stevil n in m
r je ostanek pri deljenju Stevila n z m.

Deljivost celih Stevil

Naj bosta m, n € Z. Pravimo, da m deli n,
mln,
¢e ima enacba n = x - m celostevilsko resitev.
Ce m, n nista enaka 0, potem lahko definiramo
ged(m, n) = max{d € Z ; d|m in d|n}

najvecji skupni delitelj Stevil m in n

lem(m, n) = min{v € Z ; m|v in n|v in v > 0}

najmanyjsi skupni veckratnik Stevil m in n
gcd in lem sta komutativni in asociativni operaciji.



RazSirjeni Evklidov Algoritem - REA
Zgled: Poi¢i gcd(899,812).
Trdimo:
> 29 deli vse desne strani enacb.
Posebej, 29 deli tudi 812 in 899.
> 29 je celoStevilska linearna kombinacija $tevil 812 in 899.

» Ce &tevilo d deli 899 in 812, potem deli tudi vsako njuno celostevilsko linearno
kombinacijo. Zato deli tudi 29.

> 29 je najvedji skupni delitelj Stevil 899 in 812.

RazSirjeni Evklidov Algoritem - REA

lzrek (REA)

gcd(myn) = r = s-m+t-n

Najvedji skupni delitelj gcd(m, n) Stevil m in n dobimo kot zadnji neniéelni ostanek v
REA. Obenem gcd(m, n) zapiSemo tudi kot celostevilsko linearno kombinacijo stevil m
in n.



Tuja Stevila
Pravimo, da sta si celi $tevili a in b tuji, &e je ged(a, b) = 1.
V tem primeru piSemo a L b.
Zgled: 89 1 81

Velja tudi: 5 L 7, 7 L 37, 37 1L 101, 101 L 214

(—4)-5 + 3.7 =
16-7 +  (=3)-37 =
(—30)-37 + 11-101 =

89-101 + (—42)-214

Tuja Stevila

Trditev
Naj velja a|(b- c) ina L b. Potem ac.

lzrek
Naj bosta a, b € N. Potem je gcd(a, b) - lem(a, b) = a- b.
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Diofantske enacbe

N4

Naloga: Skupina otrok je v slas¢i¢arni jedla torte in kremne rezine. Koliko tort in
koliko kremnih rezin so pojedli, &e je racun znasal 98,25€, kremna rezina stane 6,75<,
torta pa 5,25€.

Vemo tudi, da so pojedli ve¢ tort kot kremnih rezin.

Diofantske enacbe

Enacba je diofantska, ¢e ima celostevilske podatke in is¢emo celostevilske resitve.

Linearna diofantska ena¢ba z dvema neznankama je enatba oblike
a-x+b-y=c,

kjer so znani a, b, c € Z, i8¢emo pa celostevilsko reSitev x, y.
a in b sta koeficienta enalbe, ¢ standardno imenujemo desna stran.



Diofantske enacbe

Zgled: Poi¥¢i resitve (linearne) diofantske enaébe 6x + 15y = 7.

|zrek
Linearna diofantska ena&ba
a-x+b-y=c

Je resljiva natanko tedaj, ko gecd(a, b)|c.

Ce gcd(a, b) ne deli desne strani ¢, potem taka diofantska enatba nima resitev.

Diofantske enacbe

lzrek
Naj par xo,yo re$i LDE a-x+ b -y = ¢, in naj bo d = gcd(a, b). Potem so

Xk = Xo+t-

Ye= Yo— 1t

Y

Qly Qo

kjer je t poljubno celo Stevilo, vse resitve te diofantske enacbe.



Diofantske enacbe

|zrek
Linearna diofantska ena&ba

al-xy+axo+...+apxp==c¢
je resljiva natanko takrat, ko

gcd(a1, az,...,an)|c.

Prastevila

Naravno Stevilo n > 1 je prastevilo, ¢e ima natanko dva pozitivna delitelja.

Sicer je 1 ali pa sestavljeno stevilo.

Prastevila do 100:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89,97

Par prastevil oblike (p, p 4+ 2) imenujemo prastevilska dvoj¢ka.



Prastevila
Trditev

> p prastevilo in a € Z. Potem pla ali p L a.
> p prastevilo, a,b € Z. Ce p|(a- b), potem pl|a ali p|b.

> vsako naravno Stevilo n > 2 je deljivo s katerim od prastevil.

Prastevil je neskon¢no mnogo
|zrek (Evklid)

Obstaja neskonéno mnogo prastevil.



Enoli¢ni razcep

Izrek
Vsako naravno stevilo n > 2 lahko zapisemo kot produkt prastevil.

Zapis je enoli¢en, e se ne oziramo na vrstni red faktorjev.

Eulerjeva funkcija ¢

Eulerjeva funkcija ¢ : N — N je definirana takole:
p(n)={keN;1<k<nink L n}

©(n) je Stevilo Stevil med 1 in n, ki so tuja n.

Zgled:
w(4) =2 1,2,3,4
o(5) =4 1,2,3,4,5

o(6) =2 1,2,3,4,5,6



Kako ra¢unamo Eulerjevo funkcijo

Trditev

Ce je p prastevilo, je ¢(p) = p — 1.
Trditev

Ce je p prastevilo, je o(p") = p" — p"~ 1.
Trditev

Cea,bc N ina L b, potem je p(a-b) = p(a) - p(b).

Kako ra¢unamo Eulerjevo funkcijo

|zrek

Naj bo n = pi¥i1pyk2 - .. ppkm | kjer so p1, p2, ..., pm razliéna prastevila. Potem je

e (-2 () 2)



Kongruence
Najboa€ZinmeN, m>2.

amod m
je ostanek a-ja pri deljenju z m.

Definirajmo relacijo, kongruenco po modulu m, z naslednjim opisom:

a=b (mod m) ntk. m|(a— b) ntk. amod m= b modm

Lastnosti kongruenc
1. kongruenca po modulu m je ekvivalenéna relacija v Z
2. Ce a= b (mod m), potem

atc=b+xc (mod m)
a-c=b-c (mod m)
a" = b" (mod m)

3. Cea=b (mod m) in c =d (mod m), potem
atc=b+d (mod m)
a-c=b-d (mod m)

4. Cea-c=b-c (mod m)inc L m, potem a= b (mod m)



Zgledi

Zgledi:

» lzratunaj ostanek pri deljenju tevila 3120 s 13.
6
. . . . . 7
» lzratunaj zadnjo cifro §tevila 9% .

) ) e o 70
> lzralunaj ostanek pri deljenju Stevila 98 z 11.

Rezultati

|zrek (Eulerjev)
NajboacZ, m>2ecNinal m Potem je

a?(mM =1 (mod m)
lzrek (mali Fermatov)
Ce je p prastevilo in a L p, potem je

aP~V =1 (mod p).

Za vse a € 7, pa velja



RSA kriptosistem

Trditev
Naj bosta p in q razli¢ni prastevili. Potem je

a=b (modp) in a=b (modgq)

natanko tedaj, ko je
a=b (mod pg).

Trditev
Naj bosta p in q razli¢ni prastevili. Potem za poljubni naravni Stevili a in k velja

gk elPa)tl = ke(p=1)(a=1+1 = 5 (mod pq)

RSA kriptosistem

RSA kriptosistem deluje na principu javnih in privatnih kljucev.

Pogovarjajmo se o dveh uporabnikih Ancki in Borutu. Vsak izmed njiju ima svoj
privatni klju¢ Py, Pg, ki ga hrani na skrivnem mestu, svoj javni klju¢ Ja, Jg da na
vpogled vsem.



RSA kriptosistem
Komunikacija med Ancko in Borutom:
» Ancka bi rada Borutu posredovala sporodilo x:
!
X, JB(X) — JB(X)a PB(JB(X)) =X
» Ancka bi rada Borutu posredovala sporodilo x in Borut bi rad bil prepri¢an, da mu

je sporodilo res posredovala Ancka:
|

X, Pa(x), Jg(Pa(x)) —
5 Ja(Pa(x)), Pa(Je(Pa(x))) = Pa(x), Ja(Pa(x)) = x

Veljati mora:
1. P4 in Ju kot tudi Pg in Jg sta inverzni preslikavi.
2. Ce poznamo J, iz tega ne moremo (vsaj ne enostavno) izralunati P4.
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