


Deli in viadaj

» Divide et impera (divide & conquer)
- Deli:

problem delimo na

s Gaj Julyy Cezar
manjse probleme 100 pr. n. §t. — 44 pr. n. &t.

dokler ne dobimo
obvladljivega problema

- Vladaj

 majhne probleme
e enostavno oz. trivialno reSimo



Deli in viadaj

* Metoda snovanja algoritmov
- rekurzivni algoritem

e Koraki
- delitev naloge:
e na eno ali veC manjsih nalog
- resi manjse naloge:
e uporaba rekurzije
- zdruzevanje resitev:

* |z resitev manjsih nalog sestavimo
resitev osnovne naloge



Dvojisko iskanje

* |deja algoritma

- tabelo delimo na dve polovici

- rekurzija gre le v eno polovico

- vladaj: tabela velikosti 1

- zahtevnost delitve O(1) in sestavljanja O(1)

Dvojisko iskanje (rekurzivno)

fun binarySearch (a,

mid = left +

if (key < a[mid]) then
return binarySearch (a,
if (k > a[mid]) then

return binarySearch (a,
return mid

left, right,
if right > left then return -1
(right - left)

key) 1is
/ 2

left, mid - 1)

mid + 1, right)



Dvojisko iskanje

« Casovna zahtevnost
- Kako pridemo do log n?

 Rekurzivna enacba
- asimptoticna zahtevnost
T(1)=06(1)
T(n)=1-T([])+6(1)
- zapis s konstantami
TN=e
T(n)=T(I5])+c

Kako resiti
rekurencno enacbo?

o>
-



Dvojisko iskanje

» ReSevanije rekurzivne enadbe T(n)=T([>])+c

- metoda vstavljanja

i
2

T(1) = a Substittljcija
TQ)=T()+c=a+c Sl
o torgg N=Ign

T4)=TR2)+c=a+2c
Sklepamo

« T(2)=a+Nc
« T(N)=a+clgn
T(8)=T(@4)+c=a+3c
T(16)=T(8) +c=a+4c



Urejanje z zlivanjem

 |deja algoritma
- tabelo delimo na dve polovici
- rekurzija gre v obe polovici
- vladaj: tabela velikosti 1
- zahtevnost delitve O(1) in sestavljanja O(n)



Urejanje z zlivanjem

« Casovna zahtevnost
- Kako pridemo do nlog n?

 Rekurzivna enacba
- asimptoticna zahtevnost
T(1)=6(1)
T (n)=2-T(1Z1)+8(n)
- zapis s konstantami

T(1)=a
T(n)=2-T([§])-|—cn



Urejanje z zlivanjem

 ReSevanje rekurzivne enacbe T(n)zz-T([§1)+cn
- metoda vstavljanja

T(1) =a

T(2) =2a+ 2c

T(4) =4a+ 8c

T(8) =8a+ 24c
T(16) = 16a+ 64c

T(n=na+nlgnc= (nlgn)



Resevanje rekurencnih enacb

* Metoda substitucije
- guess the form of the solution

- verify by induction
- solve for constants



TODO
e TODO:

- morda Se ena, ki je z vstavljanjem tezko resljiva
- T(n) = 3T(n/4) + cn"2

- lahko pa naredis drevo rekurzije

- v vozlisCih zahtevnost podproblema

- nato sestejes vse skupaj, geometrijska vrsta

- In pride O(n"2)

- 0z. ker je cn2, torej Omega(n”2)



Mojstrov izrek (master theorem)

e Rekurzivna enacba

n

b

d

/T(n)za-T( )+cn

-

a - stevilo yocfna[og (Joocfproﬁlbmov)
b - faﬁwr delitve na[oge

¢ - konstanta iz asimptoticne notacije ‘
d - red velikost zahtevnosti delitve in zd'mzvew




Mojstrov izrek

e Rekurzivna enacba in resitev

n

b)+cn

T(n)= O (nlogn) a=b’




+ Intuicija

Mojstrov izrek

b)+cnd

T(n)=aT|




Mojstrov izrek |

e Sile zla a vs sile dobrega 5 n

A
b’

- a<b?! = O’

e vecja globina » manj dela » najvec dela v korenu

- a=b% = O(n!logn)

e na vsaki globini je enako dela

= a>bd e @(nlogb a)

e vecCja globina » vecC dela » najvec dela v listih



Mojstrov izrek

 Primeri o(n’) a<b’

T n)= d S
dvojisko iskanje: (1,2,0) (n) ®(nlgn) a=b

kopica — dvigovanje: (1,2,0)
kopica — ugrezanje: (1,3/2,0)
urejanje z zlivanjem: (2,2,1)
stetje inverzij: (2,2,1)

hitro urejanje (najboljsi primer): (2,2,1)
mnozenje celih stevil - D&V: (4,2,1)

L

mnozenje celih stevil — Karatsuba: (3,2,1)

L

mnozenje matrik — D&V: (8,2,2)
mnozenje matrik — Strassen: (7,2,2)




Mnozenje velikih celih stevil

e \elika cela stevila
- Kdaj je stevilo veliko?

- Kje potrebujemo tako velika Stevila?
» kriptografija
* iskanje prastevil in drugi matematicni izzivi



Mnozenje velikih celih stevil

» Algoritmi
- klasicno solsko mnozenje
- mnozenje ruskih/francoskih trgovcev
- deli & vladaj mnozenje
- Karacubov algoritem (angl. Karatsbua)



Mnozenje velikih celih stevil

* Delitev stevil
- n-bitna stevila razdelimo na pol
- na dva n/2 bitha dela

e prva polovica
e druga polovica

a= a1'2”/2 ta,

b=b-2"+b,

n bitov

n/2 bitov

n/2 bitov




Mnozenje velikih celih stevil

* Direktno D&V mnozenje
- produkt
ab = (511-2”/2 & a0)°(b1°2”/2 +b,)
= ab 2"+ (ab, + azObl)Q”/2 tayb,

_ Y/ .n/2
—022 ‘|‘6’12 t ¢,

b .

1 1 !

2

; . c
1b0‘|'610b1 :

1

‘b

0 0O 0
- zahtevnost
e O(n?)

<N
|
R Q Q



» Karacubov algoritem
- produkt
ab = (al°2”’/2 & ao)'(b1°2”/2 +b,)
= ab 2"+ (ab,+ 6150191)-2’”’/2 tab,

_ Y/ .An/2
—c22 +012 t ¢,

A. A. Karacuba, 1937 — 2008

- Gaussov / Karacubov trik ¢
8" al'b1 ¢, ¢
G a0°b0

¢, =(a,ta)(b +b)—c,—c,
- zahtevnost
° T(n) = O(nlg 3) — O(n1.585)



Mnozenje matrik

 Problem

- dani sta dve matriki 4 in B
- ISCemo njun produkt C = 4B

m Ali, k]

B[k, j]




Mnozenje matrik

e Klasicni algoritem
- tri zanke for
- zahtevnost O(#°)

for i ® to m-1 do
for j = 0 to n-1 do
s =0
for k = 0 to 1 do
s += A[i, k] * B[k,
Cli, jl1 = s
endfor
endfor

]




Mnozenje matrik

* BloCnhe operacije
- delitev matrik na (disjunktne) podmatrike — bloke

_ B
-

APS 1, Jurij Miheli¢



* BloCnho sestevanje

Mnozenje matrik

e =/ T8,
1. T B
B4 =B
B A+ B

00

10

01

11

00

10

01

11




Mnozenje matrik

* BloCho mnozenje
= C . =-A B +A4 B

00 00 01" 10

= A B +A4 B Co Cu 4,

00 01 01" 11

- C,=4,B,+A4,B G Gy A

10700 11710

-C =4 B +A4A B

100 01 11711




Mnozenje matrik

* Direktno D&V mnozenje
- blocno delitev izvajamo rekurzivno

COO COI %

= prOdUK“ Czo Cu AIO

00

10

01

11

-C =4 B +A4 B

00" 00 01" 10

« C,,=4,B, t4,B

00 01 01" 11

e C,=4,,B,1t4, B

10700 11710

-C =4 B +A4 B

107 01 11711

- zahtevnost
e O(n’)




Mnozenje matrik

o Strassenov algoritem

‘ \\

COO CO] AOO AO] BOO 01
C]O C]] B AIO A]] B]O 11
it prOdUKti 1 - (A +A11) (BOO+B11)
o =(A,1tA)B
o Coo=M, +M,-M +M, Mj A, (B, _B“(;O
+ C01 - M3 T Ms M4 A11(B1o —-B,)
=(A,tA,) B,
e C =M +M 5
a : ! 6 - (A Aoo) (Boo T B01)
g M M Mt M N M, = (A, -A,) (B, +B))

- zahtevnost
3 O(nz.sog)

V. Strassen, 1936




Mnozenje matrik

e Strassenov algoritem v praksi

velika konstanta
prostorska potratnost
naivna in bloCha metoda je numericno stabilnejsa

matrike niso vedno velikosti n = 2*

ustavljanje rekurzije pri majhnih matrikah
e preklop na drug algoritem
upostevanje predpomnilnika (transponiranje matrik)

glej tudi Clanek: Matrix Multiplication: Practical Use of a
Strassen-like Algorithm, Rozman Mitja and Elersic Miha



Mnozenje matrik

* AsimptotiCno najhitrejsi algoritmi: O(n%)
- naivno mnozenje: o =3
- Strassen, o =2.808
- Coopersmith, Winograd, 1990, o =2.376
- Stothers, 2010, a =2.374 (oo = 2.3736)
- Williams, 2011, a=2.373 (a = 2.3728642)
- Le Gall, 2014, o =2.3728639



