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Naravna Stevila
N={0,1,2,3,...,n,...}.

Peanovi aksiomi za naravna Stevila:
» 0 je naravno Stevilo.

» Vsako naravno Stevilo n ima naslednika S(n) := n+ 1.
» 0 ni naslednik nobenega naravnega Stevila.

» Iz n# n sledi S(n) # S(n').
>

Matematicna indukcija. Naj za neko podmnoZico A mnoZice
N velja:
1. ng € Azanek np € N.

2. lzke Asledi k+1 € A.
Potem je A= {ng,no +1,n0 +2,...}.

(‘Obi&ajni" primer: ng = 0= A=N)
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Dokazovanje z matemati¢no indukcijo

Cilj: Dokazati, da neka trditev T(n), ki vsebuje stevilsko
spremenljivko n, velja za vsak n iz mnoZice

{no, np+1,n0+2,.. .},
kjer je ng neko naravno Stevilo.

T(n)...indukcijska predpostavka
Postopek:

1. Baza indukcije: DokaZemo veljavnost T (np).

2. Indukcijski korak: Dokazemo sklep

T(k) velja za nek k > ng. = T(k + 1) velja.

3/23



Matemati¢na indukcija - primeri

1. Dokazovanje enakosti:

1+24+---4+n = n(n+1)
2 )
12+22+‘.'+n2 _ n(n+1)(2n+1)
6 Y
n?(n+ 1)?

PB4+284+...40 =

za vsa naravna Stevila n > 1.

2. Dokazovanje neenakosti:
(1+x)">1+nx

zavsak x > —1inné&N.

3. Dokazovanje formul iz kombinatorike: Stevilo razli¢nih
vrstnih redov n razliénih elementov je enako n!.

4/23



1. izpit 2019/20

Naloga

Naj bo T(n) trditev o naravnem S$tevilu n € N. Vemo, da velja
T(3) in da iz resni¢nosti T(n) sledi resni¢nost T(n+ 4). Ali lahko
sklepamo, da velja T(2020)? Odgovor dobro utemeljite.
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Stevilske mnozice - N, Z, Q

V N lahko ‘se§tevamo, mnoZimo, potenciramo ‘

V celih Stevilih

Z={..,—-n,...,—3,-2,-101,273,...,n,...}

lahko tudi [ odstevamo |.
\Y Q pa lahko 3e |:| (azen z 0!):

» vsi kvocienti % kjer n,m € Z, m # 0,
P vsak kvocient ima okrajsano obliko

X

9

y

kjer x € Z,y € N,y # 0, x in y nimata skupnih deliteljev.
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Realna Stevila R

Zelja: Naj bo A C Q poljubna omejena mnofica, tj. obstajata
m, M € Q, tako da je m < a < M za vsak a € A. Potem obstajata
najvedji m in najmanjsi M.

Potreba po R:

> R=QUTI, kjer so I. . .iracionalna Stevila
» model: totke na Stevilski premici

» ralunanje: neskon¢na decimalna Stevila

X = in.d1d2d3 ceey
kjer
» je n € N naravno Stevilo
> so d; decimalke, tj. d; € {0,1,2,...,9}.

P ta zapis ni enoli¢en, na primer 1.000... =0.999...
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Omejene podmoZzice realnih Stevil

A naj bo neprazna podmnoZica v R.

> A je navzgor omejena, e obstaja M € R, da je a < M za
vsak a € A.

» Vsak M je zgornja meja, najmanj$a med njimi obstaja (po
konstrukciji R) in se imenuje supremum sup(A) mnoZice A.

> Ce sup(A) € A, potem je sup(A) kar maksimum max(A)
mnoZice A.

Analogni pojmi:
» Omejenost navzdol.
» Spodnja meja, infimum inf(A) mnoZice A.
» Minimum min(A).
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Omejene podmoZice realnih Stevil - primeri

> Ali je mno¥ica A= {x € R: x> < 2} omejena? Ce ja, kaj so
sup(A), inf(A), max(A), min(A)?

> Ali je mnoZica B = {x € R: x> — 3x + 2 < 0} omejena? Ce
ja, kaj so sup(B), inf(B), max(B), min(B)?
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Stevilska premica

Intervali:
> omejeni - daljice na Stevilski premici:
» (a,b) ={x€R|a< x< b} odprt interval
» [a,b] = {x € R|a< x < b} zaprt interval

> (a,b]={xeR|a<x<b}in
[a,b) = {x e R | a < x < b} polodprta ali polzaprta intervala

> neomejeni - poltraki na Stevilski premici:
> (a,00) = {x € R| a < x} odprt navzgor neomejen interval

» (—oo,b)={xeR|x< b}
> [a,00)={xeR|a<x}
> (—oo,bl={xeR|x<b}
> (—oo0,00) =R

oo ni Stevilo!
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Absolutna vrednost — razdalja na Stevilski premici

Absolutna vrednost |x| Stevila x € R je oddaljenost 3tevila x od
Stevila 0 na Stevilski premici in je enaka

x| = x ; x>0,
Tl —x ; x<0O.

Razdalja med teviloma x in y je enaka |x — y|.

Osnovne lastnosti:

> nenegativnost: |x| > 0 za vsak x € R.
» multiplikativnost: |xy| = |x]||y|.
» trikotniska neenakost: |x + y| < |x| + |y|.
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Absolutna vrednost

1. Naridimo mnoZico realnih 3tevil x, za katere velja |[x — 5| < 2.

2. Naris&imo mnoZico realnih Stevil x, za katere velja
Ix —3] =[x +1].

3. NariS§imo mnoZico realnih Stevil x, za katere velja
[|x — 3] — 2x| > 2.

4. Narig§imo mnoZico totk (x,y) v ravnini, za katere velja
Ix| + |yl < 1.
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Kompleksna Stevila C

Cilj: Sedaj bi radi reSevali 3e poljubne algebrai¢ne enacbe
anx" +ap_1x" 14+ ... +a;x+ag =0,
kjer je n €N, a; € Rin a, # 0.

» Naprimer:
x> +1=07?

> V R reditev ni. Proglasimo za reSitev
» Da ohranimo operaciji £, moramo R dodati vse izraze oblike
, X,y €R.

» Dobimo C, zaprto za =, -, : in izpolnjuje zgornji cilj.
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Kompleksna Stevila C

> C={x+iy|xycR}
> z=x+1y, x,y €R
> Re(z) = x... realni del,

» Im(z) =y... imaginarni del.

» model: kompleksna ravnina.
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Kompleksna Stevila C

Tmy

F2+i

o

Re
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Racunanje s kompleksnimi Stevili
Kompleksna Stevila lahko:
> seStevamo in odStevamo:

(1 +iy1) £ (e + iy2) = (x1 £ x2) +i(y1 £ y2).
» mnozimo:
(x1 + iv1) (2 + iy2) = (xix2 — y1y2) + i(x1y2 + yix2),

» delimo (deljenje z 0 ni definirano):

x1+iy1 (xi+iy)(xa —iy2)

xo+iys (et iy2)(x2 —iy2)
_ (axe +yye) +i(—xy2 + yixe)
- X3+ Y3 '

» konjugiramo:
Z=x—1iy je konjugirano Stevilo

Stevila z = x + iy.
16/23



Racunanje s kompleksnimi Stevili

Trditev

Nekaj osnovnih lastnosti ra¢unanja s kompleksnimi Stevili:
> Z=7z
> atzn=z+2n
> =212

» z4+z=2Rez, z—z=2iImz
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Zgled

Opi&imo in narisimo mnoZico kompleksnih $tevil z € C, za katere

velja

1.22—2722=0

2. Rez +Im(z?) =2

3. 22 = 2iz+2iz — 22 — 22z
4. 72 = 72

5. zz=1

6. 22 4+2zz+ 7> =2z+2Z
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Racunanje in kompleksna ravnina

P> sestevanje: paralelogramsko pravilo,
» predpis z — z + zy dolo¢a vzporedni premik za z.

> mnoZenje: predpis z — az, kjer je a € R je:
> razteg, e je a > 1,

> kréenje, teje0<ax<l
» zrcaljenje &ez koordinatno izhodisce, &e je a = —1.

» konjugiranje: zrcaljenje &ez realno os.
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Absolutna vrednost

Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z je nenegativno realno

Stevilo
|z| = VzZ =+/x2+y2

Geometrijski opis:
> |z| je oddaljenost 3tevila z od izhodis¢a v kompleksni ravnini
» |z1 — 2| je razdalja med z; in z,
Trditev
Predpis | - | : C — [0, 00) ima naslednje lasnosti:
» multiplikativnost: |z; 23| = |z1]| 2|
» invariantnost za konjugiranje: |Z| = |z|

> o+ 2| < |zl 42
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Dokaz trikotniske neenakosti

Pisemo z; = x1 + iy1, z2 = x2 + iys. Velja:

z14+ 2| = (a1 +x)+ilya+y) = \/(Xl +x2)2 + (y1 + y2)?
= \/Xf +2x1x2 + X3 + y2 + 2y1y0 + 3
a4zl = bt il + e+ el = 2+ \d +
Dokazujemo:

\/xf+2X1X2 +X3+y2+ 21y +y3 < \/x12—|—y12+ x5+ y3.

Kvadriramo:

Xt +2x00+X5+yT +2y1y2+y5 < x12+y12+x22+y22+2\/ (¢ +y2) (3 + v3).
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Dokaz trikotniske neenakosti

Poenostavimo:

s+ yive < \O2 +y2)0E + ¥3).

Ce leva stran negativna, je neenakost res. Sicer ponovno
kvadriramo:

X2x5 + YiY3 + 2xuayiys < X4x5 + X5V + Yixs + Yivs.

Poenostavimo:
2.2 2.2
2x1x0y1y2 < XTY5 + yixs.

Oziroma:
0 < x3y3 +yixd — 2xxayiys = (xay2 — yix)?

Zadnja vrstica drzi, kar dokaZe vse prejsnje.
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Primeri

Opisimo in nari§imo mnozico kompleksnih $tevil z € C, za katere
velja

1. |z—wy|=r, kierjewg=a+i8, a,BER, r>0

2. |z+il < |z-1]
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