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Resitve algebrai¢nih enacb
Spomnimo se pojma algebrai¢na enatba:

1

anx"+ap_1x"""+ ...+ ax+a =0,

kierjene N, a; € Cin a, #0.

Izrek
Visaka algebrai¢na enacba stopnje n > 0 ima vsaj eno
kompleksno resitev x € C.

Posledica
» Vsaka algebrai¢na enacba stopnje n > 0 ima natanko n kompleksnih

resitev (ne nujno razli¢nih).

» Ce so vsi koeficienti a; realni, potem kompleksne niéle nastopajo v
konjugiranih parih, tj. &e je a + i3, a, B € R, je resitev, potem je tudi
o — i resitev.

» Poljuben polinom P(x) = a,x" + an_1x" Y4+ ... 4 aix + ag ima razcep
P(x) = an(x — x1) ... (x — xn), kjer so xi, ..., x, resitve enatbe P(x) = 0.
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Naloga (Izpit 2, 2019/20)

1. RazloZite pojem polarni zapis kompleksnega $tevila in v polarnem zapisu

napisite formulo za potenciranje kompleksnega Stevila.

2. » Naj bo dana kompleksna ena&ba
anz"+an1z2" '+ ... +a1z+ao =0, kjer so an,...,a0 € R realna
Stevila, w € C\ R pa ena izmed njenih resitev. Pois¢ite Se eno
reSitev te enacbe in dokaZite, da gre res za resitev.
4 3 2
> Dz:)n.ajeenacfbc':)zﬁ—z——8i 17z _872_’_@:0' Na

s .18 9 16 9 144
spodnji sliki so narisane nekatere njene resitve. Narisite Se ostale.

(Namig: Ena&be vam ni potrebno resevati.)
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Koreni kompleksnega Stevila

n-ti koreni $tevila a € C so reSitve enatbe

Z = a.

» Enacbo zapisemo v polarni obliki:

‘Z’neimp _ ‘a‘eiArg(a)'

» Dobimo n razli¢nih reSitev:

- Arg(a)+2km
zy = +/|a| € B , k=0,...n-1

P Resitve leZijo na ogliscih pravilnega n-kotnika v kompleksni
ravnini.
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Zgledi

» Poi&imo in nari§imo vse z € C, za katere velja z° = 1.
» Pois¢imo in nari§imo vse z € C, za katere velja
(22 -2)(z*+i)=0.

» Poi¥timo 22021 25 7 = %

NAUK: polarno obliko uporabljamo pri potenciranju, korenjenju ter (v veliki
meri) pri mnoZenju.
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Naloga (Izpit 1, 2019/20)

» RazloZite pojem n-ti koren kompleksnega Stevila a € C. Navedite tudi
eksplicitne formule za izraun vseh n-tih korenov Stevila a € C.

» Naj bo n1 =2 in no = 6. Na levi sliki je eden od ni-tih, na desni pa eden
od np-tih korenov nekega kompleksnega stevila. Na skicah &im bolj
natanéno oznacite ostale korene, tj. ni-te na levi in ny-te na desni. Pri
tem mora biti jasno razvidno, kako ste jih dolocili. Upostevajte, da sta
sredis&i kroznic v to¢ki (0, 0).
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Zaporedja

Zaporedje je preslikava

N —- R
n — a,
Pisemo tudi:
(an)n = (a0, a1, a2, a3, . ...
n ...indeks

an ...n-ti &len zaporedja
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Zaporedja

Zaporedje lahko opisemo

» eksplicitno: a, = f(n), kjer je f : N — R neka preslikava.
Npr., a,=1zan>1

Kaj je splo3ni &len zaporedja:

0,

wIinN
W
all

N =

» rekurzivno:

» ag, ap1 = f(an), kjer je f : R — R neka preslikava, n >0
(enotlena rekurzija)

Npr.,
any1 =3a,+5, a =1
> ag,a1,...,ak 1, anik = f(@n, .-, anik_1), kjer je f : RK = R
neka preslikava, n >0  (k-Elena rekurzija)
Npr.,

an+1 = 2ap+ 3an—1+3ap—2, av=1, a1 =3, ax =4.
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Primer - rekurzivno zaporedje

V hranilniku ima$ en kovanec. Vsak dan naredimo naslednje: v
primeru, ko imas$ v hranilniku manj kot 10 kovancev, Stevilo
kovancev v hranilniku podvojimo, v nasprotnem primeru pa moras
ven vzeti 5 kovancev. Zapisi splosni ¢len zaporedja.

Naj bo b, $tevilo kovancev n-ti dan, pri ¢emer je zaletno stanje O-ti dan.

Potem je
b — 2bn71, ce je b1 < 10,
" bn_l — 57 ce je b,,_1 2 10.
Nekaj &lenov:
1,2,4,8,16,11,6,12,7,14,....

Vprasanje: Koliko kovancev je najve¢ lahko v hranilniku na nek dan?
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Primer - rekurzivno zaporedje

Stevilo 13 slovi kot nesre¢no $tevilo. Vsako %tevilo, ki v svojem
zapisu vsebuje 13, je tudi tako (113,1345,9813045,...). Naj bo t,
tevilo najvec n-mestnih Stevil, ki so nesre¢na. Zapisi rekurzivno
zvezo za t,.
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Geometrijski prikaz
> kot tocke na Stevilski premici,

» kot totke (n,an), n € N, v ravnini.
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Primeri zaporedij
1.a,=(-1)".neN
R

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1
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Primeri zaporedij

2.

3.

-1
a,,:in ,neN
n—+

aritmeti¢no zaporedje
» eksplicitni opis: a, =a+nd, a,d € R, ne N.

» rekurzivni opis: ag =ac R, a, 1 =a,+d, dec R, ne N,

geometrijsko zaporedje
P eksplicitni opis: a, = aq”, a,q € R, n€ N.

» rekurzivni opis: a9 = ac R, a,. 1 = a,q9, g R, nc .

Fibonaccijevo zaporedje
ao=1,a1=1, ap2=apn+ ans1

1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

1 2
ap =3, anZE an—1+a )
n—
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Grafi¢ni prikaz rekurzije

a =a, ant1=f(an)

» nari¥emo grafa y = f(x) in y = x,

» 33 nanesemo na x-o0s,

» (ap, f(ao)) = (a0, a1) je totka na grafu (x, f(x)) pri x = ap

» za vsak n,
» (a,—1,a,) je totka na grafu (x, f(x)),
> (ap, a,) je totka na isti vodoravno premici na grafu y = x,
>

(an, ant1) je totka na isti navpi¢ni premici na grafu y = f(x).
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Primer

a
a0 = 3, 3n+l:?n+1

y=X y=x/3+1

ad4alaz a_1 a_0=5
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Lastnosti zaporedij - omejenost

Definicija

Zaporedje (ap)n je navzgor omejeno, ¢e ima zgornjo mejo, to je
tako stevilo M € R, da jea, < M za vsakn € N.

Ce je zaporedje (an)n navzgor omejeno, potem najmanjo izmed
zgornjih mej imenujemo supremum zaporedja (a,), in oznaimo z
sup,, an-

Zaporedje (ap)n je navzdol omejeno, & ima spodnjo mejo, to je
tako stevilo m € R, da je a, > m za vsakn € N,

Ce je zaporedje (an)n navzdol omejeno, potem najvetjo izmed
spodnjih mej imenujemo infimum zaporedja (ap), in ozna¢imo z
inf,an.

Omejeno zaporedje je navzgor in navzdol omejeno.
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Lastnosti zaporedij - monotonost

Zaporedje je narascajoce, Ce je a, < a,.1 za vsak n € N, in je
padajoce, Ce je za vsak n € N.

Primer
Analiziraj omejenost in monotonost zapored;:

2
-1
1. b,,:n zan>1.
n

Cnh—1 . ey
2. ¢ch= "2 za n> 1 in zacetnim ¢lenom ¢ = 1.
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Limita zaporedja

Stevilo a € R je limita zaporedja (an)n, kar oznatimo z
a= lim a,,
n—oo

¢ za vsak - - 0 -obstaja tak indekss N « I, -da za vsaks n > N

velja [a —a, < -.

Neformalno: vsi €¢leni od nekje dalje so poljubno blizu limite a.

Stevilo NV je odvisno od ¢. Pri manjem & mora biti N ve¥ji.
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Limita zaporedja
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Limita zaporedja

Zaporedje (an)n je konvergentno, &e ima limito. Sicer je
divergentno.

Trditev
Ce je zaporedje konvergentno, potem je omejeno.

Kaj to pomeni (s stali¥¢a ratunanja)?
» - — ralunska natan&nost

> — od tu dalje so vsi €leni pri tej natanénosti enaki a
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Limita zaporedja - primeri

Primer
Razis¢i, ali imajo spodnja zaporedja limito:
1. ap,=(-1)"

2. bp=0.333...3
—_—

n

3. ¢p = % Od katerega &lena naprej so Eleni oddaljeni manj kot

0.01 od limite?
4. Prejsnjo tocko se da posplositi iz 2 na poljuben k > 0.
5 d,=¢e7"
6. f,=e¢e"
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Narascanje ter padanje preko vseh meja

Zaporedje (ap)n n
obstaja indeks

8¢a prek vsake meje, ¢e za vsak M €
© N, da za vsaks n > N weljas a,, > M.

Oznaka: limp_o ap = 0.

Opomba

Tako zaporedje ni konvergentno, saj nima limite!

prek vsake meje, &e za vsak M ¢
EN,WnZNq@Uﬁaan < —M.

Oznaka: lim a, = —c0.
n—oo

Zaporedje (ap)n p
obstaja indeks

Opomba

Tako zaporedje ni konvergentno, saj nima limite!
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