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Pravila za racunanje limit

Naj bo I|m ap=acRin lim bp=beR (a,b# +oo)l.

n—oo

» pravilo vsote: lim (a, + b,) =a+b
n—o0o

» pravilo produkta: lim a,b, = ab

n—oo

> pravilo deljenja: Ce je b, # 0 za vsak (dovolj velik) n in

b+#0, je
i a, a
im — = —
n—oo by, b
Izratunaj naslednje limite:
_ , (n+2)? . 246"\’
nler;o aap za poljuben a € R, n|l>n;o 3l nlLrgo 3161
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Racunanje limit

lzrek (o sendvitu)

Ce za vsak n € N velja a, < b, < ¢, in lim a, = lim ¢, = a, je
n—o0 n—o0

tudi

lim b, = a.

n—o00
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Pogoji za konvergenco monotonih zaporedij

lzrek (O konvergenci monotonih zaporedij)

P> Narascajoce zaporedje je konvergentno natanko takrat, kadar
je navzgor omejeno.

» Padajoce zaporedje je konvergentno natanko takrat, kadar je
navzdol omejeno

Izralunaj limite naslednjih zaporedij
1
l.ag=0, a,= E(an,1 +6),

2. by =2, bp= %(bﬁé).
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Stevilo e kot limita zaporedja

IzkaZe se, da je zaporedje

(02

konvergentno, njegova limita pa je e.
Dokaz konvergence b, (neobvezen, za radovedne):

b, je narastajoce:

" (n 1\* . n! 1
bo = ; (k) (E) B gk!(n—k)!?
_ < ln(nfl)-(nkarl):l_‘_

k! n-n----n k!
k=0 k=1

e RN CDICHECiry
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Stevilo e kot limita zaporedja

Dobimo:

R (D) ()

n+1
1 2 k—1
B () () ()

Primerjava istoleznih koeficientov, tj. pri istih k-jih, pokaZe, da je

bn < bn+1 .

b, je navzgor omejeno:

b, — 1_’_zzlnn—l “n—:—s—l

1 n 1 1_ l>n+1
_ 2 _
< 1+Zﬂ<1+Z§—1+71 ! =3
k=1 k=0
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Stevilo e kot limita zaporedja ]
Iz konvergence zaporedja b, = (1 + %) se da s pomogjo pravil za

racunanje limit izpeljati konvergenco zaporedja

1\—n
c,,:<1—7) .
n

. . 1\-n . n—1\-n
lim ¢, = lim (1—7) = lim ( )
n— 0o n— oo n n— oo n
. n n . 1 n—1 1
o nllmo(nfl) _nu»ngo(l—’_nfl) (1+n71)
= e-l=e

Pri funkcijah bomo videli, da velja celo

1 X
lim <1 + > =e.
x—to0 X

Odtod za k € Z s substitucijo x = ¢ sledi
k\n 1\ xk
lim (1+5) = Jim  (142)7 = e
n—00 n x—sign (k)-co X
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Definicija potence pri realnem eksponentu

Naj bo a > 0 pozitivno Stevilo in r € R realno Stevilo. Radi bi
definirali a"?

>

CejereN, potemjea’ =a-a-a.
——

r

CejercZ\N, potemjea’:%~é...§,
—_—

—-r

Cejer= % za n € N, potem je a" pozitiven x > 0, ki zados¢a x" = a. Iz

poglavja o korenih enote vemo, da x obstaja in je enoli¢en. Brez korenov
enote, bi dokaz obstoja in enoli¢nosti zahteval delo.

Cejer= = zanecNinmcZ, potem je a" enoli¢en pozitiven x > 0, ki

zadogta x" = a".

CejereR \ Q, potem izberemo zaporedje r, € Q z limr, = r in
definiramo a” := lim a™. Pokazati je treba, da desna limita res obstaja in
je neodvisna od izbire zaporedja r,...delo.
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Vrste
Vrsta je simboli¢na vsota:

oo
ao+al+a3+---+a,,+~-:Za,,.
n=0
Kje bomo pojem vrste potrebovali? Pri definiciji dolo¢enega integrala, pri

razvoju funkcij v Taylorjevo vrsto (klju€no orodje v numeri¢ni matematiki, da
sploh lahko karkoli izratunamo).

Kako smiselno definirati vsoto? Tako, da se$tevamo kon&no mnogo ¢&lenov
in ‘upamo’, da se stasoma rezultat ‘ne spreminja ve¢ kaj dosti’. Seveda se bo
rezultat spreminjal, &e bomo pri$tevali nenicelne &lene, tako da pojem ‘ne
spreminja ve¢ kaj dosti’ nadomestimo z ‘se vse bolj priblizuje neki vrednosti'.

Formalizirajmo zgornji premislek:

m-ta delna vsota vrste je enaka
Shn=at+arta+---+anm

Opazimo, da lahko zaporedje delnih vsot tudi rekurzivno definiramo:

SO = 4o, Sm+1 = Sm + dm+1- o



Vrste

[e.e]

Vrsta Z an je konvergentna, e je konvergentno zaporedje delnih
n=0
vsot S,,. V tem primeru je njena vsota njena enaka limiti

zaporedja Sy, tj.
o0
Zan = lim S5, =S.
— m—00
Vrsti, ki ni konvergentna, pravimo divergentna.

Trditev (Potreben pogoj za konvergenco)

Ce je vrsta E an konvergentna, potem velja lim a, =0.
n—oo
n=0

Obratno pa ne velja!

Analiziraj konvergenco naslednjih vrst:
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Geometrijska vrsta

oo
Zq":1+q+q2+...+q”+...
n=0

» Konvergenca je odvisna od kvocienta q:
> konvergira, &e je |q| < 1,
> divergira, &e je |g| > 1.

> Zalq|l <1je

o0

1
an:1+q+q2+“'+qn+“':i
n=0 a
< n __ M M+1 n _agM
> Zaq = aq +aq ++aq +..._1_q_

n=M

[e'e] "

oo
1
Izratunajmo vsoti Z 3 Z h
n=0 n=0
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