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Nedolo&eni integral

Definicija: Funkcija F: D — R je nedolo&eni integral ali primitivna funkcija
funkcije f na odprtem intervalu D, &e za vsak x € D velja

F'(x) = f(x).

Oznaka: F(x) = / f(x) dx. Opomba: To je le oznaka nedolotenega integrala,

ne pa definicija.

Primer. Ker je (x*)' = (5 4+ x?)’ = 2x, sta Fi(x) = x? in F2(x) =5 + x* oba
nedoloZena integrala funkcije f(x) = 2x.

Enoli¢nost. NedoloZeni integral je doloen le do konstante natanko. Ce je
F'(x) = f(x), potem

> je (F(x) + C)' = f(x) za vse konstante C € R,

> za vsak nedoloZeni integral G funkcije f velja G(x) = F(x) + C za nek
CeR.

Dokaz. |z G'(x) = F'(x) = f(x) za vsak x € D sledi (G — F)'(x) =0 za

vsak x € D. Ker je odvod v vseh to¢kah 0, je funkcija G — F konstanta
na D.
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Integrali elementarnih funkcij

/xo‘ dx
/Iogx dx
/eX dx
/ax dx
/cosx dx
/tanx dx
/ dx
cos? x

I

—x+ xlogx + C,

e+ C,

X

24
log a

sinx + C, /sinxdx:—cosx+C,

—logcosx + C,
tan x + C,
. d
arcsinx + C, / 1+XX2 = arctan x + C,
\/ax
arctan( NG

/ dx
ax2+ b

+C, ab>0.
Vavb
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Pravila za racunanje nedolocenih integralov

1. linearnost:

/ (F() + 8(x)) dx

/ af(x) dx

Primer (linearnost).

/(1—x2)2dx:/(1—2x2+x4)dx:/ldx—/(2x2)dx+/x4dx

X3 X5
=+GQ)-2 F+Q)+ (T +G)

/f(x) dx + /g(x) dx,

a/f(x) dx, acR.

23 X5
=x-: Z4cC
x3x+5+7

kjer so C1, (3, Gs, C € R konstante.
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2. vpeljava nove spremenljivke:
Naj bo F: D — R nedoloen integral funkcije f: D — R, tj.
F(x)' = f(x) zavsak x € R.
Naj bo u: D" — D taka odvedljiva funkcija, da je funkcija Fou: D' — R
definirana. Potem je F o u nedoloten integral funkcije (f o u)u’: D' — R,
tj.
(Fou)'(x) = f(u(x))u'(x) zavsak x € R.
Preverba. Velja

(Fou)(x) = F'(u(x))u'(x) = f(u(x)u'(x),
kjer smo v prvi enakosti uporabili pravilo za odvajanje kompozituma, v
drugi pa dejstvo, da je F nedololen integral f.

Uporaba.
» Zanima nas [ f(u(x))u’(x)dx.
» Denimo, da ne znamo izratunati [ f(u(x))u’(x)dx, znamo pa
izratunati [ f(x)dx.
Opomba. x v [ f(x)dx in x v [ f(u(x))u'(x)dx nista ista x-a. Sta
samo imenovanje spremenljivke funkcije f v prvem primeru oz.
funkcije (f o u)u’ v drugem primeru.
> Ceje F: D' — R nedoloten integral [ f(x)dx, potem je Fou
nedoloen integral [ f(u(x))u’(x)dx.
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Primer (nova spremenljivka).

2x 1 1
/ © dx:/ du:§|og\1+u|+cz|og|1+e2X|%+C

1+ e 2(1 + u)
=logv1+e*+ C,

kjer smo v prvi enakosti uvedli spremenljivko u = e2* in upo¥tevali
du = 2e*dx, v zadnji enakosti pa dejstvo, da je 1+ e* > 1 > 0 za vsak x € R.

3. integriranje po delih (per partes)
/u(x)v/(x) dx = u(x)v(x) — / v(x)u/(x) dx (1)

/udv:uvf/vdu.

Preverba. |z pravila za odvod produkta,
(uv)'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x), sledi, da je nedologen integral uv
funkcije (uv)" enak

(uv)(x) = / (u/(x)v(x) + u(x)v/(x)) dx
— W) dx+ [ u)v () o

S preoblikovanjem zadnje enakosti dobimo (1).

oziroma
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Primer (per partes).

kjer smo v prvi enakosti uporabili integracijo per partes z u(x) = x in

2%

V/(x) = . Torej je u'(x) =1in v(x) = .

Primer.
du 1/2 3 1
\/2X*5dX: \/E7:§ §U2 +C:§\/(2X*5)3+C,

kjer smo v prvi enakosti upo$tevali subsitucijo u = 2x — 5 in zato du = 2dx.

/cos( ) dx—/cosu2du—25|nu+C—2sm(2)+C

X

kjer smo v prvi enakosti upostevali subsitucijo u = 3 in zato du = %.

Primer.
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[ (5) o= feos (5)eos (3) = [ (1" (5)) o) o
:/(1—u2)2du:2(u—;> +C
=2(sn(3) -39 (3)) <
=29 (3) (135 (5)) +

kjer smo v drugi enakosti uporabili zvezo sin® 4 cos® = 1, v tretji enakosti pa

naredili substitucijo u = sin (%) in zato velja du = cos (%) <.

Primer.
/cos2 (§> dx = / 1(cosx—&- 1)dx = 1(sinx—&-x) +C
2 2 2 ’

kjer smo v prvi enakosti uporabili zvezo cos® x = %(cos 2x +1).

Primer.

dx
x+1

=log|x+ 1|+ C.
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Primer.

/ﬁdX:/(—%QJ dx

-1
:—Iog|x|+|og|x—1|+C:|og|X |—|—C7
kjer smo v prvi enakosti naredili razcep na parcialne ulomke.
Primer.
/ dx B / 1 x dx
x(x2+1) o x x241
= log | x| 7/;!—5 = log|x| 7%|og|u|+C
= log |x| — log(1 +X2)% +C= Iog¢ +C
x2+1 ’
kjer smo v prvi enakosti naredili razcep na parcialne ulomke
1 A Bx+C AR +1)+ (Bx+ CO)x
x(x2+1)  x  x24+1 x(x2+1)
(A+B)X* +Cx+ A

= T ) = A=1,B=-1,C=0,

v drugi enakosti pa substitucijo u = x> 4 1 in zato du = 2dx.
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Primer.

3 2 a2
/ X dX:/X(X +2x+2)—2x 2x dx

x2+2x+2 x2+2x+2
—2(x* +2x+2)+2x+ 4
= d d
/X X+/ x2 4+ 2x +2 X

2x + 4
— 7/2dx+/ 2+2x+2
-2
X+/ /X2+2X+2

-2 | 2| —————
x + log |u| + /(x+1) +1d

1
—2x+log|x’ +2x+2|+2 [ ———d
x + log |x° + 2x + 2| + /v2—|—1 v

— 2x + log |x* + 2x 4 2| + 2arctan v + C

—2x—|—|og(x2+2x+2)+2arctan(x+1)+ C,

S

kjer smo v Eetrti enakosti naredili substitucijo u = x* + 2x + 2 in zato
du = (2x + 2)dx, v Sesti pa substitucijo v = x + 1 in zato dv = dx.
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Primer.

/ (112052)2 :/ (1(+1X+2;2)12)dx_ 1+x2 / <1+x2)2

arcta dv
— arctanx — .

1+ tan2 v)2 cos? v
= arctan x — /cos V- 2

cos
1 /sin(2

— arctanx — /c052 v dv = arctan x — > (y + v) +C

1 (sin(2arctan x)
= arctanx — S\ 5 + arctanx | + C,

kjer smo v tretji enakosti naredili substitucijo x = tanv in zato dx = ﬁdv, v
etrti upodtevali identiteto 1 + tan® x = COS%X in v Sesti upostevali vrednost
J cos® v dv, kar se izpelje kot v primeru [ cos® £ dx zgoraj.

2x + 1 du 1
/X2+1dx:/T—F/mdx:Iog|u|+arctanx+C,

= log (x* + 1) + arctanx + C,

Primer.

kjer smo v prvi enakosti uporabili substitucijo u = x> 4+ 1 in zato du = 2xdx.
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Primer.
1
logxdx = xlogx — [ x- X dx = xlogx — x+ C,

kjer smo uporabili integracijo per partes z u(x) = log x, v/(x) = 1 in zato
u'(x) =1, v(x)) = x.

Primer. / € sin x dx.

Za kasnejso uporabo oznatimo | = [ €*sin x dx.

I—/exsinxdx:—excosx—|—/excosxdx

= —e“cosx + (" sinx f/ex sinx dx) = e*(sinx —cosx) — I + C,

kjer smo v prvi enakosti uporabili integracijo per partes z u(x) = e*,

v/(x) = sinx in zato u'(x) = €*, v(x) = —cosx, v drugi pa integracijo per
partes z u(x) = €, v/(x) = cosx in zato u'(x) = €*, v(x) = sin x.

Torej je 2] = €*(sinx — cosx) + C in zato

X

I = %(sinx—cosx)—!— C.
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Primer. / V1 —x2dx.

Ker je 0 < v/1—x2 <1, mora biti 0 < x* <1 o0z. —1 < x < 1. Zato lahko
naredimo substitucijo x = cos @, kjer je ¢ € [-F, T]. Sledi e
dx = —siny - dp. Zato velja:

/\/1—x2dx=—/\/1—c052<p-sin<pd<p:—/sin2g0d<p

:f/(lfcos%p) dnp:f§+%sin(2go)+C

1
_areeosx | =2 sin(2 arccos x) + C,
2 4
kjer smo v drugi enakosti upostevali, da je ¢ € [-75, 5] in zato sinp >0, v

Zetrti enakosti pa ponovno uporabili zvezo cos® p = %(cos 20+ 1).
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