MOC MNOZIC ali NAMOCIMO PRST V NESKONCNI OCEAN

Orodja

Kako definirati mo¢ neskon¢ne mnozice? Za konéne mnozice je odgovor enostaven: ¢e je A
konéna mnozica, je njena mo¢ |A| enaka Stevilu njenih elementov. Kako pa sploh lo¢imo konéne
mnozice od neskon¢nih?

Izkaze se, da Stetje elementov ni najboljsi nacin za ugotavljanje moc¢i mnozic. Pri konc¢nih
mnozicah resda izérpamo vso mnozico po istem Stevilu korakov ne glede na vrstni red Stetja
elementov. Pri neskonénih mnozicah temu ni tako. Ce naravna stevila iz mnozice vseh naravnih
stevil N jemljemo po vrsti 0, 1,2, 3, ... se zdi, da v neskoncnem Stevilu korakov pridelamo prazno
mnozico. Ce pa bi naravna Stevila odstranjevali v zaporedju 7,8,9,10, ..., se zdi, da nam jih
na koncu nekaj ostane. Se huje: ¢e jih odstranjujemo v zaporedju 1,3,5,7, ..., nam jih po
neskon¢énem casu Se vedno ostane neskonéno mnogo.

Stetje elementov torej ni pravi nacin za primerjanje moc¢i neskon¢nih mnozic. Naslonimo se
raje na preslikave med mnozicami.

Pravimo, da sta mnozici A in B enako mocni ali da imata isto moc, ¢e obstaja bijektivna
preslikava f : A — B. v tem primeru pisemo |A| = |B|. Ni se tezko prepricati, da velja
|A| = |A|, da iz |A| = |B| sledi |B| = |A|, ustrezni sta kar id4 in k f inverzna preslikava.
Ker je kompozitum bijektivnih preslikav znova bijektiven, iz |A| = |B| in |B| = |C| sledi tudi
Al =|C].

Kaj pa ¢e mnozici A in B nista enako moc¢ni? V tem primeru bijekcija med njima ne obstaja.
Da se pokazati!, da za poljubni mnozici A in B velja natanko ena od naslednjih treh moznosti:

(a) Obstaja bijektivna preslikava f: A — B.
(b) Obstaja injektivna preslikava f : A — B in nobena preslikava g : B — A ni injektivna.

(c) Simetricno, obstaja injektivna preslikava f : B — A in nobena preslikava g : A — B ni
injektivna.

Primer (a) smo obdelali, v tem primeru velja |A| = |B|. V primeru (b) pravimo, da je mnozica
B (po moé¢i) mocnejsa od mnozice A in pisemo |A| < |B|. V primeru (c) pravimo |A| > |B].
Uporabiti smemo tudi oznako |A| < |B|, ki pomeni —(|A| > |B|). To pomeni, da obstaja
injektivna preslikava f: A — B.

Nadalje pravimo, da je mnozica A neskoncna, Ce je enako mocna kot kaksna njena prava

podmnozica. In, ¢e mnozica ni neskonéna, je koncna.

Ce je mnozica A konéna, potem oznaka |A| = n pomeni, da je A enako moc¢na kot mnozica
{1,...,n}. Omenjeno dejstvo pa lahko preberemo tudi kot A ima n elementov.

Lahko se prepricamo, da se dosedanje definicije strinjajo z naso predstavo o moc¢i konc¢nih
mnozic. Namre¢, ¢e sta A in B kon¢ni mnozici in velja |A] = n in |B| = m ter |A| < |B|
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(obstaja injektivna preslikava iz A v B), potem velja tudi n < m (Stevilo elementov mnozice A
je manj3e ali enako stevilu elementov mnozice B).

Z uporabo Dirichletovega principa moremo pokazati:
Izrek 1 |A| < |B| v primeru, ko je A kon¢na in B neskoncna mnoZica.

Dokazujemo s protislovjem. Denimo, da velja nasprotno, |A| > |B|. Potem obstaja injektivna
preslikava f : B — A. Ker je B neskonéna, naj bo g : B — B’ bijekcija, kjer je B’ prava
podmnozica B. Tedaj je fogo f~! injektivna preslikava iz Z; v Z;, ki ni surjektivna. Omenjeno
preslikavo lahko razsirimo do injektivne a ne surjektivne preslikave h : A — A s predpisom

_Ja,cead Zy
hla) = { Fla(f\(a))) e a € Z;

To pa je v protislovju z Dirichletovim principom. |

Potrebovali bomo Se naslednje orodje, navedimo ga brez dokaza.

Izrek 2 [CANTOR-BERNSTEIN] MnoZici A in B sta enako mocéni natanko tedaj, ko obstajata
ingektiong preslikavi f ©: A — B ing: B — A.

Ce je f bijekcija med mnozicama A in B, potem je f, f~' par ustreznih injektivnih preslikav.
Vendar je bijektivno preslikavo med mnozicama A in B v¢asih tezko najti, medtem ko par injek-
tivnih preslikav pois¢emo igraje. Premisli tudi, kaj Cantor-Bernsteinov izrek pove v primeru,
ko sta A in B kon¢ni mnozici. Kaksna je v tem primeru preslikava g o f iz lzreka 27

Omenimo $e, da je obstoj injektivne preslikave f : A — B enakovreden® obstoju surjektivne
preslikave g : B — A. Naj bo f : A — B injektivna preslikava in a € A. Surjektivno preslikavo
g : B — A lahko opisemo s predpisom

_Joa, ceb¢g Zy
g(b)_{a’, cebe Zyinje f(a') =0b.

V primeru, ko je g : B — A surjektivna, pa injekcijo f : A — B dobimo tako, da za f(a)
izberemo katerikoli element iz praslike g~ ({a}).

Za konec prvega razdelka navedimo $e eno (intuitivno o¢itno) lastnost neskonénih mnozic.

Trditev 3 Naj bo A neskonéna mnoZica in ag, ay, . . ., a, njeni elementi, pri cemer je n naravno
tevilo. Potem je mnoZica A\ {ag,a1,...,a,} neprazna, $e vec, neskonéna.

Poten¢éna mnozica

Takoreko¢ prototip rezultata o mo¢i mnozic je naslednji izrek.

Izrek 4 Naj bo A poljubna mnoZica in PA njena potencna mnoZica. Velja |A| < |PA|.
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Ce je A konéna mnozica, je PA tudi koncna, in ¢e je |A| = n, potem je |PA| = 2" Za
dokaz Izreka 4 v primeru kon¢nih mnozic je potrebno pokazati, da za vsa naravna Stevila velja
neenakost n < 2". Poskusite sami, morda z indukcijo in zelo grobim ocenjevanjem.

Zgodba je v primeru neskon¢énih mnozic popolnoma drugacna. Pokazati je potrebno, prvi¢, da
obstaja injektivna preslikava f : A — PA in, drugi¢, da nobena preslikava f' : PA — A ni
injektivna. Alternativno smemo pokazati, da ne obstaja surjektivna preslikava g : A — PA.

Prvi del je relativno enostaven. Definirajmo preslikavo f : A — PA s predpisom f(a) = {a}.
Vsakemu elementu mnozice A priredimo singleton, mnozico z enim elementom, ki vsebuje
natancno doti¢ni element.

Drugi del dokazujemo s protislovjem. Privzemimo, da je g : A — PA surjektivna. Vsakemu
elementu a € A ustreza njegova g-slika, g(a) C A. Pravimo, da je a € A slab, ¢e a € g(a),
podobno re¢emo, da je a € A dober, ¢e a € g(a). Z S oznac¢imo mnozico vseh slabih elementov,
S C A. Ker je g surjektivna preslikava obstaja s € A za katerega je g(s) = S.

Kaksne sorte pa je s € A? Je dober ali slab? Ce je s slab, potem s € S, ker je S mnozica slabih
elementov. Toda potem je s tudi dober, ker s € g(s) = S. Ce pa je s dober, potem mora biti
vsebovan v svoji g-sliki g(s). Ampak, ker je g(s) = S mnozica slabih elementov, je s tudi slab.
Protislovju se ne moremo izogniti, torej je nasa predpostavka, da obstaja surjektivna preslikava
g : A — PA napacna.

Dokaz Izreka 4 je s tem zakljucen. |
Uf. Ce si predstavljamo zaporedje neskonénih mnozic N, PN, PPN, PPPN, PPPPN,... je

vsaka naslednja po moci mocnejsa od prejsnih. Razdelek sklenimo s tezo. Obstaja neskonéno
mnogo razlicnih neskoncnosti in ena je vecja od druge.

Stevne mnozice

V tem razdelku bomo po moci primerjali nekaj dobro znanih stevilskih mnozic: N, Z in Q. Zdi
se nam, da je naravnih Stevil manj kot celih, le-teh manj kot racionalnih in slednjih manj kot
vseh realnih Stevil, ze zato, ker velja N C Z C Q C R. V splosnem, ce je A C B, potem je
|A| < |B|, saj je vlozitev i : A — B, i(a) = a, injektivna preslikava.

Trditev 5 |N| < |Z| < |Q| < |R].
Pravo vprasanje, ki si ga je potrebno zastaviti pa je, (samo kot primer) ali je |[N| = |Z] ali pa
morda |N| < |Z|.

Poskusimo poiskati injektivno preslikavo z : Z — N. Z nekaj premisleka ni posebej tezko.
Denimo, da negativna stevila preslikamo v soda stevila, pozitivna Stevila pa v liha Stevila. Bolj

natancno
“(z) = —2x, cex <0
)l 22—1, cex >0

je iskana injektivna preslikava. Po Cantor-Bernsteinovemu izreku (Izrek 2) je |N| = |Z|. Omen-
jeno dejstvo niti ni tako presenetljivo. Preslikava z : Z — N je celo bijekcija. Vsa cela stevila
smo presteli (preslikali v naravna stevila) v naslednjem vrstnem redu 0,1, —1,2,—-2,3, -3, ...

V resnici velja celo naslednja, nekoliko presenetljiva, trditev. Tudi racionalnih Stevil v resnici
ni ni¢ ve¢ kot naravnih stevil.



Trditev 6 |N| = |Z| = |Q|

Zelimo poiskati surjektivno preslikavo ¢ : Z — Q. Zaceli bomo z iskanjem surjektivne preslikave
gt : Nt — QFf, kjer je Qt ={z € Q | = >0} in N* = N\ {0}. Vsako strogo pozitivno
racionalno stevilo lahko zapiSemo kot ulomek dveh strogo pozitivnih naravnih stevil. Pare
(ulomke) naravnih stevil uredimo v neskoné¢no tabelico.
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Elemente tabelice 1 uredimo po diagonalah — narascajocih vsotah stevca in imenovalca —

112123123412

172717372717473727175747"'7
kar definira surjektivno preslikavo ¢* : Nt — Q.

Surjektivno preslikavo, ki zakljucuje dokaz Trditve 6, q : Z — Q potem zapisemo takole:

qt(x), cex >0
q(x) =¢ —q¢"(—x), cex<0
0, cex =10
Omenimo Se, da preslikava ¢ ni bijektivna, saj velja ¢*(2) = % in tudi ¢*(12) = % = % [

Pravimo, da je mnozica A stevno neskoncéna, Ce je njena mo¢ enaka moci mnozice naravnih
stevil N. Mnozice N, Z in QQ so stevno neskonc¢ne. Nadalje, pravimo, da je mnozica A stevna, ce
je ali kon¢éna ali Stevno neskoncna. Mnozica A je mestevna, ¢e ni Stevna. TakSna je na primer
mnozica PN.

Z metodo diagonalnega Stetja (Stetje v tabelici (1)) zmoremo pokazati naslednji izrek.

Izrek 7 Naj bo A = {A; | i € I} Stevna druZina Stevnih mnoZic: I naj bo Stevna indeksna
mmnoZica in za vsak indeks i € T naj bo A; Stevna mnoZica. Potem je

Ua=J4
€L

Stevna mnozica.

Kot smo ze omenili dokaz poteka z diagonalnim Stetjem. Surjektivno preslikavo f: N — |J.A
konstruiramo s prestevanjem (1) podobne tabelice.

Za vsako izmed mnozic A; z f; oznaCimo bijektivno preslikavo f; : N; — A;, kjer je N; ali
N ali pa mnozica {0,...,n;} pri nekem n; € N. Elemente mnozic A; znova zlozimo v (morda
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neskoncno) tabelico. Ker je tudi Z stevna z i : Nz — Z oznac¢imo izbrano bijekcijo med mnozico
(morda ne vseh) naravnih stevil in Z.

fi(0)  fioy(1) fi0)(2) fiw(3) fiwy(4) fiow(d) ..
fin(0) fim(D) finy(2) fiy(3) fiyd) fiy(5) .
fio(0) finy (1) fie)(2) fix(3) fin4) fin(d) ..
fi3(0)  fin(1) fin)(2) fizy(3) fizy(4) fiz(B) .. (2)
fiw(0)  fiw() fiw(2) fiw3) fiw@) fin(d) ..
fi(0) fisy (1) fi5)(2) fi»(3) fis)(4)  [fis(5) ..

Pazi, tabelica (2) morda nima neskontno mnogo vrstic, ravno tako niso nujno vse vrstice
neskonéno dolgo. |

Kot posledico Izreka 7 navedimo naslednji trditvi.

Trditev 8 Naj bosta mnozici A in B stevni. Potem je tudi A X B $tevna. Za vsako naravno
gtevilon je A" = AX A X --- x A (n faktorjev, vsi enaki A) tudi Stevna mnoZica.

Ocitno je |A| = |A x {bo}|. Kartezi¢ni produkt A x B lahko zapisemo kot $tevno unijo $tevnih
mnozic
AXB= U A x {b},

beB

kar je po Izreku 7 Stevna mnozica.

A? = A x A je po ravno dokazani lastnosti Stevna. Za visje eksponente dokazujemo induktivno:
A" = A1 x A je kartezi¢éni produkt dveh stevnih mnozic. [

Trditev 9 Druzina vseh konénih mnozic naravnih stevil je Stevna.

Ozna¢imo opisano mnozico z K. Mnozico K lahko zapisemo kot (Stevno) neskonéno unijo

K= GON”,

kjer N,, oznacuje druzino vseh mnozic naravnih Stevil z natanko n elementi. Po Izreku 7 je
dovolj pokazati, da je pri poljubnem n € N tudi mnozica N,, Stevna.

Ni¢ lazjega, uporabimo Trditev 8. Ce stevila v mnozici naravnih stevil z n elementi uredimo po
velikosti, dobimo urejeno n-terico naravnih stevil. Na tak nacin definiramo injektivno preslikavo
iz N, v N". Zato je N,, stevna in dokaz je koncan. [ |

Na podoben nacin pokazemo, da je tudi koncnih zaporedij naravnih stevil “le” Stevno mnogo.

Prepisimo Se Trditev 3 v jezik Stevnih mnozic.

Trditev 10 Vsaka neskonéna mnoZica A vsebuje stevno neskoncno podmnozico A’ C A.



NesStevne mnozice

V matematiki veljajo neStevne mnozice za velike, neobvladljive. Toliko bolj se jim radi izognemmo
pri racunalnistvu. V teoriji mnozic pa se prava zabava zacne Sele z neStevnimi mnozicami.

V tem razdelku bomo pokazali, da je mnozica realnih stevil R, za razliko od N, Z in QQ, nestevna.
Najprej pa se moramo dogovoriti, kaj sploh so realna Stevila.

Omejimo se za zacetek na interval I = [0,1). Vsako realno stevilo z € I lahko zapisemo z
neskoncnim zaporedjem decimalk. Decimalni zapis Stevila x je enoli¢en, ¢e zahtevamo, da v
zaporedju decimalnih cifer od nekega mesta naprej ne nastopajo same devetice. Vemo namrec,
da je 0,399999 = 0,400000. Navedimo naslednjo trditev:

Trditev 11 Vsako realno stevilo x € [0,1) lahko na enolicen nacin zapisemo kot decimalno
stevilo
r = 0,29x1T9x324T5%¢ . . .,

kjer so decimalne cifre xg, x1, 2, ... € {0,1,2,3,...,9} in je neskonéno mnogo decimalnih cifer
razlicnih od 9. Pri tem bomo koncéno decimalno stevilo nasledili z neskoncnim zaporedjem nicel.

Nasih deset prstov je v resnici razlog, zakaj realna stevila zapisujemo z decimalno Stevilko.
Kot racunalnicarji se raje odlo¢imo za zapis v dvojiskem sistemu, z dvojiskimi ciframi za
celostevilsko (in ne decimalno) vejico:

Trditev 12 Vsako realno stevilo x € [0,1) lahko na enolicen nacin zapisemo v dvojiskem
stevilskem sestavu
Tr = 0,b0b1b2b3b4b5b6 < (2) s

kjer so dvojiske cifre by, by, bs, ... € {0,1} in je neskonéno mnogo dvojiskih cifer razliénih od 1.

V dvojiskem zapisu, podobno kot v desetiskem, velja 00111115 = 0,L100000().

Trditvi 11 in 12 bomo uporabili, da pokazemo naslednji izrek.
Izrek 13 MnoZici [0,1) in PN sta enako mocni.

Poiscimo najprej injektivno preslikavo iz [0,1) v PN. Izberimo poljubno stevilo x € [0,1) in
ga zapisimo v dvojiskem sestavu z = 0,00b1b203b4b5bs . . .(2) kot opisuje Trditev 12. Mnozico
A, C N, sliko realnega stevila z sestavimo v skladu dvojiskimi ciframi stevila z. Ce je b, = 1,
naj n € A; ¢e pa je b, = 0, potem naj n ¢ A,. Tako definirana preslikava iz [0,1) v PN je
injektivna.

Kaj pa injektivna preslikava iz PN v [0,1). Podmnozico A C N znova opisemo z zaporedjem
nicel in enic xg, T1, T2, T3, T4, . ... Pritem x,, = 1 pomeni, dan € A, in, analogno, iz x,, = 0 sledi
n ¢ A. Realno stevilo z4 € [0, 1), sliko mnozice A, pridelamo, ¢e 0,29z 2223 . .. interpretiramo
kot decimalno §tevilo (pazi: v desetiskem sistemu). Tako definirana preslikava je injektivna.

Po Izreku 2 velja [PN| = |[0,1)]. [

V literaturi mnogokrat zasledimo naslednji dokaz dejstva |N| < |[0,1)].
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Denimo, da obstaja surjektivna preslikava f : N — [0,1). Torej je z, = f(n) realno stevilo
iz intervala [0,1). Omenjena Stevila zapisimo v decimalnem zapisu v skladu s Trditvijo 11 in
zlozimo v stolpec:

o = 0,200%0120203L04T05L06 - - -

r1 = 0,210011212713014015T 16 - - -

Ty = 0,290T21T22T23T24T25T 26 - - -

r3 = 0,230731032733734035236 - - -

Ty = 0,240741042043044T45% 46 - - - (3>

x5 = 0,250751 0527535405556 - - -

e = 0,T60T61762T63L64T65L66 - - -

Definirajmo novo zaporedje cifer:

] 0, cewxp, >0
Yn = 1, ¢cexp, =0

Decimalno stevilo y = 0,yoy192¥s - . . ne vsebuje neskonénega zaporedja devetic in se od vsakega
x, (n € N) razlikuje v vsaj eni decimalki. Zato za vse n € N velja y # x,,. To pa je v protislovju
z dejstvom, da je f surjektivna preslikava. |

Ravnokar uporabljeni metodi dokazovanja pravimo tudi diagonalni argument. Pozoren bralec
bo opazil analogijo z dokazom Izreka 4.

Z naslednjim izrekom primerjamo po moci razliéne vrste intervalov.

Izrek 14 Ce je a < b, potem so mnoZice (a,b), [a,b), [a,b], (a,00), [a,00) in (—o0,00) = R
enako mocne.

Izberimo poljubni realni stevili a,b € R, pri ¢emer naj bo a < b. Zaradi vsebovanosti mnozic
velja
|(a,b)] < [[a, )] < |[a,b]] < [[a,00)] <R. (4)

Po drugi strani je preslikava arctan : R — (—7 /2, 7/2) bijekcija, zato velja |[R| = |(—7/2,7/2)].
Nazadnje pridelamo bijektivno preslikavo iz (—7/2,7/2) v (a,b) s predpisom

b—a s
T -<m+—>+a.
7T 2

Torej lahko znake < v zvezi (4) nadomestimo z enakostmi = in dokaz Izreka 14 je zakljucen.l

Kaj lahko povemo o kartezi¢nih produktih v primeru realnih stevil? Ni presenetljivo, podobno
kot v primeru naravnih stevil, velja naslednja trditev.

Trditev 15 Mnozici R x R in R sta enako mocni. Se vec, za vsako naravno Stevilo n > 1 je
IR"[ = [R].

Upostevamo, da je |[0,1)| = |R|. Bralcu prepustimo drugi del dokaza, ki ga izdelamo natanko
tako kot v dokazu Trditve 8. Za dokaz prvega dela je potrebno premisliti, da je |[0,1) x [0,1)| =
[0, 1)].



Dovolj je pokazati, da obstaja injektivna preslikava ¢ iz kartezicnega produkta [0,1) x [0, 1)

v [0,1). Urejen par realnih Stevil (z,y) zapisimo z decimalkami =z = 0,zoxi2923..., ¥y =
0,9%0Y1Y2Ys - - . in ga preslikajmo v realno stevilo z = 0,x0y0x1y1202y223y3 . ... Tako definirana
preslikava je injektivna in dokaz je koncan. [

Mnozice preslikav

V tem razdelku si nas bo zanimala mo¢ druzine preslikav |AZ|. Za pozabljive, z AP oznacimo
mnozico preslikav {f | f: B — A}. Ce ima mnozica A en sam element, je |A?| = 1 pri vsaki
neprazni mnozici B.

Ze malo veéja zaloga vrednosti popolnoma spremeni situacijo.
Izrek 16 Za poljubno mnoZico B je |{0,1}2| = |PB|.

Vsaki mnozici B' C B namre¢ ustreza karakteristicna preslikava xp : B — {0, 1}. |
Zaporedje naravnih stevil (a,)nen ni ni¢ drugega kot preslikava a : N — N pri ¢emer namesto
a(n) najveckrat pisemo a,. Koliko pa je vseh zaporedij naravnih stevil, elementov mnozice NN?

Trditev 17 |NY| = |PN| = |R|.

Izrek 16 trdi |[PN| < |NY|; saj lahko vsako podmoZzico N opazujemo kot zaporedje, katerega vsi
¢leni so 0 ali 1. Po drugi strani pa lahko vsako zaporedje naravnih stevil skrijemo v eno samo
realno Stevilo z intervala [0, 1). Kako?

1,2,0,2,4,3,6,1,... — 0,010011001000010001000000101 ... (5)
Poskali smo torej injektivno preslikavo PN — NN in injektivno preslikavo NY — [0,1). S
sklicem na Izrek 13 je dokaz koncan. |

Navedimo Se neposredno posledico Izreka 16 in Trditve 17.

Posledica 18 Za vsako stevno mnoZico A, ki ima vsaj dva elementa, je |AY| = |PN].

Kaj pa zaporedja realnih stevil? Kaksna je mo¢ mnozice RN?

Trditev 19 |RY| = |R|

Ker je |R| = |[0,1)| lahko opazujemo zaporedja realnih stevil s ¢leni iz intervala [0,1). Vsako

realno Stevilo z € [0, 1) lahko preslikamo v konstantno zaporedje z,z,z,x,z, ..., kar porodi
injektivno preslikavo iz [0, 1) v mnozico [0, 1)N.



Injektivno preslikavo iz [0, 1)Y v [0,1) pa konstruiramo z reciklirano idejo. Izberimo zaporedje
stevil xg, x1, X2, x3, ... in jih zapiSimo kot decimalna Stevila.

To = 0,200%01T02T03T04T05T06 - - -

r1 = 0,210711212213014015% 16 - - -
o = 0,220T21022T23%24T25T 26 - - -
r3 = 0,030731732033734 35236 - - -
Ty = 0,040041 042043044045 46 - - . (6)
x5 = 0,250751 0520535405556 - - -

T6 = 0,760T61T62T63T64T65L66 - - -

Iz taksnega zaporedja po diagonalah preberemo eno samo realno Stevilo
r = 0,200%10T0122011L02L30L21L12203 - - - -

Enostavno se prepricamo, da v zapisu Stevila x ne nastopajo skoraj same devetice. Tudi ta
preslikava iz [0, 1)Y v [0, 1) je injektivna. |

Razdelek koncajmo s preslikavami iz mnozice realnih stevil. Koliko je preslikav iz R v N in
koliko je preslikav iz R v R? Gotovo vsaj toliko kot preslikav iz R v {0,1}. Po Izreku 16 je
slednja mnozica enako mocna kot PR.

Izrek 20 |NF| = |R®| = PR (= [{0, 1}¥|)

Zaradi vsebovanosti {0, 1}* C N® C R je dovolj poiskati injektivno preslikavo R® — {0, 1}¥.

Vsaka realna preslikava f : R — R je relacija v R, resda posebne vrste. Vsaka relacija v R je
podmnozica kartezi¢nega produkta R x R, ki jo lahko enac¢imo s preslikavo iz R x R v {0, 1}.
Ker pa obstaja bijekcija med R in R x R, glej Trditev 15, obstaja tudi bijektivna preslikava iz

{0, 1V2% {0, 1}F,

Kompozitum omenjenih preslikav porodi injektivno preslikavo iz R® v {0, 1}%. |

Utrinek iz teoreti¢nega racunalnistva

Vsak program v vasem priljubljenem programskem jeziku (denimo C, C++, Java, ipd.) lahko
zapisemo kot konc¢no zaporedje nicel in enic. Denimo z ASCII kodami znakov. Konc¢nih za-
poredij nicel in enic pa je le stevno mnogo. Glej Izrek 7 in upostevaj, da je zaporedij nicel in
enic dolzine n natanko 2", kar je kontno mnogo.

Izrek 21 MnoZica sintakticno pravilnih C-jevskih (vstavi svoj priljubljeni programski jezik, ce
ti C ne ustreza) programov je Stevno neskoncna.

Realno stevilo je izracunljivo, ¢e ga lahko izra¢unamo (na primer izpisemo) v idealiziranem
racunalniku (modelu racunanja) s C-jevskim programom (ali programom napisanim v katerem-
koli drugem jeziku).



Obstojeci racunalniki so za nase potrebe premajhni. Vsak izmed obstojecih ra¢unalnikov (ali
pa vsi skupaj) imajo na voljo samo konéno mnogo spominskih celic in vanje lahko shranimo
samo koncno mnogo C-jevskih programov. Naj nam idealni racunalnik — model racunanja —
pomeni rac¢unalnik, ki mu nikoli ne zmanjka spomina.

Vseeno pa zahtevamo, da C-jevski program vsebuje samo kon¢no mnogo znakov kode.

[zracunati Stevilo pomeni izpisati ga na ekran, pri ¢emer dovolimo neskonc¢no dolgo trajajoce
izpisovanje posameznih decimalk tega Stevila.

Toda samo nekateri C-jevski programi izpisejo (izpisujejo) realno stevilo. Vseeno je tudi taksnih
Stevno neskonc¢no. Ker pa je realnih stevil nestevno mnogo, lahko sklenemo.

Izrek 22 Obstajajo neizracunljiva realna stevila.

Kaj obstajajo. “Velika vec¢ina” realnih stevil je neizracunljivih.

Vprasanja za zvedave

Za ogrevanje pokazi naslednjo trditev.

(0) Naj bo A stevno neskonéna mnozica in B $tevna mnozica. Potem je tudi A U B stevno
neskonc¢na mnozica.

V prejsnjih razdelkih smo pokazali, da je druzina vseh podmnozic mnozice naravnih stevil
nestevna. Prav tako smo pokazali, da je kon¢nih podmnozic mnozice N samo $tevno mnogo.
Navedimo pa nekaj vprasanj iz viesnega prostora, prvo je le za ogrevanje.

(1) Naj bo A= {A; | i € I} druzina podmnozic naravnih $tevil, ki so paroma disjunktne:
A;NA; =0, cejei#j. Je lahko A nestevna ali je v vsakem primeru stevna?

(2) Naj bo A = {A; | i€ Z} druzina podmnozic naravnih Stevil, pri ¢emer so preseki po
dveh mnozic iz druzine kon¢ni, pa vendar omejeni po Stevilu elementov. To pomeni, da
obstaja n € N, da za vsak par razli¢nih indeksov i, j € Z velja |4; N A;| < k. Je lahko A
nestevna ali je v vsakem primeru stevna?

(3) Se tretje vprasanje. Znova naj bo A = {A; | i € T} druzina podmnozic naravnih §tevil,
pri cemer so preseki po dveh mnozic iz druzine konéni. To pomeni, da je za vsak par
razli¢cnih indeksov i, j € 7 mnozica |A; N A;| konéna. Je v tem primeru lahko A nestevna
ali je nujno stevna?

Pri dokazovanju, da sta mnozici enako mocni, smo v kar nekaj primerih uporabili Cantor-
Bernsteinov izrek in poiskali med mnozicama par injektivnih preslikav namesto ene bijekcije.
Bi slo morda brez tega orodja?

(4) Poisci bijektivno preslikavo iz (0,1) v [0, 1). Taksna preslikava gotovo ne bo elementarna.

(5) Ali je preslikava g : [0,1)x[0,1) — [0, 1), definirana v zadnjem odstavku dokaza Trditve 15
celo bijektivna?
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(6) V literaturi poiséi dokaz Cantor-Bernsteinovega izreka.

Se morda spremeni mo¢ mnozice, ¢e namesto mnozice realnih preslikav R® opazujemo mnozico
realnih funkcij. Ali pa opazujemo podmnozico mnozice vseh realnih preslikav?

(7) Koliksna je mo¢ mnozice vseh realnih funkcij? Se mo¢ mnozice res strogo poveca, e
poleg realnih preslikav (realne funkcije z definicijskim obmoc¢jem enakim R) v mnozico
pridruzimo Se taksne funkcije, katerih definicijska obmocja so prave podmnozice R?

(8) Kaj pa mnozica vseh relacij v R? Kaksna je njena moc¢? Je enaka moc¢i mnozice PR ali
je celo mocénejsa? Smo na to vpraSanje ze odgovorili?

(9) Kaksna pa je mo¢ mnozice {f | f:R — R in f zvezna}? Kako pa bi opisal zvezno (in
povsod definirano) funkcijo? So funkcijske vrednosti zvezne funkcije ¢isto poljubne ali pa
morda med njimi veljajo kaksne zveze?
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