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Doloceni integral

» Naj bo f: [a, b] — R funkcija. Radi bi izra&unali plo&¢ino obmo&ja med
x-osjo in grafom y = f(x) na intervalu [a, b].

» Interval [a, b] razdelimo na n intervalov [xk, xk+1], k =0,1,...,n—1,
a=x<x1<...<xp,=>b.

Ozna&imo Sirino k-tega intervala [xk,l,xk] z 0k = Xx — Xk—1. lzberemo
vmesne totke na vsakem od intervalov ¢k € [xk—1, xk] in definiramo
Riemannovo vsoto

lr({x0,...,xn}: {c1,...,cn}) = Z f(ck)ok.-
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Ce je funkcija f zvezna in pozitivna, je v limiti, ko gre n — oo, je stolpZast lik
&edalje bolj podoben liku pod grafom.

7¢’F —
A AT
a b a b
n=2 n=5
a b a b
n=15 n=30

Doloten integral funkcije f : [a, b] je 3tevilo | € R, za katerega velja, da za
vsak € > 0 obstaja § > 0, tako da za vse Riemannove vsote
le({x0y. .., %}, {c1,...,cn}), ki zados¥ajo dx < & za vsak k =1,...,n, velja

[lr({x0, .- s Xa},{c1,...,cn}) — 1| <e.

a a b
Posebej definiramo / f(x) dx =01in / f(x) dx = f/ f(x) dx.
a b a
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Funkciji f : [a, b] — R, za katero doloZen integral /| € R obstaja, pravimo
integrabilna funkcija. Integral | pa oznatimo z fab f(x) dx.
Trditev. Ce je funkcija f : [a, b] — R integrabilna, potem je omejena.

Dokaz. Ce f ne bi bila omejena, potem bi za poljubno delitev
a=xp<x1<...<xp,=bintervala [a, b] in poljubno Stevilo N € N obstajala
totka ck, ki bi zados¢ala, da je f(ck)dk > N. To pa pomeni, da zaporedja
le({x0,--.,%n},{C0,--.,Cn}) ne konvergirajo z 5« — 0. To pa je protislovje.
Trditev. Naj bo f : [a, b] — R funkcija. Velja:

» Ce je f zvezna, potem je integrabilna.
» Ce je f monotona, potem je integrabilna.

» Naj bo m = inf{f(x): x € [a, b]} in M = sup{f(x): x € [a, b]}. Naj bo
g : [m, M] = R zvezna funkcija. Ce je f integrabilna na [a, b], potem je
g o f tudi integrabilna na [a, b].

Posledica. Naj bo f : [a, b] — R integrabilna funkcija. Potem so na [a, b]
integrabilne tudi funkcije ", n € N, in |f|.

Dokaz. Ce za g v zadnji alineje prejénje trditve vzamemo g(x) = x”,
sklepamo, da je " integrabilna. Ce pa vzamemo g(x) = |x|, sklepamo 3¢, da je
|f| integrabilna.
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Trditev. Naj bosta funkciji f, g : [a, b] — R integrabilni. Potem so integrabilne
tudi funkcije f + g, Af za vsak A € R in fg.

Trditev. Naj bosta funkciji f, g : [a, b] — R integrabilni. Velja
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J(F() + g(x)) dx = [} F(x) dx + [, g(x) dx.

fab af(x) dx = ozfab f(x) dx za vsak o € R.

|2 F(x) x| < [21F()] dx.

[ f(x) dx = [ f(x) dx + [© f(x) dx za vsak c € [a, b].

Ce je f(x) > 0 za vsak x € [a, b], potem je fab f(x) dx > 0.

Ce je f(x) < g(x) za vsak x € [a, b], potem je bF(x dx < b g(x) dx.
je f(x) < g(x) [a, b], potem je [] .8

Ce je f liha, je [7 f(x) dx =0.

Ce je f soda, je [7 f(x) dx =2 [ f(x) dx.

Ce je m = min{f(x) | x € [a, b]} in M = max{f(x) | x € [a, b]}, je
b
m(b—a) < / f(x) dx < M(b — a).

5/18



/veza s plos¢ino

Naj bo f : [a, b] — R integrabilna funkcija in Py plos¢ina dela grafa nad osjo x
in P, plo¥¢ina grafa pod osjo x. Integral je enak predzna&eni plos&ini, tj.

b
/ f(x) dx = Py — P,.

Plostina med grafoma y = f(x) in y = g(x), kjer je f(x) > g(x) za x € [a, b],
je enaka

b
P [ ()~ g(x) o
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Povpretna vrednost funkcije

Povpretna vrednost funkcije f na intervalu [a, b] je

1 b

1 je viSina pravokotnika z osnovnico [a, b], ki ima plos¢ino enako kot obmogje

pod grafom y = f(x).
1+

N

3
/g

I
n
2 4

IS

0
Izrek Ce je funkcija f(x) na [a, b] zvezna, obstaja taka totka c € [a, b], da je

f(c) = p in zato

F(c) = bia/ F(x) dx.
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Zveza med dolo¢enim in nedologenim integralom

Osnovni izrek integralskega racuna: Naj bo f : [a, b] — R integrabilna.
Potem velja:

1. Funkcija F : [a, b] — R, definirana s predpisom

F(x) :/ f(t) dt,
je zvezna.

2. Ce je f zvezna v toZki x € (a, b), potem je F v x odvedljiva in velja
F'(x) = f(x).

3. Ceje f zvezna na (a, b), potem je F njen nedoloZen integral.

F(x)
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Dokaz.

> Ker je f integrabilna, obstaja zgornja meja M funkcije x — |f(x)| na
intervalu [a, b]. Velja

|F(x") = F(x)| = /X f(t) dt—/xf(t) dt| = /x f(t) dt
/X/ |f(x) dt, ¢ex' > x,
< X :M|X—X/|

|f(x) dt, & x' <x.

x!

Za fiksen € > 0 definiramo § = ;. Po zgornji oceni za vsak x, x’ € [a, b],
ki zado$&ata |x — x'| < 6, sledi

|F(x") — F(x)| < Md = M% —

Torej je F zvezna v poljubni totki x € [a, b].
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» Naj bo f zvezna v to&ki x. Izra&ujamo diferen¢ni kvocient:

x _ x x+h X x+h
wz%</3 f(t)dt—/a f(t)dt)z%/x f(t) dt
- %/+ (F(x) + () — F(x)) de
x+h x+h
- %/ F(x) dt+%/x (F(t) - F(x)) dt
— )+ [ (D)~ £)
Sledi
F(x+ h) — F(x

x+h
)= )—f(x)‘ :%/ (F(¢) — F(x)) d.

Ker je f zvezna v x, za fiksen € > 0 obstaja § > 0, da iz |t — x| < § sledi
|f(t) — f(x)| <e. Zavsak 0 < h < § iz zgornje ocene sledi, da velja

F(x+h) = F(x) 1 [ 1
A AT A A7 <= =-ech=c¢
‘ A < h/x e dt h(—:h €

Analogen ralun velja za h < 0. Torej je F odvedljiva v x in velja
F'(x) = f(x).

—f(x)
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Posledica. Vsaka zvezna funkcija ima svoj nedologeni integral.

Dobimo vrsto novih, neelementarnih funkcij, na primer:

Erf(x / 2 gt funkcija napake (leva
=7 (leva),

Si(x) = / SLL integralski sinus (desna) :
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Racunanje dolo¢enega integrala

Newton-Leibnitzova formula: Naj bo f takSna integrabilna
funkcija na [a, b], ki ima na [a, b] neko primitivno funkcijo G.
Potem velja

Dokaz (v primeru, ko je f zvezna).

> Po osnovnem izreku integralskega ratuna velja, da je F(x) := [ f(t) dt
primitivna funkcija od f.

> Velja F(b):fabf( dx in F(a) = [7f(x) dx = 0.

» Ker sta F in G primitivni funkciji od f, obstaja konstanta C, da je
(F — G)(x) = C za vsak x € [a, b].

> Sledi
G(b)—G(a) = (F(b)—C)—(F(a)—C) = F(b)—F(a) = F(b) = / f(x) dx.
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Pravila za racunanje dolocenih integralov

Vpeljava nove spremenljivke. Ce je u zvezno odvedljiva na [a, b]

ter f zvezna na Z,, potem je

b u(b)
/ f(U(X))u/(X) dx = /( ) f(u) du.

Integriranje po delih. Ce sta u, v odvedljivi na [a, b], potem je

b b
/a u(x)v/'(x) dx = [u(x)v(x)}s —/a u'(x)v(x) dx.

Primeri:
1.

14 x4 4u 4 4

/2 3 o /17 du 1(|og(17) —logl) = log(17)
0 1

kjer smo uporabili substitucijo u(x) = 1+ x* in zato u(2) = 17, u(0) = 1.
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2 572 2.5
/x4logxdx: [Iogx-x—} _/ X—-ldx
1 5/, J1 5 x
25 1 X5 2
= llog?2- 2= —logl-=| — | 2=
[Og 5 8 5} {25}1
2 %2, 1 _160-lg2-31

—log2. 2 32,1
%82 5 "5 T o 25
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4. Dolo¢imo plos&ino enega od likov med krivuljama y = sinx in y = cos x.

g ////
; \ ) /
\ /

> Poistimo presetista krivulj. sinx = cosx & x =7 + km, k € Z.

Izberimo x; = % in x; = 577’.

> Ker je sinx > cosx na intervalu [5, 5T ], nas zanima:

5m

4 5m
/ (sinx — cos x) dx = [—cosx —sinx]
jus

4
4
2 2 2 2
(A2 s
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v vt . . . . _ 2 - _ 2
5. Dolo¢imo plos¢ino omejenega lika med krivuljama y = x“ in y = -

> Poigtimo presetista krivulj. x* = 125 < x*(1+ x%) = 2. Pigimo
x? = u. Redujemo enatbo u(1+ u) =2 oz.
0=uv?+u—2=(u+2)(v—1). Reditev u = —2 ni smiselna, saj je

X2 nenegativen. Sledi xX*=1loz.x1=-1,x=1.
> Ker je 1+x2 > x? na intervalu [—1,1], nas zanima:
1 371
/ ifxz dx = 2arctaanX—
1 \1+x2 31,
-1
2arctanl — = — 2arctan(—1) + 3
T 2 2
4 3 "3
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Prostornine teles

> Prostornina telesa, ki ima za vsak x € [a, b] plos¢ino preseka z ravnino,
vzporedno koordinatni yz-ravnini in ima konstanten x, enako S(X), je
enaka

V= /ab S(x) dx.

> Prostornina telesa, ki ga dobimo, &e lik pod krivuljo y = f(x), f(x) >0,
0 < a < x < b, zavrtimo okrog osi x je

V= w/ab (F(x))? dx.
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Primer. lzraunajmo volumen torusa, dobljenega z vrtenjem kroZnice
(x —1)* + (y — 2)* = 1 okrog osi x.

» Ce si narisemo kroZnico, vidimo, da x te¢e v mejah od 0 do 2. Opazimo,
da moramo od volumna telesa, ki ga dobimo z vrtenjem zgornje
polkroZnice okrog x-osi, od$teti volumen telesa, ga dobimo z vrtenjem
spodnje polkroZnice okrog x-osi.

» Zgornja polkroZnica je funkcija y2(x) =2+ /1 — (x — 1)?, spodnja

polkroZnica pa funkcija y1(x) =2 — /1 — (x — 1)2.
2 2
Ve [[(a(0) b [ (n(0)" de
0 0

—r ([ vImGmT e [2- VISGo 0 )
:ﬂ(/02(4+4m+1—(x—1)2)dx>

r ([T L - 1) o)
(o) o] e

kjer smo v peti enakosti uvedli substitucijo x — 1 = cos¢, ¢ € [0, 7). 18/18



	Integral

