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Kaj je relacija

MnoZica R je (dvomestna) relacija, &e je vsak njen element urejen par.

R je relacija. <= Vx € R3u,v : x = (u, v)

MnoZica R je (dvomestna) relacija v mnoZici A, ¢e je R C A X A.



Zgledi

A={e f,g,h}  R=A{(ef),(f,8) (g M}
A=N R={(x,y):x,y e NAx <y}
ida = {(x,x) ; x € A}
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Namesto (x,y) € R pisemo xRy.

Domena in zaloga vrednosti

Naj bo R relacija v A.
Dr ={x;3y: xRy} domena ali definicijsko obmocje relacije R.
Zr =4y ;3x: xRy} zaloga vrednosti relacije R.



Lastnosti relacij

Naj bo R relacija v A. Pravimo, da je

R refleksivha <—= Vx € A : xRx

Zgledi

1.

2
3
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5
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. R simetri¢cna <— Vx,y € A: xRy = yRx
. R antisimetri¢na <= Vx,y € A: xRy N\yRx = x =y

R tranzitivna <= Vx,y,z € A: xRy A yRz = xRz
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Relacija

. R sovisna <= Vx,y € A: x#y = xRy V yRx
. R enolitcna <= Vx,y,z€ A: xRy ANxRz =y =1z

ida v A
<vN
<vN
CvPA

‘

s gt s N Ly
o&e” v mnoZici ljudi (x o&e y preberemo kot x je ofe y-ona.)



Grafi¢na predstavitev relacije

R naj bo relacija v konéni mnozici A.

Elemente mnoZice A nariSemo kot to¢ke v ravnini. Ce velja aRb, nariSemo usmerjeno puiico od a

do b.
elementi A ... tocke v ravnini
aRb ... usmerjena pus€ica od a do b.

Zgled: A= {e,f, g, h} R =A{(e,f),(f,g),(g,h)}

Operacije z relacijami

Relacije so posebne vrste mnozic. Vemo, kako so definirane operacije U, N in \.

Ponavadi se pogovarjamo o druZini relacij na isti mnoZici A. V takem primeru je komplement

smiselno definirati kot
R :=(Ax A)\R=Us\ R



Operacije z relacijami

Poleg navedenih operacij definiramo tudi:

> inverzno relacijo relacije R, ozna¢imo jo z R~

R~ :={(y,x): (x,y) € R}

> produkt relacij R in S, oznalimo ga z R % S:

RS :={(x,z); 3y (xRy A ySz)}

Operacije z relacijami

Zgled: sorodstvene relacije med ljudmi

Relacija o¢e v mnoZici ljudi je definirana kot

xoley < x je ofe y-ona.

Naloga: lzrazi relacije roditelj, zet, snaha, ded, vnuk, tas¢a, svak z "bolj elementarnimi”
sorodstvenimi relacijami ofe, mati, sin, h&i, moZ, Zena, ...



Lastnosti operacij z relacijami

Naj bodo R, S, T relacije na A.
1. (RTHY) =R
(RxS)™'=5"1x«R!
(R*xS)* T=Rx(S*xT)="R*xSx*T
Rx(SUT)=R+«xSURxT
(RUS)* T=R+«TUSxT
Rx*xidg =ida* R=R
RCS = R*xTCS*T in T+xRCT=xS

N o g A~ w DN

Potence relacij

Zaradi asociativnosti mnoZenja relacij lahko definiramo potence relacij. Naj bo R C A x A.

R° = ida
R = R"xR, % jen>0.

Velja R! = R, R? = R+ R, ter za m,n > 0 tudi R™ « R" = R™".



Potence relacij

Definiramo lahko tudi potence z negativnimi eksponenti, ¢e je n > 0, potem

R™":= (R

Toda &e sta m in n celi $tevili razli¢nih predznakov, potem R” = R™ ni nujno enako R™"".

Potence relacij

Zgled: sorodstvene relacije med ljudmi
Naloga: Definiraj relacije prednik, potomec, sorodnik.



Potence relacij

Naj bo R relacija v A.
Relacijo R" imenujemo tranzitivna ovojnica relacije R in jo definiramo s predpisom

o0
R* = JR
k=1
Relacijo R* imenujemo tranzitivno-refleksivna ovojnica relacije R in jo definiramo s predpisom
oo
R* — U Rk
k=0

Vprasanje: Kako s pomotjo grafa relacije R opisemo grafa relacij R" in R*?

Algebrai¢na karakterizacija lastnosti relacij

Naj bo R relacija v A. Relacija R je
refleksivna <= ida C R
simetritna <= R~ ! =R
antisimetri¢na <= R~ N R C idx
tranzitivna <= R? CR

sovisna <—> idp U R U R™! = Ua

S o

enoli¢na <= R~ ' R C idx



Preslikave

Relacija f C A X B je preslikava iz A v B, &e velja:
> f je enoli¢na
>» Dr=A
> (2r C B)

Pigemo tudi f : A — B.

Preslikave

Namesto x f y pisemo y = f(x),
in pravimo, da f (pre)slika x v y,
X je argument, y pa vrednost preslikave f pri x.

Tudi: y je slika x-a.



Preslikave

Naj bo f preslikava iz A v B.

» A=D; ... domena ali definicijsko obmo&je f
» Zy ... zaloga vrednosti f
» B ... kodomena f

Preslikave

Zgled: Naj bo X mnoZica nepraznih bitnih besed {0, 1, 00,01, 10,11, 000,001, ...} in Y mnoZica
naravnih tevil {0,1,2,3,...}.
Definirajmo relacije f1, >, 3 C X X Y, f, C X X X in fs C Y X X z naslednjimi opisi:

x fi y natanko tedaj, ko je y Stevilo enic v x-u.

x f, y natanko tedaj, ko je y prvi bit niza x.

>

>

» x f3 y natanko tedaj, ko je y mesto najbolj leve ni¢le v x-u.

> xj f4 xo natanko tedaj, ko x, dobimo tako, da nizu x; dodamo na koncu 0 ali 1.
>

y fs x natanko tedaj, ko je x niz y zaporednih enic.

Katere izmed relacij f1, f2, f3, f2, 5 so preslikave?



Lastnosti preslikav

Naj bo f : A — B. Pravimo, da je
> f injektivna, & Vx,y € A: (f(x) =f(y) = x=y)
> f surjektivna, ¢e Z¢f = B (pravimo tudi, da je f preslikava iz A na B)

> f bijektivna, &e je injektivna in surjektivna.

Zgledi preslikav

1. ida : A — A, identiteta na A
ida(x) = x, je bijektivna

2. pi: AL X -+ X Ay — A;, projekcija na i-to komponento
pi((a1, ..., an)) = aj, je surjektivna

3. A1 C A i=ida|a
i: A1 — A, i(x) = x je injektivna, vioZitev A; v A

4. AC B, xa: B —{0,1}

1,xe A
XA = oxgA

karakteristi¢na funkcija mnoZice A (v B)



Inverzna preslikava

Vprasanje: Kdaj je f~! tudi preslikava?

Trditev
f:A> B

1. =1 je enoli¢na natanko tedaj, ko je f injektivna,

2. f~1: B — A natanko tedaj, ko je f bijektivna.

Kompozitum preslikav
Naj bosta g : A— Bin f : B — C. Potem je f o g preslikava iz A v C dologena s predpisom

fog=g=xf.
Velja (f o g)(a) = f(g(a)) za vse a € A.

Trditev

Kompozitum preslikav je asociativna operacija, velja namrec:

(fog)oh="fo(goh).



Lastnosti kompozituma

Trditev

Naj bo f : A— B. Potem je
foidg =idgof =f

Trditev
f:B—-C,g:A— B
1. f, g injektivni —> f o g injektivna
2. f, g surjektivni => f o g surjektivna
3. f o g injektivna =—> g injektivna
4

. f o g surjektivna = f surjektivna

Lastnosti kompozituma

Trditev

Najbof:B — A, g:A— B. Cejefog=ida ingo f =idg, potem sta f in g bijekciji in je
—1
g="fFf"".



Dirichletov princip

|zrek
Naj bo A kon&na mnoZica in f : A — A. Potem so naslednje trditve enakovredne:

> f je injektivna.
> f je surjektivna.

> f je bijektivna.

Ekvivalen¢na relacija

R C A X A je ekvivalenéna, &e je
» refleksivna,
» simetri¢na in

» tranzitivna.



Ekvivalengna relacija
Zgledi:
1. Relacija || vzporednosti v mnoZici vseh premic v ravnini.
2. A = {ljudje}, xRy <= x ima enako barvo oti kot y.

3. f:A—= B, x,y € A: xRry & f(x) = f(y)
x in y imata isto funkcijsko vrednost.

4. Naj bo m € N, m > 2. Definirajmo relacijo R v mnoZici Z:

xRy <= mdeli |x — y]|

Ekvivalen&ni razredi

Naj bo R C A X A ekvivalentna in x € A.
R[x] = {y € A; yRx} je ekvivalen&ni razred elementa x.

A/R = {R[x] ; x € A} (mnoZica vseh ekvivalen¢nih razredov) je faktorska (kvocientna) mnoZica
mnozZice A po relaciji R.



Ekvivalen¢ni razredi, razbitje

Trditev

Naj bo R ekvivalen&na relacija na A. Potem za poljubna x,y € A velja

R[x] = R[y] <= xRy

lzrek
Naj bo R ekvivalenéna relacija na A. Potem je A/R razbitje mnoZice A.

Zgledi faktorskih mnozic

“premice v ravnini” / “vzporedne premice” =
»  {{navpi¢ne pr.}, {vodoravne pr.}, {pr. pod kotom 45°},...}
“mnoZica vseh smeri v ravnini" = [—7 /2, 7/2)
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