Natan€nejSa aproksimacija funkcije

Spomnimo se linearne aproskimacije funkcije v okolici to¢ke xo:

f(x) =~ f(x) + f(x)(x — x0).

IzkaZe se, da je lahko to %e izboljSamo z naslednjim zaporedjem aproksimacij:

f(x) = f(x0) + ' (x0)(x — x0) + f”2(;<0) (x — Xo)z,

f” X0 2 f(a) Xo

3
’

f(x) = f(x0) + ' (x0)(x — x0) +

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x —x0) + ... + %(X —x)".

J

Th(xixo)

Polinomu T,(x; xo) pravimo Taylorjev polinom stopnje n funkcije f v toZki xg
in zados¢a

Tn(Xo;Xo) — f(Xo), T,;(XO;X()) — f/(Xo), & 50 T,En)(Xo;XO) = f(n)(Xo).

Torej se vsak naslednji Taylorjev polinom bolj prilega grafu funkcije f v okolici

tocke xp, saj se ujema Se v enem odvodu visje stopnje.

IzboljSevanje prileganja Taylorjevih polinomov z naras¢anjem stopnje n za
funkcijo f(x) = sin x (&rna krivulja na grafu). Stopnja krivulj naraséa od rdee
krivulje (n = 1) prek oranZne, rumene, zelene, modre, vijoli¢ne, do roza

krivulje.
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Dinamiéna vizualizacija Na https:/ggbm.at/rnn2bkng



 https://ggbm.at/rnn2bknq 

Taylorjeva formula

Izrek
Ce je f vsaj (n 4+ 1)-krat odvedljiva v to¢ki xo, potem na nekem intervalu okrog
Xo velja Taylorjeva formula:

(n) Xo n
) = F30) + F (o) (x = 30) + -+ 08 (x o) 1 Ry (F(x)).
v _ (o) 1
R”(f(x)) (n s 1)| (X - XO) )

za nek ¢ med xg in Xx.

Ce je f neskonZnokrat odvedljiva v togki xo, potem ji lahko priredimo
Taylorjevo vrsto v to¢ki xo:

f(”)(XO)

. (x —x0)"+....

Te(x; %) == f(x0) + F'(x0)(x — x0) + - -+ +

Ce v togki x velja lim, oo Ra(f(x)) =0, potem je f(x) = T¢(x; o).

Taylorjevi polinomi nekaterih elementarnih funkcij

X2 n
e = 14+x+—+ -+F+R,,(ex),
3 2k+1
sinx = x—%+---—|—(—1)k(2);+1)!—|—R2k+1(sinx),
2 2k
EoSX — 1—%+...+(—1)k(;k)!+R2k(cosx),

1
= 1+X+x2—|—...—|—X"—|—Rn(—).
1—x




Primer

Ocenimo vrednost funkcije f(x) = sin x v okolici toke xo = 0 z linearno in
kvadratno aproksimacijo in ocenimo napaki.

Velja
sinx = T1(x) + Ri(sinx) = x + —s2i|nCX23
sinx = Tr(x) + Rx(sinx) = x + _C§SC2X3
Velja: |
Ra)] = L e Leomel o o b

» Priblizek sin 7/8 = 7/8 ima tako absolutno napako najvel
a@l _ JeeNt1 @ 1
=il = — ) == 005+ = = 003125
(8) 6 = ( 8 ) 6 8 = 8 ’
torej je ocena sin7/8 = 7/8 = 0.4 na eno decimalno mesto natan&na.
» sinx = x je na dve decimalki natan&na ocena, &e je
|x|? 5 /30
= U elll o e
Xl < =5

. . . 3 .
torej za vsak kot x velikosti |x| < 10 kar je priblizno 18°.

Odvodi funkcije ve¢ spremenljivk
Parcialna odvoda funkcije dveh spremenljivk f(x,y) v tocki (a, b)
definiramo kot

of . f(xo+ h,yo) — f(xo.
f(x0, o) = a(xo,yo) — llvino (X0 y01)7 (x0, yo)

of - fX: +h —fX,
fY(XfJ:_yO) = @(Xo,yo) — Aino ( 0, Y0 2] ( 0 )/0)




Pomen parcialnega odvoda

Parcialni odvod po x v tocki (xo, Yo)

» je relativha sprememba funkcijske vrednosti pri zelo
majhni spremembi spremenljivke x, kjer je neodvisna
spremenljivka y fiksna,

» je smerni koeficient tangente pri xo na krivuljo, ki jo
dobimo, ¢e graf funkcije prereZemo vzdolZ ravnine y = yy,

» opisuje gibanje funkcijskih vrednosti (naras¢anje ali
padanje) ob majhnem premiku iz totke (xp, ¥o) v smeri osi x.

Gradient funkcije dveh spremenljivk

Gradient funkcije f(x, y) v totki (xo, yo) je vektor

gradf(xg, yo) = Vf(xo0,¥0) = (f(x0, ¥0), f, (X0, ¥0))

= f(I’ v) ’ VFixg, yu)

e
(0. yo. f{zo, v))

o
(x0,yo0) {
\ y Sy
N\ ral o = A
< ""C:’;a"“’ o) = ('(8), ¥/ () level curve S
flxy) =k

f(mﬂ!yﬂ} -5




f(x,y) =x2+3xy% +y + x f(x,y) = arctan ¥

fe(X,y) = 2x +3y? + 1 f(x,y) = ﬁ

fy(x,y) = 6xy +1 h(XY) = w12

Vi(x,y) = (K(X,¥), (X, y)) Vi(x,y) = (K(X,¥), (X, ¥))
Vi(x,y)=2x+3y2+1,6xy+1) | VF(x,y) = )(217;/2(}/’_)()

npr. Vf(1,-1) = (6,-5) npr. vi(1,2)=(%,3)

Parcialni odvodi funkcije ve¢ spremenljivk

Parcialni odvod funkcije n spremenljivk f(x1,x2,...,Xp) po
spremenljivki x; v to¢ki (a1, a2, ..., a,) definiramo kot
of

f.(a1,...,an) = a—Xi(al,...,an)

_ Pl 5 5o Aol sty —F(@lges vgdlizmss p8y))

= |Iim :

h—0 h

Gradient funkcije n spremenljivk f(xy,...,xn) v totki (a1,...,an)

je vektor v R”, ki ima za komponente vse parcialne odvode:

plia] {oaes caidn =i =l A 5508 renanilaliiig ssuil h

Za racunanje parcialnih odvodov lahko uporabljamo pravila za
odvajanje, pri ¢emer eno spremenljivko obravnavamo kot
spremenljivko, ostale pa kot parametre (tj. konstante).




Primer

f(x,y,z) = x? +y? + 2?

fx(X,y,2) =2x

fy(x,y,z) =2y

fz(x,y,z) =2z

Vi(x,y,2) = (k(X,y,2),fy(X,y,2), fz(x, ¥, 2))
Vi(x,y,z)=(2x,2y,22)

npr. vf(1,1,1)=(2,2,2)

Primeri

> f(x,y) =log(x + /%% + y?)

f(x,y) =

1 (i1
X + /X2+y2 2 X2+y2

B 1l WLy trE) 1
_x+\/x2+y2 NN RV

B0 y) = —— s | = =
x+\/x2+y2 2\/x2—|—y2 (x—i—\/xz—i—yz)\/xz—i—yz

» g(x,y) = arctan &
X

2

1 =¥ X y y
gx(X,_V) == 1+ % e e X2+_y2 e — P +y27
1 1 X2 1 x
& (x.y)= = =

1+2 x X+y? x  x+y¥
» h(x,y,z) = ysin(x + 2z)

h(x,y,z) = ycos(x+2z2), h,(x,y,2z) = sin(x+22), h;(x,y,z) = 2y cos(x+2z).




Linearna aproksimacija funkcije dveh (ali ve€) spremenljivk

Imejmo funkcijo f(x, y), ki jo poznamo v togki (X, ¥ ). Ce v tej toki poznamo tudi
oba parcialna odvoda fx(xp, ¥o) in fy (X0, Yo ), potem lahko (dovolj lepo) funkcijo
aproksimiramo v okolici tocke (xg, ¥o). Formula je podobna kot pri funkciji ene

spremenljivke

f(x,y) = f(xo0, %) + fx (X0, Yo) (X = X0) + (X0, Yo) (¥ = ¥o)

S pomogjo linearnega priblizka izradunajmo 2.1 - 3.82.

f(Xv.y):X'y2 f(274):32
fX(va):yz fX(274):16
fr(x,y)=2xy £,(2,4)=16

f(2.1,3.8) =32+16(2.1-2) +16(3.8-4) =30.4
Tocen rezultat je 30.324.

Geometrijski pomen linearnega priblizka

Vrednost aproksimiramo z vrednostjo na tangentni ravnini.

Verizno pravilo

Imamo naslednje podatke:

» f(x,y) je parcialno odvedljiva funkcija dveh spremenljivk v vsaki tocki
(x,y) iz mno¥ice D C R?, pri &emer sta parcialna odvoda fi(x, y) in
f,(x,y) zvezni funkciji,

» x(t) in y(t) sta odvedljivi funkciji spremenljivke t, tako da je za vsak t
totka (x(t),y(t)) v D.

Sestavljena funkcija
g(t) = f(x(t), y(t))

je odvedljiva in velja verizno pravilo:




Verizno pravilo - garficno
Odvajanje funkcije dveh spremenljivk po parametru

Funkcija g(t) opisuje vrednosti f(x, y) nad parametrizirano krivuljo
x = x(t),y = y(t), njen odvod g’(t) pa spremembo funkcijske
vrednosti f(x, y) ob majhnem premiku vzdolZ parametrizirane
krivulje x = x(t),y = y(t).

Primer. |z toke %, "Tﬁ] se malo premaknemo vzdolZ enotske kroZnice
x(t) = cost, y(t) = sint. Ali bo vrednost funkcije f(x,y) =3+ x*> —y? ob
tem narasla ali padla?

Funkcijsko vrednost pri gibanju po kroZnici opisuje funkcija g : [0,27] — R,
g(t) = f(cost,sint). Zanima nas g'(to), kjer je (cos to,sinto) = (3, %) oz.
to = 3. Z veriZznim pravilom dobimo

g'(to) = fu(x(t), y(10))x'(t0) + £, (x(t0), y (0))y " (to)-
Velja
f(x,y) =2x, f,(x,y)=—2y in x'(t)= —sint, y'(t) = cost.

Torej

— /3.

P =
Sk
3%
B
| =t

g'(to) = —2x(to) sintg — 2y (o) costp = —2 -

Ker je g'(t;) < 0, bo funkcijska vrednost padala.




Graf f(x,y) = 3 + x? — y?

Primer (podoben kot prejsnji)
Za x(t) = cost, y(t) = sintin f(x,y) = x% - y?
izratunamo
g(t)= f(x(1),y(1))
= cos?t—sin’t

= cos(2t)

Ce zapisemo  (x(1),y(t),9(t)), oziroma
(cost,sint,cos(2t)), nam to predstavlja ‘zvito’
kroznico na sedlu. Preslikava

t —> (cost,sin t,cos(2t))

preslika interval [0, 27] v ‘zvito’ kroZnico na sedlu v 3-dimenzionalnem prostoru.

Odvod funkcije g(t) = cos(2t) lahko izraGunamo direktno g’ (t) = -2sin(2t) ali z
uporabo veriznega pravila

gt)=fx-x"+f -y =2x-x"-2y-y' =2cost-(-sint) —2sint-cost = -2sin(2t)

Kaj pomeni g’ (t)? Funkcija g(t) predstavlja z-komponento ‘gibanja po zviti kroznici’
v prostoru. g’(t) torej pove, ali gremo gor ali gremo dol, ko se t malo poveca.




