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1 Rekurzija naprej in nazaj

1.1 Potenc¢éna mnozica

Napisimo funkcijo potencna(s), ki za podani seznam elementov s vrne seznam vseh njegovih
podseznamov. potencna([1, 2, 3]) mora vrniti [[1, [1], [2], [3], [1, 21, [1, 31, [2,
3], [1, 2, 3]]. Vrstnired ni pomemben. Namesto s seznami bi lahko delali z mnozicami, vendar
ne bomo, ker je s seznami lazje; tako ali tako bomo imeli dovolj drugih tezav.

1.1.1 Ne prevec lepa rekurzija: nabiranje

Ce bi dal to nalogo studentom, bi jo ve¢inoma resili takole. (No, ve¢inoma je ne bi znali resiti; tisti,
ki bi jo, pa bi jo tako.)

Najprej resimo enostavnejso nalogo: izpisSimo vse mozne podsezname. Funkcija bo imela dva argu-
menta: seznam s in Se vreco (vreca), v katero bomo nabirali elemente.

o Najprej sestavimo vse podmnozice s[1:] (torej s brez prvega elementa), ki vsebujejo s[0]:
pokli¢emo potencna(s[1:], vreca + [s[0]]), s ¢imer vrzemo s[0] v vreco (k tistemu, kar
se je morda ze nabralo v njej) in prepustimo rekurzivnemu klicu, da vanjo doda - ali pa ne -
Se kaj od preostalih elementov.

o Nato sestavimo Se podmnozice s[1:], ki ne vsebujejo s[0]: poklicemo potencna(s[1:],
vreca), tako da se bo v vrec¢i morda nabralo kaj iz s[1:], s[0] pa ne.

Ko je s prazen, se je rekurzija iztekla in le Se izpiSemo, kar se je nabralo v vredi.

[1]: def potencna(s, vreca):
if not s:
print (vreca)
else:
potencna(s[1:], vreca + [s[0]1])
potencna(s[1:], vreca)
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Zdaj pa predelajmo funkcijo tako, da bo vrnila seznam seznamov, namesto da jih izpisuje.

o Ce je s prazen, mora o¢itno vrniti seznam, ki vsebuje en podseznam, namreé¢ vse, kar se je
nabralo v vrece; [vrecal.

o Sicer pa poklice potencna(s[1:], vreca) in potencna(s[1:], vreca + [s[0]]). Tako
dobi seznam vseh podmnozic brez s[0] in z s[0]. Sesteje in vrne.

[2]: def potencna(s, vreca):
if not s:
return [vrecal
else:
return potencna(s[1:], vreca) + potencna(s[l:], vreca + [s[0]])
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1.1.2 Lepa rekurzija: pobiranje
Tako, kot smo naredili zgoraj, naredimo, kadar imamo za to kak razlog.

Problem gornjega razmisljanja je, da razmisljamo naprej namesto nazaj. Vzeli smo prvi element,
naredili odlo¢itev v zvezi z njim in mu potem pridruzili potené¢no mnozico ostanka. Rekurzijo je



[3]:

[3]:

boljse nacértovati v drugo smer. Najprej resimo preprostejsi problem (potenéna mnozica seznama
brez prvega elementa), nato pa resitev razsirimo v reSitev, ki uposteva tudi ta, prvi element.

Problem je ocitno najpreprostejsi, ¢e je seznam s prazen. V tem primeru potencna mnozica vsebuje
€no samo mnozico, namre¢ prazno Mnozico.

if not s:
return [[]]

Sicer pa naredimo tole: najprej sestavimo potenéno mnozico s-ja brez prvega elementa, brez =
potencna(s[1:]1). Dobili smo .. pa¢ nekaj mnozic. Zdaj ta seznam podvojimo: enkrat ga vzamemo
taksnega kot je (brez), enkrat pa k vsem njegovim elementom dodamo Se s[0] ([[s[0]] + b for
b in brez]). To potem vrnemo.

def potencna(s):
if not s:
return [[]]
else:
brez = potencna(s[1:])
return brez + [[s[0]] + b for b in brez]

potencna([1l, 2, 3, 4])
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Ta resitev je obrnjena v pravo smer in zato precej krajsa in brez dodatnega argumenta, vrece.
Poleg tega pa ima Se eno lepo lastnost. “Grda” razlic¢ica dvakrat poklice sama sebe. Za potencno
mnozico n elementov se poklice 2n-krat. Ta, druga, se poklice le enkrat. Za potenc¢no mnozico
petih elementov se poklice n-krat.

To sicer ne pomeni (nujno), da je hitrejsa: prva razlic¢ica vsebuje le eno sestevanje, druga pa zanko.
Na koncu koncev morata obe sestaviti mnozico, ki vsebuje 2n elementov, kar bo moralo zahtevati
2n korakov. No, v praksi bo druga hitrejsa zato, ker so rekurzivni klici pocasnejsi od zanke.

A hitrost Se niti ni tako pomembna: kar tule Steje, je eleganca. :)



1.2 Akumulator

Ocitna razlika med gornjima funkcijama je v tem, da ima prva Se dodaten argument, v katero
se tekom rekurzivnih klicev nabirajo vrednosti, nekaksen “akumulator”. Kako ta princip deluje v
splosnem, bomo najlepse videli ob funkciji, ki vrne vsoto elementov seznama.

[4]: | def vsota(s, a):
if s == []:
return a
else:
return vsota(s[1:], a + s[0])

vsota([5, 3, 4], 0)
[4]: 12
Tu funkcija rekurzivno klice samo sebe in ob vsakem klicu nekaj pristeje k drugemu argumentu.

Ko se rekurzija iztece, funkcija vrne, kar se je nabralo.

Funkcija ima dodatni argument. Ker gre za stevilo, torej int, ki je nespremenljiv (immutable) se
tu z lahkoto zmazemo tako, da mu damo privzeto vrednost.

[5]: def vsota(s, a=0):
if s == []:
return a
else:
return vsota(s[1:], a + s[0])

vsota([5, 3, 4])
[5]: 12

Trik s privzeto vrednostjo bo véasih vzgal, vCasih pa se bo potrebno malo bolj potruditi. A to ni
poanta. Primerjajmo to funkcijo z vsoto, ki smo jo sprogramirali na predavanjih (ali pa je vsaj v
zapiskih o rekurziji na seznamih).

[6]: def vsota(s):
if s == []:
return O
return vsota(s[1:]) + s[O]

vsota([5, 3, 41)
[6]: 12

Tu gre za popolnoma drugac¢no filozofijo: tu vsote ne nabiramo tja grede, temve¢ jo dopolnjujemo
nazaj grede. Taksna rekurzija je tipi¢no lepsa.



1.3 Repna rekurzija
V kontekstu vsega tega lahko povemo Se nekaj o malo naprednejsi temi: repni rekurziji.

Problem rekurzije je, da si mora Python (ali katerikoli jezik Ze) beleziti, kdo je poklical koga, s
kaksnimi argumenti in kaksne so njegove lokalne spremenljivke. (Tehni¢no: strukturi, v katero se
to shranjuje, se rece sklad.) To jemlje pomnilnik. In ¢as. Python pusti 1000 nivojev rekurzije; ne
sicer toliko zaradi pomnilnika, temvec zato, ker ob 1000 nivojih predpostavi, da je slo nekaj narobe
in se je program zaciklal. (To mejo je mogoce spremeniti s klicem sys.setrecursionlimit.)

Véasih pa je to v bistvu nepotrebno. Ce je rekurzivni klic ¢isto zadnja operacija, ki se zgodi, si
ni potrebno zapomniti lokalnih spremenljivk in vsega v zvezi s trenutno funkcijo. Namesto, da bi
se izvajanje po rekurzivnem klicu vrnilo v to funkcijo, ki ga je naredila, se lahko vrne v klicoco
funkcijo.

Se pravi: recimo, da imamo prvo razli¢ico funkcije vsota, tisto, ki ima dva argumenta. Recimo,
da znotraj neke funkcije £ poklicemo funkcijo vsota([56, 3, 4], 0). V okviru tega se poklice
vsota([3, 4], 5). Rezultat tega klica bo ze kon¢ni rezultat, zato se lahko pravzaprav vrne kar
neposredno funkciji £ in ne “funkciji” vsota([5, 3, 4], 0), ki ga bo tako ali tako nespremen-
jenega samo vrnila funkciji £. Re¢ gre naprej: vsota([3, 4], 5) poklice vsota([4], 8). Rezultat
tega klica bo 12 in bi ga spet lahko vrnili kar direktno funkciji £, ne pa tistemu, ki je klical. Klic
vsota([4], 8) poklice vsota([]l, 12). Ta klic naredi samo return a. Ta return bi lahko letel
naravnost v £f.

Optimizacijski trik, ki lahko naredi prevajalnik, je torej ta, da ob rekurzivnem klicu pozabi na
vmesni klic, temve¢ preprosto zamenja vrednosti argumentov. Kot sem napovedal na zacetku, je
ta tema nekoliko zahtevnejsa in je zato ni tako lahko razloziti v enem odstavku, sploh, ¢e ne vemo,
kako delujejo programski jeziki in zato ne moremo uporabljati primernih izrazov. :) Ce bo kaj
pomagalo, je tule povezava na Wikipedijo.

Na ta nacin se rekurzivni klici bistveno pospesijo: rekurzija je navadno kar znatno pocasnejsa od
ekvivalentnega nerekurzivnega programa (kar nikakor ne pomeni, da je ne uporabljamo, kot so me
nekoc¢ narobe razumeli $tudenti in me Specali kolegom v visjih letnikih!). S tem trikom je prakti¢no
enako hitra.

Ta trik je mozen pri funkcijah, napisani na prvi nacin, z akumulatorjem, pri drugi funkciji pa ne,
ker mora po rekurzivnem klicu se nekaj pristeti k rezultatu. Prva oblika, ki sem jo oznagcil kot grso,
ima torej vcasih prakti¢no prednost pred drugo.

Slaba novica: Python tega ne podpira. Tudi ¢e napisemo funkcijo, ki bi se jo dalo optimizirati na
ta nacin, Python tega ne bo storil. Ker se avtorjem ne zdi pomembno vlagati truda v to. Python
ni jezik, ki bi temeljil na rekurziji. Pac pa je to tipi¢no za jezike, ki nimajo obic¢ajnih zank - tipi¢no
so to jeziki, ki nimajo spremenljivk, temvec le konstante in je vsako prirejanje “dokonc¢no”.


https://en.wikipedia.org/wiki/Tail_call
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