Ime in priimek . .
Vpisna stevilka

Osnove matematic¢ne analize: prvi kolokvij
29. november 2023

Cas pisanja je 90 minut. Dovoljena je uporaba 1 lista A4 formata s
formulami. Uporaba kalkulatorja ali drugih pripomockov ni dovoljena.
Vse odgovore dobro utemelji!

1. naloga (25 tock)

a) (15 tock) Resi enacho
2] = (1 +i)z+ 1.

Resitev: Za z = v+ 1y dobimo /2?2 + y2 =z —y+i(r+y+1). Sledi /22 +y?> =z —y,
kar nam dazy =0. Priza =0izox+y+1=0slediy=—-1o0z. 2= —i. Priy=0iz
x+y+1=0sledi z = —1, vendar to ne ustreza /2 + y?> = x —y. Torej je z = —i edina
resitev.

b) (10 tock) Poisci vsa realna Stevila a, za katera ni resljiva enacba
|z| = az + 1.
Resitev: Za z = z + iy dobimo /22 + y? = ax + i(ay + 1). Sledi y = —1/a pri pogoju

a#0. Iz /22 + y? = ax sledi 22 + y* = a?2?, kar nam da 2%(1 — a?) = 3. Ker je y # 0,
mora biti 1 — a? > 0, kar pomeni, da za |a| < 1 enacba ni resljiva.
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2. naloga (25 tock)
Zaporedje (a,)nen je podano rekurzivno:

1
CLO:4, an+1:8——.
Qn
a) (10 tock) Z uporabo matemati¢ne indukcije dokazi, da je zaporedje narascajoce.
Resitev: Ker je a; = 4.25, velja ag < a1. Ce je a, < apy1, je 15/a, > 15/a,1; in
—15/a, < =15/a,41. Sledi a1 =8 — 15/a,, < 8 — 15/a,11 = apa.

b) (10 tock) Z uporabo matemati¢ne indukcije dokazi, da je zaporedje navzgor omejeno.
Resitev: Iz tocke (c) razberemo, da bo smotrno za zgornjo mejo postaviti stevilo 5.
Vsekkor je ag < 5. Ce je a, < 5, je 15/a, > 15/5 = 3. Torej je —15/a, < —3 in
Upy1 =8—15/a, <8 —-3=5.

c) (5 tock) Izracunaj limito zaporedja (a,)nen-

Resitev: Ker je zaporedje narascajoce in omejeno, je konvergentno. Najbo a = lim,, . ay.
Potem je a = 8 — 15/a, kar nam da kvadratno enacbo a* — 8a + 15 = 0 z resitvama a = 3
in a = 5. Ker je ag > 3, je a = 5 limita.



3. naloga (25 tock)

a) (12 tock) Za katere vrednosti = € R vrsta

oo n

:0 1—|—x

3

konvergira? Za taksne vrednosti vrsto tudi sestej.
Resitev : Vrsta je geometrijska s koeficientom ¢ = —. Pogoj za konvergenco je |¢| < 1,

kar da neenacbo 5

|1+ x|

<1,

ki ima resitev x € (—o0, —3) U (1, 00).

Vsota je
1 1 1 +x

b) (5 tock) Za vrsto iz a) doloci vrednost z, da bo vsota vrste enaka 2

Resitev : Resitev enacbe
1+

z—1

=2

je x = 3.

c) (8 tock) Z uporabo konvergenénih kriterijev ugotovi, za katere vrednosti z > —1
vrsta

o0
n:O 1 + x)n
konvergrira?
Resitev : Za vrsto s ¢leni a,, = (1 H lahko izracunamo limito
n 1)2 1 n 1) 1 1
L= lim 2 — (n+1) (—i—x) = lim (n+1) : =
n—oo  ay, (14 x)ntt n? n—oo  n? l+z 1+z

Po kvocientnem kriterija vrsta konvergira pri pogoju L < 1, kar je ekvivalentno z > 1, in
divergira pri pogoju L > 1, kar je ekvivalentno x < 1. Za primer L = 1 oz. z = 0 dobimo

vrsto
o
> 0
n=0

ki jasno divergira.



4. naloga (25 tock)

Naj bo
I
flz) =e Vi-a?

a) (7 tock) Doloci definicijsko obmocje Dy funkcije f. Ali je f injektivna?
Resitev : Funkcija f je definirana za vrednosti z, za katere je izraz

1—22>0

(izraz mora biti nenegativen zaradi korenjenja in nenicelen zaradi deljenja). Neenacba
ima resitev z € (—1,1).
Funkcija ni injektivna, ker je soda, f(—z) = f(z).

b) (7 tock) Omejimo definicijsko obmocje funkcije f na x > 0. Dolo¢i inverz funkcije f

glede na to definicijsko obmocje.
Resitev : (Lokalni) inverz lahko dolo¢imo z reSevanjem enacbe

= f(y)

Dobimo dve resitvi
1

1 ——
log® ()

Ker je definicijsko obmocje omejeno na pozitivna Stevila in je zaloga vrednost Z;-1 = Dy,

1
log?(x)

y==

moramo za inverz izbrati f~(z) = ,/1

c) (5 tock) Definirajmo Se funkcijo

g(x):{f(x) : €Dy

0 Z$¢Df

Ali je g zvezna funkcija?
Resitev : Izracunati je potrebno limiti na robu Dy = (—1,1). Ker je funkcija soda, je

dovolj izracunati
1
lim f(z) =lime vi-2?2 =¢ > =0
11 f( ) 11

ker se ujema z limito lim,; g(z) = 0. Funkcija je torej zvezna.

V2

d) (6) Zapisi enacbo tangente na f v tocki zg = %5°.

Resitev : Odvod je enak

_ 1
e Vi-a? g

(1-— :172)3/2

fl@) =-
Vrednost funkcije f v tocki g je enaka
f(xO) = 6_\/57

vrednost odvoda pa
f'(xg) = —2e V2

Enacba tangente je tako
2
e V2 — £

3
) te

y=-2



