Rekurzivne funkcije

Preden sploh za¢nemo, si oglejmo tale nesmiselni program.

def f(x):
return g(x) + 1

def g(x):
return 2 * x

Sme funkcija £ poklicati funkcijo g, Se preden je slednja definirana?

Ne. Vendar je tudi ne. Funkcija £ bo poklicala funkcijo g sele, ko pokli¢emo f£.
Recimo zdaj.

£(5)
11

Python vidi definicijo funkcije £ in si jo zapomni; izvajati je ne poskusa, zato (3e)
ne naleti na klic funkcije g. Nato vidi definicijo funkcije g. Ko potem poklicemo
f, g Ze obstaja in vse je v redu.

Narobe bi bilo, ¢e bi funkcijo poklicali prezgodaj.

def h(x):
return j(x) + 1

h(5)

def j(x):
return 2 *x h

NameError Traceback (most recent call last)
Cell In[3], line 4

1 def h(x):

2 return j(x) + 1
-——=> 4 h(5)

6 def j(x):

7 return 2 *x h

Cell In[3], line 2, in h(x)
1 def h(x):
—-—==> 2 return j(x) + 1

NameError: name is not defined

J

Ampak tega ne bomo poceli.



Sodolihi in lihosodi

Ni, da bi govoril. Bila sta oni dan dva lena Studenta, Joze in Benjamin. Za
domaco nalogo bi morala napisati naslednji funkeciji.

e sodolihi(s) prejme seznam celih Stevil in vrne True, ¢e se v njem izmen-
jujejo soda in liha Stevila, zadensi s sodim. Ce ni tako, vrne False.
Za prazen seznam vrne True.

e lihosodi(s) prejme seznam celih Stevil in vrne True, ¢e se v njem izmen-
jujejo liha in soda Stevila, zacensi s lihim. Ce ni tako, vrne False. Za
prazen seznam vrne True.

Ker sta imela domacih nalog iz programiranja dovolj, sta se dogovorila, da
vsak sprogramira eno funkcijo, potem pa si ju izmenjata in malo preimenujeta
spremenljivke v naivni veri, da ju ne bomo zalotili.

Joze ni bil le len, temvec tudi zvit. Razmisljal je, da bo Benjamin sprogramiral
funkcijo 1ihosodi, torej ne bo ni¢ narobe, ¢e njegova funkcija klice Benjaminovo.
In je naredil kar takole.

def sodolihi(s):
if s == []:
return True
if s[0] % 2 ==
return False
return lihosodi(s[1:])

Preveril je prazen seznam in prvi element, ostanek - v katerem se morajo
izmenjevati lihi in sodi, zacensi z lihim - pa prepustil Benjaminu.

Tudi Benjamin ni le len, zvit. Zvit je natanéno na isti nacin kot Joze. Ces,
poskrbim za prazen seznam in za prvi element, ostalo lahko tako ali tako
prepustim Jozetu. In je sprogramiral

def lihosodi(s):
if s == [1:
return True
if s[0] % 2 == 0:
return False
return sodolihi(s[1:])

Jozetova funkcija bo ocitno delovala, ¢e bo delovala Benjaminova. In obratno:
Benjaminova bo delovala, ¢e bo Jozetova. Skratka, obe funkciji bosta delovali,
¢e bosta delovali obe funkeciji.

Vprasanje je samo ... bo Python to res dovolil? Bo. Funkcije v Pythonu smejo
klicati druge funkcije. In ni¢ jim ne preprecuje, da slednje ne bi poklicale nazaj.
(Za globlje mislece: da, lahko si zamislimo jezik - oziroma nacin izvajanja - v
katerem to ne bi slo. Taksne so bile zelo stare razlicice Fortrana; omejitev je bila
v tem, da so bili argumenti funkcije zapisani na dolo¢enem mestu v pomnilniku.



Kmalu so odkrili, da tako ne gre in je argumente in lokalne spremenljivke bolj
smiselno shranjevati na skladu.)

Sicer pa: poskusimo.

sodolihi([4, 7, 6, 1, 8])

True

sodolihi([4, 7, 6, 2, 11)

False

Ce hocemo slediti poteku, lahko naredimo funkciji zgovornejsi

def sodolihi(s):
print("Sodolihi preverja", s)
if s == []:
print("- prazen seznam: ok")
return True
if s[0] % 2 ==
print("- prvi element ni ok")
return False
print("- zaatek je v redu, potrebno bo preveriti ostanek")
ok = lihosodi(s[1:])
print(f"Sodolihi je izvedel, da je ostanek {ok} in sporoca, da je {s} {ok}.")
return ok

def lihosodi(s):
print("Lihosodi preverja", s)
if s == []:
print("- prazen seznam: ok")
return True
if s[0] % 2 == 0:
print("- prvi element ni ok")
return False
print("- zacatek je v redu, potrebno bo preveriti ostanek")
ok = sodolihi(s[1:])
print(f"Lihosodi je izvedel, da je ostanek {ok} in sporoca, da je {s} {ok}.")
return ok

sodolihi([4, 7, 6, 1, 8]1)

Sodolihi preverja [4, 7, 6, 1, 8]

- zacCatek je v redu, potrebno bo preveriti ostanek
Lihosodi preverja [7, 6, 1, 8]

- zaCatek je v redu, potrebno bo preveriti ostanek
Sodolihi preverja [6, 1, 8]

- zalatek je v redu, potrebno bo preveriti ostanek
Lihosodi preverja [1, 8]



- zaCatek je v redu, potrebno bo preveriti ostanek

Sodolihi preverja [8]

- zacCatek je v redu, potrebno bo preveriti ostanek

Lihosodi preverja []

- prazen seznam: ok

Sodolihi je izvedel, da je ostanek True in sporoa, da je [8] True.

Lihosodi je izvedel, da je ostanek True in sporoca, da je [1, 8] True.

Sodolihi je izvedel, da je ostanek True in sporoa, da je [6, 1, 8]
Lihosodi je izvedel, da je ostanek True in sporoa, da je [7, 6, 1,
Sodolihi je izvedel, da je ostanek True in sporoa, da je [4, 7, 6,

True

Dodatna naloga: samisodi
Opogumljena z uspehom sta se Joze in Benjamin lotila dodatne naloge:

o napisi funkcijo samisodi(s), ki vrne True, ¢e podani seznam celih Stevil
ne vsebuje nobenega lihega Stevila (in False, ce ga).

Zdaj je bilo potrebno napisati le eno funkcijo, tako da si nista mogla deliti dela.
Idejo pa sta obdrzala. Poglejmo, kako jima je uspelo.

def samisodi(s):
if s == []:
return True
if s[0] % 2 ==
return False
return samisodi(s[1:])

samisodi([6, 8, 10, 2, 4, 6])
True

samisodi([6, 4, 5, 2, 0])
False

Ideja je, torej enaka. Funkcija preveri prazen seznam in prvi element, ostalo
delo pa prepusti, no, sama sebi.

Kako (ne) pisati rekurzivne funkcije

Funkcijam, ki kli¢ejo same sebe, pravimo rekurzivne funkcije. Studenti se jih iz
nekega razloga bojijo. Morda zato, ker zahtevajo drugacen nacin razmisljanja, ali
pa jih je, preprosto, strah, kako bo to delovalo. Ce kaj, potem rekurzivne funkcije
zahtevajo razsvetljenje. V nekem trenutku postanejo, preprosto normalne in jih
piSemo enako brezskrbno kot "navadne'.

Prej pa nam mora priti nekaj stvari, povezanih z njimi v rutino.

True.
8] True.
1, 8] True.



Korak blizje resitvi

Razlog, da rekurzivne funkcije delujejo, je, da smo z vsakim klicem blizje resitvi.
Poglejmo tale primer nesrecne funkcije, ki naj bi racunala vsoto elementov
seznama s.

def vsota(s):
return vsota(s)

vsota([2, 5, 8])

RecursionError Traceback (most recent call last)
Cell In[14], line 1
----> 1 vsota([2, 5, 8])

Cell In[13], line 2, in vsota(s)
1 def vsota(s):
——=> 2 return vsota(s)

Cell In[13], line 2, in vsota(s)
1 def vsota(s):
-——=> 2 return vsota(s)

[... skipping similar frames: vsota at line 2 (2971 times)]

Cell In[13], line 2, in vsota(s)
1 def vsota(s):
-—> 2 return vsota(s)

RecursionError: maximum recursion depth exceeded

To ne gre. Ta funkcija je prepustila vse delo sama sebi. Klice se skoraj v nedogled
- oziroma toliko casa, dokler se Pythonu zazdi, da je to ze prevec in sprozi napako
"maximum recursion depth exceeded".

Pravilna resitev je

def vsota(s):
if s == []:
return O
return s[0] + vsota(s[1:])

vsota([2, 5, 8])
15

Ta, druga razli¢ica, naredi en korak: k prvemu elementu pristeje vsoto ostalih.
Seznam, ki ga je potrebno sesteti, je v vsakem klicu za en element krajsi; prej ko
slej bomo prisli do praznega seznama.



Razliko med (napac¢no) prvo in (pravilno) drugo obliko vidimo, ¢e funkciji opiSemo
v slovenséini.

e Druga pravi, da vsoto seznama dobimo tako, da k prvemu elementu
pristejemo vsoto ostalih.
e Prva pravi, da vsoto seznama dobimo tako, da izracunamo vsoto seznama.

Druga zveni kot nacrt. Prva zveni kot neumnost.

Pravilno napisano rekurzivno funkcijo se da navadno tudi lepo opisati. Seznam
vsebuje same sode elemente, ¢e je prazen, ali pa je prvi element sod in so sodi
tudi vsi ostali.

Robni pogoj

Rekurzivna funkcija bo torej z vsakim klicem blizje koncu. Na koncu, v nekem
klicu (ali ve¢ klicih, kot bomo videli na primerih rekurzije na rodbinskem drevesu)
ne bo vec¢ klica naprej. To se bo zgodilo takrat, ko bo problem (na primer podani
seznam) zZe tako preprost, da bomo vedeli odgovor brez ra¢unanja. Prazni
seznami ne vsebujejo lihih elementov. Vsota elementov praznih seznamov je 0.

Rekurzivna funkcija se bo zato pogosto zacela z nekim robnim pogojem, ki bo
preverjal, ali je delo kon¢ano in nadaljnji klici niso ve¢ potrebni. Robni pogoj
bo vcasih impliciten, skrit. Tako bo recimo, ko bo v preiskovanju rodbinskega
drevesa funkcija poklicala samo sebe za vse otroke dolocene osebe. Za osebe
brez otrok se pa¢ ne bo ve¢ poklicala. Tam ne bo nobenega if, pac¢ pa se bo
klic nahajal znotraj zanke, ki se morda ne bo izvedla nikoli.

Rekurzija in lokalne spremenljivke

Ena od tezav pri razumevanju rekurzije izhaja iz napacne predstave o lokalnih
spremenljivkah. Poglejmo si bolj zgovorno razlicico funkcije sum.

def vsota(s):
print("Racunam vsoto", s)
if s == []:
print("Prazen seznam, vracam 0.")
return O
prvi = s[0]
ostanek = s[1:]
print("Izvedeti moram vsoto", ostanek)
vsota_ost = vsota(ostanek)
print(f"Izvedel sem, da je vsota {ostanek} enaka {vsota_ost}; vracam {prvi} + {vsota_os!
return prvi + vsota_ost

vsota([2, 5, 3, 11)

Radunam vsoto [2, 5, 3, 1]
Izvedeti moram vsoto [5, 3, 1]



Radunam vsoto [5, 3, 1]

Izvedeti moram vsoto [3, 1]

Raunam vsoto [3, 1]

Izvedeti moram vsoto [1]

Raunam vsoto [1]

Izvedeti moram vsoto []

Raunam vsoto []

Prazen seznam, vracam O.

Izvedel sem, da je vsota [] enaka O; vraam 1 + O = 1
Izvedel sem, da je vsota [1] enaka 1; vracam 3 + 1 = 4
Izvedel sem, da je vsota [3, 1] enaka 4; vraam 5 + 4 = 9
Izvedel sem, da je vsota [5, 3, 1] enaka 9; vradam 2 + 9 = 11
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Opazujte zadnje izpise: funkcija izpiSe vrednost ostanek, in ta je najprej [],
potem [1], nato [3, 1] in potem [5, 3, 1].

Lokalne spremenljivke niso lokalne spremenljivke funkcije, temvec lokalne spre-
menljivke klica funkcije. Nova spremenljivka ostanek nastane ob vsakem klicu
funkcije in stari, prejsnji, "cakajoc¢i" klic obdrzi staro spremenljivko s staro
vrednostjo. (Da ne bo zmotilo koga, ki razume kaj ve¢, se moram Se popraviti:
ime ostanek se v vsakem klicu nanasa na drug objekt.)

Ko torej znotraj rekurzije reCemo ostanek = s[1:], ne pokvarimo vrednosti
ostanek iz "Cakajocega' klica.

Rekurzija in globalne spremenljivke
Ce dam $tudentom napisati rekurzivno funkcijo v slogu

e napisi funkcijo sodi(s), ki vrne seznam, ki vsebuje vse sode elemente
seznama s,

se navadno zgodi nekaj taksnega.

def sodi(s):
t =[]
if s == []:
return t
if s[0] % 2 == 0:
t.append(s[0])
sodi(s[1:1)
return t

Logika je v tem, da funkcija poskrbi za prvi element - ¢e je sod, ga doda v t -
nato pa se rekurzivno poklice z namenom, da bi v t dodala Se vse ostale sode
elemente.

Zal ne deluje.



sodi([2, 5, 3, 8, 01)
(2]

sodi([3, 4, 8, 01)

(]

Tezava je prav v tem, da je t lokalna spremenljivka klica. V vsakem klicu dobimo
nov t, vanj morda dodamo en element - v rekurzivnem klicu pa se zgodba ponovi
Z novim t.

Student zadevo resi tako, da t spremeni v globalno spremenljivko.
t =[]
def sodi(s):
if s == []:
return t
if s[0] % 2 ==
t.append(s[0])

sodi(s[1:])
return t

To "deluje".

sodi([2, 5, 3, 8, 0])
[2, 8, 0]

Ampak samo enkrat.
sodi([3, 4, 8, 0])
[2, 8, 0, 4, 8, 0]

Seznama t nihce ne sprazni. Plan C je, da spremenljivko t spraznimo na zacetku
funkcije.

t =[]
def sodi(s):
t.clear()
if s == []:
return t

if s[0] % 2 == 0:

t.append(s[0])
sodi(s[1:])
return t

Tudi to ne gre.

sodi([2, 5, 3, 8, 0])



(]

Zdaj vsak klic pobrise vse, kar se je zgodilo doslej - do zadnjega, ki prav tako
izprazni seznam in vanj ne doda nicCesar, saj je s prazen.

Rekurzija in globalne spremenljivke se ne marajo. (Ce ne veste to¢no, kaj delate.)

Pravilna resitev je taksna: ¢e je prvi element sod, vrnemo seznam, ki vsebuje ta
element in vse sode elemente ostanka. Sicer vrnemo sode elemente ostanka.

def sodi(s):
if s == [1:
return []
if s[0] % 2 == 0:
return [s[0]] + sodi(s[1:])
else:
return sodi(s[1:])

sodi([2, 5, 3, 8, 0])
[2, 8, 0]

V zadnji resitvi smo "razmisljali rekurzivno": funkcijo smo poklicali s krajsim
seznamom in k dobljeni resitvi dodali, kar je bilo treba (prvi element) (ce je bilo
treba). V prejsnjih, napacnih poskusih, je bila funkcija rekurzivna, razmisljanje
pa ne. Rekurzivni klici so dodajali v isti seznam, vendar je rekurzija sluzila le
kot zamenjava za zanko.

Razlika se vidi: v pravilni resitvi smo uporabili rezultat rekurzivnega klica. V
napacnih smo ga zavrgli in nekako racunali na "stranski uc¢inek" klica - dodajanje
v seznam.

Akumulator

Zanemariti rezultat in uporabiti stranski uc¢inek sicer ni nujno narobe. Vendar si
je potrebno v tem primeru celotno funkcijo zamisliti drugace. Napisali bomo
funkcijo, ki kot argument prejme seznam celih Stevil in Se en seznam, v katerega
mora zloziti vse sode elemente prvega seznama

def sodi(s, t):
if s == []:
return
if s[0] % 2 == 0:
t.append(s[0])
sodi(s[1:1, t)

e = []
sodi([2, 5, 3, 8, 0], e)



(2, 8, 0]

Studenti znajo sproducirati nekaj taksnega. Nekateri bi poskusali na podoben
nacin resevati tudi prvo nalogo in sicer tako, da bi ignorirali navodila naloge,
ki pravijo, da bo sodi dobil le en argument, ter mu dodali t, ki ima privzeto
vrednost []. To ne deluje, ker spreminjanje t-ja potem spreminja privzeto
vrednost. Pac pa gre tako:

def sodi(s, t=None):
if t is None:

t = []
if s == []:
return t

if s[0] % 2 == 0:
t.append(s[0])
return sodi(s[1:], t)

sodi([2, 5, 3, 8, 0])
[2, 8, 0]

V prvi resitvi, kjer smo imel sodi(s, t), je bila rekurzija prakticno zamenjava
za zanko. Druga je Se grsa, saj je ¢uden krizanec med temi, ki dopolnjujejo
podani seznam in onimi, ki morajo vracati (nov) seznam.

Ce nam je vie¢ ali ne: piSemo tudi taksne rekurzivne funkcije. Argument, ki si
ga podajamo, je "akumulator', v katerega se tekom rekurzije nabira rezultat in
zadnji klic ga vrne, da si ga ostali podajajo nazaj.

Funkcije v tej obliki znajo biti u¢inkovitejse. Zgodi se, da je lazje dopolnjevati
akumulator kot stalno nekaj sestevati (ali karkoli ze). Predvsem pa znajo nekateri
jeziki pospesiti izvajanje repne rekurzije.

Repna rekurzija

Tole nima zveze s Pythonom: Python tega ne zna. Po trditvah njegovega avtorja
tudi nikoli ne bo znal, saj to za Python ni zanimivo.

Gre pa za to: ko rekurzivna funkcija klice samo sebe, mora biti ohranjena "sled"
klicev: vedeti je potrebno, kdo je klical koga in komu mora vrniti rezultat. Poleg
tega je potrebno ohranjati lokalne spremenljivke - kot recimo ostanek, ki smo
ga videli nekaj razdelkov nazaj.

Ce je rekurzivni klic zadnja, ampak ¢isto ¢isto zadnja stvar, ki jo naredimo v
funkciji, in na koncu zgolj vrnemo rezultat tega klica - ne da bi mu, recimo,
Se kaj pristeli ali pa ga pristeli k£ ¢emu - potem taksni rekurziji reCemo repna
rekurzija. V tem primeru

e ni potrebno pomnjenje lokalnih spremenljivk klicoc¢ih funkcij. Nobenega
"ostanka" se nikoli nihc¢e ve¢ ne bo dotikal.

10



e ni potrebno vracati rezultata tistemu, ki je poklical funkcijo, temvec tistemu,
ki je, ¢e citiramo Vonneguta, vse skupaj zacel.

Zanimivo je predvsem slednje. Poklicemo funkcijo sodi. Ta poklice sebe. Poklice
sebe. Poklice sebe ... In rezultati se vracajo med temi klici nazaj -- vrne sebi,
vrne sebi, vrne sebi ... in na koncu vrne nam. Ce je rekurzija repna, lahko na
koncu vrne kar nam in preskoci vse "sebi".

Taksna rekurzija je veliko hitrejSa. Jeziki, v katerih ni spremenljivk temvec
le konstante in zato nimajo zank temvec le rekurzijo, zato prakti¢no morajo
optimizirati repno rekurzijo - programerji pa sestavljati funkcije, v katerih je
rekurzivni klic zadnje, kar naredijo. Python ni eden od teh jezikov, zato tega ne
optimizira. Z repno rekurzijo v Pythonu ne pridobimo nicesar.

Rekurzija lahko eksplodira
Zdaj pa napisimo funkcijo, ki vrne najveéje Stevilo v (nepraznem) seznamu.

def maks(s):
if len(s) == 1:
return s[0]
if s[0] > maks(s[1:]):
return s[0]
else:
return maks(s[1:])

maks([2, 3, 10, 5, 81)

10

maks([2, 3, 8, 10])

10

Deluje ze, deluje. Ampak za kaksno ceno! Ob vsakem klicu izpisimo zvezdico

def maks(s):

print ("x")

if len(s) == 1:
return s[0]

if s[0] > maks(s[1:]1):
return s[0]

else:
return maks(s[1:])

maks([2, 3, 8, 10])

* ¥ ¥ ¥

11
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10
Clovek bi pri¢akoval nekako $tiri zvezdice ne 15.

maks([2, 3, 5, 8, 10])

¥ X X K K K K K K K K K X X X X X X K K K K X X X X X ¥ X *
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10
Tule pa jih je, ¢e prav stejem, 31! En element vec - dvakrat ve¢ zvezdic!

Tezava je v tem, da funkcija maks dvakrat pokli¢e samo sebe. Tudi v obicajnih
funkcijah ni lepo, ¢e dvakrat pokli¢emo neko funkcijo z enakimi argumenti. Ce
gre za rekurzivno funkcijo, pa je to usodno. Funkcija maks dvakrat poklice sebe.
Ta v vsakem od teh dveh klicev dvakrat pokli¢e sebe - pa imamo §tiri klice. Ce
vsak od teh stirih klicev dvakrat poklice sebe, smo pri osmih klicih, iz teh osmih
jih nastane Sestnajst in iz Sestnajstih dvaintrideset. (Eden manj je zato, ker ne
gremo do praznega seznama temve¢ do seznama z enim elementom.)

V casu epidemije so nekateri prvic slisali besedno zvezo eksponentna rast in jo zdaj
na veliko uporabljajo kot sinonim za hitro rast. To ni isto. Nekaj je eksponentno,
e se njegova velikost (trajanje, vrednost, karkoli Ze) v vsakem koraku pomnozi
z nekim faktorjem. No, to kar se dogaja tule, je primer eksponentne rasti.

Zdravilo je enostavno. Funkcija se mora izogniti podvojenim klicem. Namesto

def maks(s):

print ("x")

if len(s) == 1:
return s[0]

if s[0] > maks(s[1:]):
return s[0]

else:
return maks(s[1:])

napisemo

def maks(s):
print ("*")
if len(s) == 1:
return s[0]
m = maks(s[1:])
if s[0] > m:
return s[0]
else:
return m

pa bo.
maks([2, 3, 5, 8, 10])

* X X X ¥

13
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Izogibanje neizogibni eksploziji

Imamo n stolov, na katere bomo posedli fante. Koliko jih posedemo - enega, dva,
pet, vec ... - je vseeno. Lahko posedemo tudi nobenega, se pravi, pustimo vse
stole prazne. Pomembno je le tole: ker so fantje poredni, mora biti med dvema
zasedenima stoloma vsaj en prost, da se ne bodo tepli.

Vzemimo, recimo, Sest stolov. Mozni razporedi so

*.x, (1)
kLok (2)
* (3
4
.x.. (B)
.ok (6)
Lok (7
*..... (8)
*x.x,%x (9)
* (10)
Sk, (11)
*
*

* X X X X X *
*
*

Lok (12)

o (13)
Lok, (14)
.ok, k (15)
Lok (16)
Lokok (17)
Lok (18)
coeex, (19)
..... * (20)
...... (21)

V nekaterih primerih smo posedli tri fante, v nekaterih manj, v zadnjem celo
nobenega. Vseh moznih razporedov je 21.

Zmamo napisati funkcijo, ki izracuna Stevilo razporedov za n stolov?

Znamo, in preprosteje bo, ¢e bo rekurzivna. Takole razmisljamo: prvi sedez
bo bodisi zaseden bodisi prazen. Razporedov, v katerih je prvi stol zaseden, je
toliko, kolikor je razporedov na n - 2 stolih. Ce je prvi zaseden, bo namre¢
drugi prazen in razporejamo lahko le e n - 2 stolov. Ce pa je prvi prazen, je
razporedov toliko, kolikor je razporedov na n - 1 stolih.

Ostane nam Se robni pogoj. Ce je stolov 0, je razpored le 1. Ce je stol eden, sta
razporeda dva: stol je poln ali prazen.

def razporedov(n):
if n ==
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return 1
if n ==
return 2
return razporedov(n - 1) + razporedov(n - 2)

razporedov (6)
21

Upam, da si, dragi bralec, med tistimi, ki so prepoznali gornjo funkcijo. Gre za
Fibonacijevo zaporedje: vsak element zaporedja je enak vsoti prejsnjih.

for i in range(10):
print (razporedov(i))

89

Fibonacijevega zaporedja nismo privlekli zaradi kakega predpisa, ki veleval, da
gre za obvezno sestavino vsakega predavanja o rekurziji. Ne. Privlekli smo ga
zaradi zvezdic.

def razporedov(n):
print ("*")
if n ==
return 1
if n ==
return 2
return razporedov(n - 1) + razporedov(n - 2)

razporedov (5)

¥ X K X X X X X X ¥
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* ¥ ¥ ¥ *

13

razporedov (6)

oK K X X X X K K K K K K K X X X X X X X X X X ¥

21

Spet je pocilo. Eksplodiralo. Vendar tokrat nismo ni¢ krivi. Prej smo brez
potrebe dvakrat zapored poklicali isto funkcijo z istimi argumenti. Zdaj ne -
zdaj jo poklicemo z razliénimi.

Razlog za eksplozijo je, seveda, v tem, da pri reSevanju za n stolov poklicemo
n-1inn - 2. Zan - 1 pa spet poklicemo n - 2. Vsak od dveh klicev za
n - 2 poklice n - 3 (ki ga sicer poklice tudi n - 1) tako naprej. (Razmislite,
koliko klicev je to. Namig: odgovor bo spet povezan s Fibonacijevimi stevili, le
ritensko.)

Ko gre za Fibonacijeva Stevila, je resitev ocitna: namesto da bi jih racunali
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rekurzivno, nazaj, jih raéunamo iterativno, naprej, tako kot vsi normalni ljudje
in to Ze nekje od drugega tedna predavanj.

Zgodi pa se, da naletimo na nalogo - Studenti racunalnistva jih vidijo nesluteno
stevilo v drugem letniku pri Algoritmih in podatkovnih strukturah, predvsem
pri dinami¢nem programiranju - kjer je racunanje nazaj, z rekurzijo, veliko
preprostejse kot iterativno, napre;j.

Memoizacija

Tu nas resi trik: funkcija si mora zapomniti rezultat klica z dolo¢enimi argumenti.
Ko jo naslednji¢ poklicemo z enakimi argumenti, ni¢esar ne rac¢una, temvec le
vrne, kar je naracunala in vrnila v prejSnjem klicu s takimi argumenti.

Kako izvesti memoizacijo, je odvisno od jezika. V Pythonu funkcijo dekoriramo,
ovijemo v drugo funkcijo, ki prestreza klice in pomni rezultate. Dekoriranje
funkcij v Pythonu je splosnejsi mehanizem, ki ga lahko uporabimo za marsikaj.
O njem se ne bomo uéili (tole je vendarle tecaj programiranja, ne Pythona), tule
bomo le pogledali, kaj nam je storiti, da prepre¢imo pretirano stevilo rekurzivnih
klicev.

from functools import cache

Q@cache
def razporedov(n):
print ("*")
if n ==
return 1
if n ==
return 2
return razporedov(n - 1) + razporedov(n - 2)

razporedov (6)

* X X X X X X

21
Sest stolov, sedem zvezdic. Zadnja je za 0 stolov.

Skratka: pred funkcijo napiSemo @cache, pri ¢emer je cache funkcija, ki jo je
potrebno uvoziti iz functools.

Tehnicni detajl, ki se ga je potrebno zavedati: cache deluje tako, da shranjuje
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argumente in pripadajoce rezultate v slovar. (O¢itno. Kam drugam bi jih lahko?
Le tako lahko hitro preveri, ali je dolocene argumente ze kdaj videl in kakSen
je bil pripadajo¢i rezultat.) Ker pa morajo biti kljuc¢i slovarja nespremenljive
reci, dekoratorja cache ne moramo uporabiti za funkcije, ki sprejemajo sezname,
slovarje ali mnozice (ali kaj drugega nespremenljivega). V tem primeru spre-
menimo funkcijo tako, da namesto seznamov sprejema terke, namesto mnozic
zamrznjene mnozice (frozenset), namesto slovarjev pa, tough luck, sezname
parov. No, slednje se mi Se ni zgodilo, tako da ne boli prevec.
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