01 Stefan is¢e Jano

January 28, 2024

Tile, prvi, zapiski bodo bolj matemati¢ni. Kasnejsi bodo zelo redko matemati¢ni, pa¢ pa bodo bolj
programerski.

1 Stefan iS¢e Jano

Stefan gre na zurko, na kateri je n deklet. Rekli so mu, da mora nujno spoznati Jano. Ta je seveda
ena sama. Nesrecnik hodi od ene do druge in jih sprasuje “A si ti mogoce Jana?” Koliko jih bo
vprasal, preden jo najde?

V najboljSem primeru eno samo. V najslabSem vseh n. Pa v poprecnem?

1.1 Kako racunamo poprecja

Najprej moramo ponoviti nekaj iz verjetnosti in statistike. Predstavljajmo si, da nekje delijo denar.
Pridemo tja in vrzemo kocko. Ce pade 6, dobimo 20 evrov, sicer 10. Koliko dobimo v popreéju?

Odgovor ni 15, ker veckrat dobimo 10 kot 20. Najpreprosteje si predstavljamo, da bomo tja prisli
60-krat, od tega bomo (tako je pricakovati) desetkrat vrgli 6 in petdesetkrat kaj drugega, torej
bomo dobili

10 x 20 4+ 50 x 10 = 700 evrov.

V poprecju torej dobimo

700 / 60 = 11,66 evrov.

Seveda dobimo enak rezultat tudi z n poskusi, ko v poprec¢ju dobimo

(paon x 20 + pyon x 10)/n evrov,

kjer smo s py in p;, oznacili verjenosti, da dobimo 20 oziroma 10 evrov.

n seveda okrajsamo in dobimo

Doo X 20 + pyg x 10.



V splosnem: ¢e imamo neke mozne izide (dobicke, cene, Stevilo potrebnih vprasanj) x, x4, ..z,
in so verjetnosti teh izidov enake p,, py, .., p,, je poprecje, oziroma, bolj pravilno, pricakovana
vrednost, enaka

D1Ty + PaZo + ... +PpT,

ali, bolj uceno,

n
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1.2 Nazaj k Stefanu

Koliko deklet bo nadlegoval Stefan? Ze vemo: ¢e bo imel sreco (oziroma: ¢e bodo imele sreco) bo
tezil samo eni, ¢e smolo vsem, sicer pa nekje vmes.

Kaksna je verjetnost, da bo tezil i-tim? Taks$na: najprej mora ¢ — 1-krat zgresiti, nato pa zadeti.
Verjetnost, da zgresi prvi¢, je enaka "771, saj je na zurki n deklet in med njimi je n — 1 ne-
Jan. Verjetnost, da zgresi drugic¢, je enaka Z—j: kandidatk je namre¢ Se n — 1 in med njimi je
n — 2 taksnih, ki niso Jane. Verjetnost, da zgresi v poskusu stevilka 3, je Z—:g ... In tako naprej.
Z:E:;; In verjetnost, da v i-tem

poskusu zadane, je ﬁ, saj je 1 — 1 deklet Ze izlo¢il in Jana je ena od preostalih n — (i — 1).

Verjetnost, da zgresi v poskusu ¢ — 1, je, po zgornjem vzorcu

Namnozimo torej te verjetnosti: verjetnost, da zgresi prvic¢, drugic, tretjic¢ ... ¢ — 1-vi¢, potem pa v
i-tem poskusu zadane, je

n—1n—2n—-3n—4 1
n n—1ln—2n—3 " n—i—1

p; =

Vsak Stevec se krajsa z naslednjim imenovalcem, pa imamo (oh, kaksna neslana sala!)

p;=1/n

Vse verjetnosti so enake kar 1 / n. To je seveda popolnoma pri¢akovano, tako bi rekli ze na prvi
pogled. Vendar se bo kdaj pa kdaj zgodilo tudi kaj nepricakovanega, zato je pametno, da smo
previdni. Pa malo vaje iz ra¢unanja in, predvsem, razmisljanja, nam tudi ni skodilo.

Koliko poskusov bo torej potreboval v poprecju?
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Vsoto stevil od 1 do n bomo pri tem predmetu srecali skoraj vsak teden, zato se jo enkrat za vselej
nauc¢imo izracunati.



1.3 Vsota aritmeti¢ne vrste

Koliko zvezdic je na sliki?
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Tezko reci? Potem pa povejte, koliko zvezdic in plusov (skupaj) je na tej sliki?
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Imamo osem vrstic in devet stolpcev (v zadnji vrstici je namreé osem zvezdic in Se en plus), torej
je zvezdic in plusov skupaj 8 x 9 = 72. Vidimo pa tudi, da je obojih enako, torej je zvezdic 36.

V splosnem: ¢e bi narisal 1 +2 4+ 3 +4 + 5 + 6 + .. + n zvezdic, bi dodal Se natancno toliko

plusov ter imel n(n 4 1) zvezdic in plusov. Torej @ zvezdic. Zatorej

ii _n(n+1)
i=1 2
1.4 Spet nazaj k Stefanu

Spet se vrnimo k Stefanu. Ugotovili smo, da bo v poprecju tezil %E?zli puncam (Ce ga prej ne
vrzejo ven).

To je intuitivno in logi¢no in tako naprej. Najprej: zdelo se nam je, da jih bo moral vprasati nekako
pol. Vidimo, da za 0.5 ve¢ kot pol. Ce je tam samo ena, jih bo vprasal (1 +1)/2 = 1. Njo pac.
Ce sta dve, jih bo vpragal (1 4 2)/2 = 1.5 — pac eno ali dve. Ce so tri, jih v popre¢ju vprasa
(34+1)/2 =2 - to je, eno, dve ali tri.

Poleg tega je stvar smiselna tudi zato, ker je linearna: ¢e pride na zurko dvakrat ve¢ deklet, je
pricakovati, da bo imel dvakrat toliko dela.



2 Pijani Stefan

Kot da to Se ne bi bilo dovolj: na drugo zurko je prisel pijan. Gre k prvi in jo vprasa, ¢e je Jana.
Gre k drugi. Gre k tretji. Potem gre k ¢etrti - ki pa je pravzaprav ista kot druga, saj je, kot receno,
pijan in je pozabil, da je tisto Ze vprasal.

Nova naloga je torej taksna: hodi od ene do druge, pri ¢emer sproti pozablja, katero je ze vprasal.
Kolikokrat bo vprasal, preden najde Jano?

V najboljsem primeru enkrat. V najslabsem bo prej konec zurke. Oziroma - poljubno velikokrat.
Matematiki nas bodo grdo gledali, ampak recimo, da neskon¢nokrat. Pa poprecje?

Najprej: kaj pravi intuicija? Gotovo ve¢ kot prej. Jih bo moral vprasati n? Ali Se vec?

Ce kdo meni, da n, naj razmisli tole: recimo, da na naslednjo zurko pride dvakrat toliko punc. Bo
moral Stefan postaviti dvakrat toliko vprasanj? Ali ve¢? Kako narasca koli¢ina Stefanovega dela
s Stevilom deklet? Linearno? Pocasneje? Najbrz ne. Hitreje? Zdi se, da. Ce je punc veé je delo
treznega Stefana paé tezje, delo pijanega Stefana pa bolj tezje (sorry, slavisti). Ce jih namesto 100
pride 1000, bo imel trezni (v popre¢ju) desetkrat ve¢ dela. Pijani pa ... pri 100 Se gre, pri 1000 pa
nima sans, ne?

Naloga je ekvivalentna tej: imamo vse pikove karte. Trinajst jih je. Pomesamo in preverimo, ali je
na vrhu as. Ce ni, premesamo ponovno. Ce ni, ponovno. Kolikokrat moramo to ponoviti, da bo
na vrhu as?

Spet je potrebno sesteti vsoto Zzl p,;%, pri Cemer pa je p zdaj malo drugacna. Kaksna je verjetnost,
da bo Jano odkril z natan¢no ¢ vprasanji?

Verjetnost je pravzaprav preprosteje izracunati. Ker sproti pozablja, je v vsakem poskusu verjet-
nost, da bo zgresil, enaka "T_l = 1—%, verjetnost, da zadane, pa % Verjetnost, da najprej ¢ —1-krat
zgresi, potem pa zadane, je torej

Vsota, ki nas zanima, je

1

ali, Ce izpostavimo -~ in postavimo 7 na zacetek,
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Znamo?

Najprej zamenjajmo



da dobimo

e
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Nato ugotovimo e, da je vseeno, ¢e seStevamo kar od 0 naprej, saj je 0¢ enako 0. Torej bomo
sestevali
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Znamo sesteti to?

2.1 Vsota geometrijske vrste

Ne. Paé pa bi morali znati sesSteti tole:

1—|—q+q2+q3—|—...q"

To pa zato, ker vemo, od enkrat iz srednje Sole, da je

l+g+F+E+..¢")(1—9)

enako

l—qg+q—F+F—F+@—¢* .+

kar je, ko se vsi vmesni ¢leni paroma pokoljejo, enako

1_qn+1
Torej
Q+g+a®+¢+..¢")(1—q)=1—¢""
Se pravi
1— n+1
1+q+q2+q3+.--q"=%q

(Jasno, ob predpostavki, da je ¢ razlicen od 1. Ce je enak 1, pa tega ulomka ne smemo napisati,
vendar nam ga na sreco tudi ni treba, saj je tedaj vstoa o¢itno enaka n.)

Pa vsota nesko¢ne geometrijske vrste?



n

1—g¢q

14+q¢+¢+¢+...= lim

n—oo 1 —gq
Ce je q vedji ali enak 1, tole zbezlja v neskon¢nost. Ce je ¢ (oziroma |¢| manjsi od 1, pa je to enako

2 3 1

Torej

o 1
qu =12 (celq] < 1)
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2.2 Nazaj k pijanemu Stefanu

Vse lepo in prav, samo mi moramo sesteti

00
E ,L'qz—l
=0

i—1

Pa opazimo, da je i¢"~! ravno odvod ¢’ po ¢ in napisemo

izOZq _i:O dq

Potem pa se spomnimo, da je odvod linearna zadeva in je odvod vsote enak vsoti odvodov. Ali,
kot nam pride prav tule: vsota odvodov je enaka odvodu vsote. Vseeno je, ali najprej odvajas in
potem sestevas ali obratno.

Pravzaprav ni vseeno: tu nam bo prislo prav, da najprej sestejemo. Torej obrnimo, postavimo
vsoto znotraj odvoda.

o
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To vsoto namre¢ znamo izrac¢unati!
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Napnemo svoje matemati¢ne misice: tale odvod je enak

Z — )2
i=0 (1—q)



Zdaj pa se vrnimo &isto nazaj: popre¢no Stevilo vprasanj pijanega Stefana je

kjer je g enak 1 — %

Vsoto smo pravkar ugnali, torej imamo

1 1
n(l—gq)?
Cevemo,dajeqzl—%,jel—q:%.
Pa imamo
1 1 1,
n(;) n

Pijani Stefan bo v popre¢ju vprasal n deklet.

Rezultat je zanimiv. Kot prvo: ¢e imamo le pikove karte, bo potrebno v poprecju premesati 13-
krat, da bo na vrhu as. Zanimivo. Predvsem pa je zanimivo - in za vecino nepri¢akovano - tole: ¢e
pride na zurko dvakrat ve¢ deklet, bo imel pijani Stefan natanéno dvakrat toliko dela. Ne veé.

Pijani Stefan sploh ni tako neuéinkovit, kot bi si mislili.

3 Bisekcija deklet

Stefan torej pride $e na tretjo zurko. Tokrat: trezen. In z nacrtom.

Dekleta poprosi, da se postavijo v vrsto po abecedi. Vejo, da je tip zatezen, vendar ocenijo, da bo
mogoce boljse za vse, ¢e storijo, kot hoce. Ces, mogoce bo hitreje mimo.

Postavijo se torej v vrsto, Stefan (ki Se vedno iS¢e Jano) stopi k srednji in jo vprasa, kako ji je ime.
Izve, da je Fanci. Ker so urejene po abecedi, se prijazno zahvali levi polovici, ¢es lahko se usedejo,
grejo po pijaco ali karkoli ali, zaradi njega, tudi domov, saj ve, da Jane ni med njimi.

Usmeri se na desno polovico. Napoti se k srednji, jo vprasa po imenu, izve da je Micka. Tokrat
odslovi vse desno od Micke (vklju¢no z Micko samo).

In tako naprej.
Koliko deklet bo moral vprasati po imenu, preden dobi Jano?

V najboljsem primeru (zanj, predvsem pa za vse prisotne punce, razen za Jano), stoji Jana na sredi
in je torej vprasal le njo.

Pa v najslabsem?



Takole razmislimo. Recimo, da je na zurki 1024 punc. V prvem koraku jih odslovi polovico, torej
jih ostane Se 512. V drugem Se polovico in jih ostane 256. Po tretjem koraku 128 ... Kolikokrat je
potrebno razpoloviti 1024, da dobimo 17

Matematiki imajo posebno funkcijo, ki racuna to vrednost. Rece se ji: dvojiski logaritem.

log, 1024 = 10

V najslabsem primeru bo Stefan ponadlegoval 10 deklet. To¢neje 11, saj bo vpragal tudi tisto, ki
je ostala sama.

(Tocen izra¢un je malenkost drugacen. Najprej se spomnimo, da Stefan stevila deklet ne razpolavlja,
temvec odslovi tudi srednjo. Boljse zacetno Stevilo deklet je 1023. V prvem poskusu vprasa srednjo
od njih in potem odslovi vse, ki so levo ali desno, torej mu jih ostane Se (1023 - 1) / 2 = 511. Potem
vprasa srednjo, odslovi njo in polovico ostalih in ostane mu jih (511 - 1) / 2 = 255. Potem (255 - 1)
/ 2 = 127. Nato 63, 31, 15, 7, 3, 1. Pri 1023 dekletih imamo to¢no 10 razpolavljanj. V splosnem:
¢e razlagamo ta primer, se splaca nastaviti n na stevilo, ki je za 1 manjSe od neke potence dvojke.
Ce imamo n = 29 — 1, bomo potrebovali ¢ vprasanj. Pod pogojem, da odstrani srednjo in polovico
ostalih.)

Kaj pa poprec¢ni primer?

Na prvih predavanjih smo eksperimentalno ugotovili naslednje: v poprec¢ju potrebujemo le eno
vprasanje manj kot v najslabsem primeru. To je seveda nenavadno in nepricakovano. No, ne-
navadno in nepricakovano je za tiste, ki so pravkar poslusali Sele prvo predavanje iz Algoritmov in
podatkovnih struktur. V resnici pa je to, da sta si poprecéna in najslabsa situacija podobni, zelo
obic¢ajno in bo posledi¢no s¢asom postalo tudi pricakovano.

Zakaj?

Kje bi morala stati Jana, da bi Stefan vprasal le eno punco? To¢no na sredi. V vsej vrsti je
natanéno eno mesto, do katerega Stefan pride z enim vprasanjem.

Ce Jane ni tam, bo Sel Stefan na levo ali na desno. Torej obstajata dve mesti, do katerih Stefan
pride z dvema vprasanjema. Drugace povedano: ce ne bi iskal ravno Jane, temvec¢ koga drugega,
obstajata natancno dve dekleti, ki sta “dve vprasanji dale¢”. Od vsake od teh dveh gre lahko levo
ali desno. Torej obstajajo stiri dekleta na razdalji 3. In osem deklet na razdalji 4. In Sestnajst
deklet na razdalji 5. In 32 na razdalji 6 ...

In tako naprej. Na vsakem nivoju je dvakrat toliko deklet kot na prejsnjem.

Kot smo ugotovili na predavanjih, je vsako drugo dekle - se pravi pol deklet! - na zadnjem nivoju,
torej tam, do koder potrebuje Stefan najvedje Stevilo vprasanj. Najslabsi scenarij se zgodi kar v
polovici primerov!

Toliko o intuciji. Kako pa se to izracuna?

Nadaljevanje prihodnjic¢
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