Ime in priimek

. . Vpisna stevilka
Osnove matematicne analize:

2. racunski izpit
7. februar 2024

Cas pisanja je 90 minut. Dovoljena je uporaba 1 lista A4 formata s
formulami in navadnega kalkulatorja. Uporaba graficnega kalkulatorja
ali drugih pripomockov ni dovoljena. Vse odgovore dobro utemelji!

1. naloga (25 tock)
a) (13 tock) Poisci vse resitve enacbe
P24+ +i(z+2)=6+4i

za z € C.
Resitev : Ce kompleksno stevilo z zapisemo v karteziénih koordinatah z = z + yi, kjer
x,y € R, lahko ena¢ho zapisemo v obliki

(x+yi)® + (x —yi)* +i(22) = 6 + 4i
Po poenostavitvi dobimo
227 — 2% + 20 = 6 + 4i

Ker se morata realna in imaginarna dela na obeh straneh enacbe ujemati, se enacba
prevede na sistem (realnih) enach

22 — 2 = 6
20 = 4
Iz druge enacbe takoj sledi # = 2, iz prve pa nato Se y> = 1. Tako imamo dve resitvi
Z1=2411n 2o =2 — 1.

b) (12 tock) Poisci vse resitve enacbe

za w € C in jih skiciraj v kompleksni ravnini.

Resitev : Absolutna vrednost kompleksnega stevila u = —
nahaja pa s v tretjem kvadrantu pri polarnem kotu ¢ = %
tako

: - ‘/732 je ocitno |u| = 1,

7. Polarni zapis stevila u je

Enacba w* = u ima stiri korene

wp =e32' k=0,1,2,3,

2 5w 8nm 1lm

ki dolocajo kvadrat z oglisci, ki lezijo na enotski kroznici v C pri kotih <, 5, S, =~
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2. naloga (25 tock)
Naj bo ag = 12 in a, 1 = (a? + 10)/(2a, — 3).

a) (15 tock) Dokazi, da je zaporedje a, padajoce in omejeno.
Resitev : Omejeno dokazemo z indukcijo: ag =12 > 5 in

az —10a, +25  (a, —5)?

2a, — 3 2a, — 3 > 0.

Qpy1 — 5=

Za dokaz monotonosti si oglejmo razliko sosednjh ¢lenov:

—a? 4+ 3a, +10  —(a, —5)(a, +2)
2a, — 3 N 2a, — 3

<0,

p4+1 — Apn =

ker je a, > 5. Torej je api1 < ay.

b) (10 tock) Izracunaj limito zaporedja (a,,).

Resitev : Ker je zaporedje padajoce in omejemo, je konvergetno. Naj bo a = lim a,,.
n—o0

Potem je a = %, kar nam da —a® + 3a + 10 = —(a — 5)(a + 2) = 0. Ker so vsi ¢leni

pozitivni, je lahko le a = 5.



3. naloga (25 tock)

Dana je funkcija
flz,y) =32y — 32° +y* — 3y°

a) (15 tock) Poisci stacionarne tocke funkcije f.
Resitev : Enachi za stacionarne tocke sta
feo = 6zy—6x=0
fy = 32"+ 3y =6y =0
Ce prvo enaébo peonastavimo v z(y — 1) = 0, lahko lo¢imo dva primera, z = 0 ali y = 1.
Za primer z = 0 po drugi enacbi dobimo y(y — 2) = 0. Za primer y = 1 po drugi

enacbi dobimo x? = 1. Skupaj imamo $tiri stacionarne tocke T7(0,0), T5(0,2), T3(—1,1)
in Ty(1,1).

b) (10 tock) Klasificiraj stacionarne tocke funkcije f.
Resitev : Hessejeva matrika je

Hf(x,y) = {GyG; 0 6y6i 6]

Za vrednosti Hessejeve matrike, izracunane v stacionarnih tockah dobimo

w8 s s [  n §

Tako je T7 lokalni maksimum, 75 je lokalni minimum, 73 in 7T} pa sta sedli.



4. naloga (25 tock)

a) (10 tock) Izracunaj nedoloceni integral

2+ 2
2 +1

dz.

/sin(:c + arctan(z))

x242
241

Resitev : Vpeljimo t = z + arctan(z). Potem je dt =
v [sintdt = — cost = — cos(x + arctan(z)) + C.

dx in integral se poenostaviv

b) (15 toc¢k) Izracunaj doloceni integral

/ (2% + z)e™ dx.

-1

Resitev : Ocitna substitucija ¢ = z? (v doloceni integral) ni injektivna na celotnem
integracijskem obmocju, zato enakosti

(o) 1 o
/ (2% + 2)e™ dx = —/ (t+1)e " dt
—1 2 1
ne smemo zapisati (meja pri x = —1 se je transformirala t = 1.)

Ce integral najprej razdelimo na dva dela [~ = fil + /7, vidmo, da je prvi integral
enak 0 (integral lihe funkcije na simetricnem obmodcju).

Torej moramo izracunati le

I= / (2% + 2)e ™ da.
1

Substitucija t = 22 je sedaj ustrezna in integral se preoblikuje v

1 o0
—/ (t+1)e " dt.
2 )

Racunajmo [(t+1)e~tdt = [e'dt+ [te ! dt = —e' + [te ' dt. in z integracijo per
partes Se [te~'dt = —(t+1)e .
Sledi ) )
- /(t +Detdt = —= (2" +te ).
2 2
7 upostevanjem mej dobimo [ = %eil.
Opomba: Komentar glede neinjektivnosti substitucije t = 22 je pravzaprav potreben le,
¢e substitucijo uporabimo na dolo¢enem integralu. Ce pa najprej izracunamo nedoloc¢eni
integral

1
/(:):3 ) dr = —5(26_“:2 + 2% )+ C,

lahko potem izracuanmo doloceni integral na obic¢ajen nacin z vstavljanjem mej —1 in oco.



