


Deli in viada)

* |deja metode
— deli

* problem delimo na manjsSe probleme

- vladaj
. . o Divide et empera
* dokler ne dobimo dovolj majhnih

In obvladljivih problemov,
Ki jih trivialno resimo

Gaj Julij Cezar
100 pr. n. St. — 44 pr. n. St.



Deli in viada)

* Postopek snovanja
- rekurzivni algoritem

— delitev naloge

* na eno ali veC manjsih nalog
- resi manjSe naloge

e uporaba rekurzije
- zdruzevanje resitev

* |z reSitev manjsih nalog sestavimo
resitev osnovne naloge



Dvojisko iskanje

* |deja algoritma

— tabelo enostavno delimo na dve polovici: O(1)

— rekurzija gre le v eno polovico

— trivilano vrnemo resitev izbrane polovice: O(1)

Dvojisko iskanje (rekurzivno)

fun binarySearch(a, left, right, key) 1is
if right > left then return -1
mid = left + (right - left) / 2
if (key < a[mid]) then
return binarySearch(a, left, mid - 1)
if (k > a[mid]) then
return binarySearch(a, mid + 1, right)
return mid J—

T(n)=1-T(7 )+ (1)



Dvojisko iskanje

e Casovna zahtevnost
— Kako pridemo do log n?

 Rekurzivha enacba
— asimptotiCha zahtevnost
T(1)=0(1)
T (n)=1-T(] )+ ©(1)
— zapis s konstantami
T(1)=a
T(n)=T([])+c

/( Kako resiti
rekurenéno enacbo?




Dvojisko iskanje

» ReSevanje rekurzivne enacbe T(n):T([g

- metoda vstavljanja

)+ c

T(1)=a Substitucija
T2)=T(1)+c=a+c *n=2"

* torej N=1gn
T4)=T(2Q)+c=a+ 2c

Sklepamo

e T2M)Y=a+Nc

e T(n)=a+clgn
T(8) = T(4) + c = a + 3c

T(16) = T(8) + c = a + 4c



Urejanje z zlivanjem

* |deja algoritma
- tabelo delimo na dve polovici: O(1)
— rekurzija gre v obe polovici
- zlivanje dveh polovic: O(n)

T(n)=2T([5])+6(n)



Urejanje z zlivanjem

e Casovna zahtevnost
— Kako pridemo do n log n?

 Rekurzivha enacba
— asimptotiCha zahtevnost
T(1)=0(1)
T(n)=2-T([§1)+ ©(n)
— zapis s konstantami

=
T(n):Z-T([g])+ cn



Urejanje z zlivanjem

 ReSevanje rekurzivnhe enacbe T(n)=2-T([g])+ cn
- metoda vstavljanja

T(1)=a

T(2) = 2a + 2c

T(4) = 4a + 8¢

T(8) = 8a + 24c
T(16) = 16a + 64c

T(nN)=na+nlgnc=0(nlgn)



Mojstrov izrek (master theorem)

e Rekurzivna enacbha

T( aT(b)+cnd

-

a - stevilo Jaocfna[og gaoc{proﬁfemov) \
b - faﬁwr delitve na[oge

¢ - konstanta iz asim]owtiéne nomcﬁe ‘

(Yecf velikost zahtevnosti delitve in chruz”e%




Mojstrov izrek

* Rekurzivna enacba in njena resitev

T(n)=a-T(L)+cn’

b

T(n)= O (nlogn) a=b’




Mojstrov izrek

* Intuicija T(n)=a-T(=)+cn”

o




Mojstrov izrek |

e Sile zla a vs sile dobrega b n

A
b

- a<b!= 6N

* vecCja globina » manj dela » najvecC dela v korenu

- a=b? = O(n'log n)

* na vsaki globini je enako dela

=0 > bd g @(nlogb Cl)

e vecCja globina » vecC dela » najvecC dela v listih



Mojstrov izrek

* Primerl ®(n") a<b’

T(n)= ©(n'lgn) a=b"

dvojisko iskanje: (1,2,0)
kopica — dvigovanje: (1,2,0)
kopica — ugrezanje: (1,3/2,0)
urejanje z zlivanjem: (2,2,1)
Stetje inverzij: (2,2,1)

hitro urejanje (najboljSi primer): (2,2,1)
mnozenje celih stevil — D&V: (4,2,1)

-

mnozenje celih stevil — Karatsuba: (3,2,1)

mnozenje matrik — D&V: (8,2,2)
mnozenje matrik — Strassen: (7,2,2)




Mnozenje velikih celih Stevil

e Velika cela Stevila
- Kdaj je stevilo veliko?

- Kje potrebujemo tako velika Stevila?
* Kkriptografija
 |skanje prasStevil in drugi matematicni izzivi



Mnozenje velikih celih Stevil

* Algoritmi
— klasicno solsko mnozenje
— mnozenje ruskih/francoskih trgovcev
- deli & vladaj mnozenje
- Karacubov algoritem (angl. Karatshua)



Mnozenje velikih celih Stevil

e Delitev Stevil
- n-bitna Stevila razdelimo na pol

— na dva n/2 bitha dela
* prva polovica
* druga polovica

- .Dn/2
a—a12 t+a,

b=b-2"+b,

n bitov

n/2 bitov

n/2 bitov




Mnozenje velikih celih Stevil

e Direktno D&V mnozenje
— produkt
GEON = (g 2"“+a ) (b 2"“+b)
= a,b 2"+ (ab,+ab,)2" +apb

00
u .Dn .nn/2
—C22 +012 +c,

Ch= al-b1 &

@l = al-bo + ao-b1 2 0

) = ao-bo
— zahtevnost
* O(n?), ker T(n) = 4-T(n/2) + O(n)



Mnozenje velikih celih Stevil

e Karacubov algoritem
— produkt

ab  =(a,-2"+a)(b-2" +b)
= ab,-2"+(ab,+ab)2" +apb

il .Dn .nn/2
—022 +012 +c,

A. A. Karacuba, 1937 — 2008

— Gaussov / Karacubov trik c,
o = LR e C
@ d=D

g @ha)(b tb)-c —c
— zahtevnost
e T(n) = O(n'#3) = O(n'°*®) , ker T(n) = 3-T(n/2) + O(n)



Mnozenje matrik

 Problem

- dani sta dve matriki A in B
— I1SCemo njun produkt C = AB

m Alli, k]

Blk, j]

Cli,j]




Mnozenje matrik

e Klasicni algoritem
— tri zanke for
— zahtevnost O(n°)

for i ® to m-1 do
for j = 0 to n-1 do

0

K

S
for =0 to 1 do
s += A[i, k] * Blk, jl
Cli, j] = s
endfor
endfor S




Mnozenje matrik

* BloCne operacije
- delitev matrik na (disjunktne) podmatrike — bloke

_ B
-

APS 1, Jurij Miheli¢



* BloCno seStevanje

Mnozenje matrik

g =An, T B,
C,=A, tB,
Ll et s
@@= A t B

00

10

01

11

00

10

01

11




* BloCho mnozenje

e=—1
&= A
= A
= A

B

00700

B

0001

B

1000

B

100701

Mnozenje matrik

+A B

0110

+A B

0111

+A B

11710

“2u /AL

1111

00

10

01

11

00

10

01

11




Mnozenje matrik

e Direktno D&V mnozenje
— bloCno delitev izvajamo rekurzivno

c C A A

00 01 00 01

== prOdUKtl C10 C11 A10 A11

00

10

01

11

. C,=A B, +A B

00" 00 0110

. C,=A B, +A B

0001 0111

C,=AB, +A.B

10700 11710

C,=AB, +A B

100701 1111

— zahtevnost
* O(n’), T(n) = 8-T(n/2) + O(n?)




Mnozenje matrik

e Strassenov algoritem

oo Con il Ao Aoy By By V. Strassen, 1..936
ClO Cll AlO All BlO Bll
— produkti 1 =(Ay TADB,+B)
= (A +A)B
- M, 117 oo
> C00_1\41_|_1w4_]v"5_|—]\/"7 M,=A, (B, -B,)
: C01 - M3 H M5 M, = An(Bm —By)
o C =M +M 5_(A A, B,
L) ° 4 6 - (A Aoo) (Boo + B01)
. C11 = M1 ar M3 = M2 + M6 M =(A,-A)B,*+B,)
\ 4

— zahtevnost
e O(n*®®), T(n) = 7-T(n/2) + O(n?)



Mnozenje matrik

* Strassenov algoritem v praksi

velika konstanta
prostorska potratnost
naivna in bloCha metoda je numericno stabilnejsa

matrike niso vedno velikosti n = 2¥

ustavljanje rekurzije pri majhnih matrikah
* preklop na drug algoritem
upostevanje predpomnilnika (transponiranje matrik)

glej tudi Clanek: matrix Multiplication: Practical Use of a
Strassen-like Algorithm, Rozman Mitja and Elersic Miha



Mnozenje matrik

e AsimptotiCno najhitrejsi algoritmi: O(n%)

Algoritem a

naivno mnozenje 3
Strassen, 1969 2.808
Coopersmith, Winograd, 1990  2.376
Stothers, 2010 2.3736
Williams, 2011 2.3728642
Le Gall, 2014 2.3728639
Alman, Williams, 2020 2.3728596
Viri: razno in

* https://www.quantamagazine.org/mathematicians-inch-closer-to-matrix-multiplication-goal-20210323/
e https://www.quantamagazine.org/ai-reveals-new-possibilities-in-matrix-multiplication-20221123/


https://www.quantamagazine.org/mathematicians-inch-closer-to-matrix-multiplication-goal-20210323/
https://www.quantamagazine.org/ai-reveals-new-possibilities-in-matrix-multiplication-20221123/
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