Pete vaje APS2: krovni izrek in Karacubov
algoritem

1 Krovni izrek

Krovni izrek uporabljamo za reSevanje dolo¢enih rekuren¢nih enacb za ca-
sovno zahtevnost, ki lahko nastanejo pri ocenjevanju ¢asovne zahtevnosti
algoritmov z rekurzivnim razcepom (»deli in vladaj«). Ce nalogo velikosti n
resimo tako, da resimo a nalog velikosti n/b, ki so enake oblike kot izhodis¢na
naloga, za razbijanje naloge na podnaloge in sestavljanje resitev podnalog v
refitev izhodiséne naloge pa porabimo ©(nf) ¢asa, potem za celotno resitev
potrebujemo

T(n) = aT(n/b) + ©(n?)

casa.

Formulo zapisimo kot T(n) = kn? + aT(n/b) in jo vstavljajmo samo

vase: 1

T(n) = kn® + aT(n/b)
= kn? + a(k(n/b)® + aT(n/b?))
= kn? + ak(n/b)? + a*T(n/b?)
= kn? + ak(n/b) 4+ a®(k(n/b*)? + aT(n /b))
= kn? + ak(n/b)¢ + an:( /62 + 3T (n/b?)
= kn? + ak(n/b)? + a®k(n/b*)? + ®k(n/b®)? + a*T(n/b)

= kn? + ak(n/b)? + a®k(n/b*)? + aPk(n/b*)? + a*k(n/b)? +

log;, n Elenov

= kn? 1+%+(§d)2+(%)3+(%)4+... . (1)

log; n Elenov

'Pravilneje bi bilo pisati kinaT(n/b) < T(n) < kan® + aT'(n/b), zanemarili pa bomo
Se nekaj drugih podrobnosti. Natancéen dokaz je v Cormenu.



Zakaj je stevilo ¢lenov (priblizno) enako log, n? Zato, ker se zaporedje
T(n), T(n/b), T(n/b?), T(n/b), ... zakljudi, ko imenovalec doseze ali pre-
seze Stevec.

Sedaj imamo tri moznosti:

(1) a < b%. V tem primeru lahko izraz v oklepaju aproksimiramo z geome-
trijsko vrsto. Vemo, daje 1+q+¢>+¢>+...=1/(1—q), Cejeq < 1.
V naSem primeru je ¢ = a/b?, zato dobimo

a 1 nd b?
[

T < =
(n) < kn =

Ker sta k in b%/(b% — a) konstanti, lahko zapisemo

(2) a="b% V tem primeru so vsi &leni v oklepajih v (1) enaki 1, zato
dobimo

T(n) = knlogyn = O(nlogn).

(3) a > b V tem primeru je izraz v oklepajih v (1) vsota konénega geo-
metrijskega zaporedja. Spomnimo se, daje 1 +qg+¢*>+... +¢™ 1 =
(g™ —1)/(q — 1). Pri nas velja ¢ = a/b% in m = log, n:
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Ce vse konstante zdruzimo v novo konstanto K in »zanemarimo« od-
Stevanec, lahko zapiSemo
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Velja torej:

O(n?), te a < b
T(n) =4 O(n%logn), ¢&ea="b%
O(n'&v ) &ea > b,

Izkaze se, da asimptotiéne meje niso samo zgornje, ampak tudi spodnje, zato
lahko vse O(.) zamenjamo s O(.).

2 Karacubov algoritem

Karacubov algoritem uporabljamo za mnozZenje velikih naravnih stevil. Pred-
postavili bomo, da so Stevila desetiska, vendar pa bi algoritem zlahka prila-
godili tudi za druge Stevilske osnove.

Ce sta a in b enomestni Stevili, lahko njun zmnozek izra¢unamo v ¢asu
O(1). V nasprotnem primeru pa predpostavimo, da sta obe $tevili n-mestni,
kjer je n sodo Stevilo; ¢e to ni res, ju pa¢ dopolnimo z vodilnimi nic¢lami.
Stevili zapisimo takole:

a = 10"2a; + ao,

b= 10"2by + by.

Je tak zapis Ze dovolj, da obi¢ajno ¢asovno zahtevnost mnozenja (©(n?))
zmanjSamo? Poglejmo:

ab=10"a1by + 10"/2(a1b0 + aobl) + agpbg

Problem mnoZenja n-mestnih Stevil torej razstavimo na §tiri (a = 4) pro-
bleme velikosti n/2 (b = 2), za zdruZevanje rezultatov podproblemov pa
potrebujemo ¢as ©(n) (d = 1); mnoZenje s potenco Stevila 10 seveda ni
»pravo« mmnozenje, saj gre zgolj za zamikanje Stevk. Ker je a > b?, je po
krovnem izreku T'(n) = ©(n'°& %) = ©(nl°224) = ©(n?). Sment!

No, k sredi se izkaze, da lahko s preprosto matemati¢no telovadbo eno
mnozenje prihranimo. Uvedimo

co = aby,
co = agbp,
c1 = (a1 + ap) (b1 + bo) — c2 — co.

Ni tezko pokazati, da velja
ab = 10"cy + 10™2¢; + co.

Ker za izra¢un koeficientov ¢y, ¢1 in co potrebujemo zgolj tri mnozenja, smo
problem mnoZenja n-mestnih Stevil to pot razstavili na tri (a = 3) probleme
velikosti n/2 (b = 2), za zdruZevanje rezultatov podproblemov pa Se vedno



potrebujemo ©(n) ¢asa (d = 1). Vnovi¢ je a > b?, zato po krovnem izreku
dobimo T'(n) = ©(nl°# %) = O(n'°823) = O(n'?). Jupiii!

Za laZje razumevanje algoritma zmnozimo Stevili ¢ = 123 in b = 45
(n=4). Veljaa; =1, ap = 23, by = 0 in by = 45. Izratunamo cy = a1b; =
1-0=0, co =apbp =23-45 =1035 (chb =2-4 =28, ¢, =3-5 =15,
¢y =5-9-8—15 = 22, apby = 100c), + 10¢] + ¢ = 800+ 220+ 15 = 1035) in
c1 = (a1 +ag)(by+bg) —ca —cop = 24-45—0—1035 = 45 (seveda tudi 24 - 45
izra¢unamo rekurzivno). Iskani zmnozek je torej ab = 10%cy + 10%¢; + ¢ =
10% - 0 4 100 - 45 + 1035 = 5535.

Kako pa se Karacuba obnese v praksi? V skladu s pri¢akovanji, a le
pod pogojem, da rekurzijo na primerni toc¢ki odreZzemo in zmnozke »dovolj
majhnih« (najve¢ M-mestnih) Stevil izra¢unamo po klasi¢nem kvadratnem
postopku. Pri moji implementaciji se je splacalo vzeti M = 64. S povece-
vanjem M se ¢edalje bolj ¢utijo negativni vplivi kvadrata, z zmanjSevanjem
pa stroski, povezani z rekurzivnim razcepom.



