Sedme vaje APS2: Diskretna Fourierova
transformacija

1 Koeficientna in vrednostna predstavitev

Koeficientna predstavitev polinoma a(z) = ag+arz+asz®+.. . +an_12" e
vektor [ag, a1, ...,a,_1]7. Vrednostna predstavitev je vektor [a(zq), a(z1),

.+, a(xp—1)] v n izbranih medsebojno razli¢nih toc¢kah. Predstavitvi sta
enakovredni: za pretvorbo iz koeficientne v vrednostno predstavitev potre-
bujemo n izvedb Hornerjevega algoritma (O(n?)), za obratno predstavitev
pa resimo sistem n linearnih enacb z n neznankami (O(n?)).

2 Mnozenje polinomov

V koeficientni predstavitvi lahko polinome mnozimo v ¢asu O(n?), v vredno-
stni pa v ¢asu O(n): vektorja, ki pripadata isti mnozici to¢k {zo,...,Tn-1},
enostavno zmnozimo po komponentah. Izkaze se (to bomo videli na nasle-
dnjih vajah), da lahko pri to¢no dolo¢eni mnozici to¢k {zo, ..., x,_1} iz koe-
ficientne v vrednostno predstavitev in obratno prehajamo v ¢asu O(nlogn),
kar pomeni, da skupni ¢as mnozenja postane O(nlogn).

Oglejmo si primer. ZmnoZimo polinoma a(x) = 3 + = + 222 in b(z) =
1 4 4x s prehodom na vrednostno predstavitev. Ker bo zmnoZek imel $tiri
koeficiente, potrebujemo $tiri medsebojno razli¢ne tocke. Vzemimo tocke
{-1,0,1,2}. Dobimo y, = [4,3,6,13] in y, = [-3,1,5,9]. Vektorja zmno-
7imo po komponentah: y. = [—12,3,30,117]. Koeficiente polinoma c(z) =
a(x)b(z) dobimo tako, da resimo sistem &tirih enacb s Stirimi neznankami (v
nastavek c(r) = cg + c17 + cox? + 323 zaporedoma vstavimo tocke —1, 0, 1
in 2):

cg—c1 +co —cg =—12
co =3
co+c1 +cg +cg =30
co + 2¢1 4+ 4cg + 8¢y = 117

Resitev sistema je cg = 3, ¢; = 13, ¢ = 6, c3 = 8.



3 n-ti primitivni koren enote

Iz koeficientne predstavitve v vrednostno lahko u¢inkovito prehajamo, ¢e za
tocke zq, ..., Tp—1 vzamemo potence n-tega primitivnega korena enote. To
je Stevilo w z lastnostma w™ = 1 in w¥ # 1 za vse k € {1,...,n —1}. V
Z in R obstaja primitivni koren enote samo zan = 1 (w = 1) inn = 2
(w = —1), veliko ve¢ moznosti pa imamo v obsegu kompleksnih $tevil (C) in
v modulskih celostevilskih kolobarjih (Z,, kjer je p prastevilo).

V obsegu kompleksnih Stevil je n-ti primitivni koren enote enak w =

e>™/m = cos(2m/n) + isin(27/n). Vrednosti w°, w', ..., w™ ! so enako-

merno razmaknjene tocke na enotskem krogu v kompleksnem koordinatnem

sistemu. Na primer, pri n = 4 imamo «° = w* =1, w! =4, w? = -1 in
3 .

w? = —i.

Pri celostevilskih modulskih kolobarjih so razmere nekoliko bolj zaple-
tene, saj ni nujno, da obstaja w za vsak n € {2,...,p —1}. Na primer, v Z5
imamo PKE zan =2 (w=4) inn =4 (w =2 ali w = 3), nimamo pa PKE
zan = 3. V Z7 obstajajo PKEzan =2 (w=6),n=3 (w=2aliw=4) in
n==6(w=3aliw=>5).

4 Diskretna Fourierova transformacija

Diskretna Fourierova transformacija (DFT) je izra¢un vrednostne predsta-
vitve polinoma v toc¢kah w®, w', ..., w” . DFT lahko izra¢unamo z mno-
zenjem Vandermondove matrike z vektorjem koeficientov. Vandermondova
matrika F' je matrika n x n, v kateri je element Fj,, (za p,q € {0,...,n—1})
enak wP?. Na primer, pri obsegu C in n = 4 imamo w = ¢, Vandermondova

matrika pa izgleda takole:

1 1 17 (®%®zak=0,1,2,3)
i —1 —i | (i%zak=0,1,2,3)
-1 1 —1| (*2ak=0,1,2,3)
—i =1 i]| (i%*zak=0,1,2,3)
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Pri kolobarju Zy in n = 6 imamo w = 3 (lahko bi vzeli tudi w = 5),
pripadajo¢a Vandermondova matrika pa je taksna:

111111
1 3 26 4 5
1 2 41 2 4
F= 1 616 16
1 4 2 1 4 2
|1 5 4 6 2 3|
Vrednostno predstavitev polinoma v toc¢kah wo, ceey w™ 1 lahko torej

izra¢unamo z mnozenjem Vandermondove matrike z vektorjem koeficientov.



Izkaze se, da lahko na zelo podoben nacin izvrsimo tudi obratno pretvorbo,
le namesto matrike F' vzamemo matriko F~'. Ta matrika je skoraj enaka
matriki F'; njen element (p,q) je namre¢ n~!(w=!)P%. Matrika F~! za C in
n =4 (w = 1) je potemtakem videti takole:

Zapisimo Se inverzno Vandermondovo matriko za Z7, n = 6 in w = 3. Velja
671 =6 (kerje6-6=1)in 37! =5.

111111
1546 23
142142

_1_

Fo=061161616
124124
|1 326 4 5

5 MnoZenje polinomov s pomoc¢jo DFT
Sedaj imamo vse, kar potrebujemo za mnozenje polinomov s pomod¢jo DFT.

1. Izberemo vrednost m. Ta vrednost mora biti najmanj enaka S(a) +
S(b) + 1, kjer je S(.) stopnja polinoma (tj. Stevilo koeficientov minus
1). Kot bomo videli na naslednjih vajah, je za n smiselno vzeti potenco
Stevila 2, saj lahko na ta nacin uporabimo algoritem za hitro ra¢unanje
DFT.

2. Polinoma, zapisana z vektorjema koeficientov a in b, s pomoc¢jo DFT

pretvorimo v vektorja Fa in Fb, ki podajata vrednosti polinomov v

totkah W, w!, ..., W™ L

3. Vektorja F'a in F'b zmnozimo po komponentah in dobimo vrednostno
predstavitev produktnega polinoma c: Fc = Fa ® Fb.

4. Koeficientno predstavitev produktnega polinoma izraCunamo tako, da
vektor Fec z leve pomnozimo z matriko F~!, saj je ¢ = F~(Fc).

Oglejmo si dva primera.

5.1 Prvi primer: a(z) =3+ x+22% in b(z) =1+4z v C

1. Produktni polinom bo imel §tiri koeficiente, zato vzamemo n = 4. V
obsegu C je w pri izbranem n enak .



5.2

2. Izracunajmo Fa in F'b:

1 1 1 1773 6

1 i —1 —i 1 1+

Fa=1y 4 1 a2~ 4

|1 - -1 i ] L0 ] | 1—1

[ 1 1 1 1] [ 17 5

1 i —1 —1 4 1+44

Fo= 1 -1 1 -1 0| -3

|1 —i -1 ¢t [ 0] | 1 -4

3. Zmnozimo Fa in F'b po komponentah:

6 ) 30
- | 1+ 1+4i | | —3+5¢
Fe=Fa®Fb= 4 5| = 19
1—1 1—4 -3 — 51

4. Izra¢unamo inverzno DFT na vektorju Fe:

11 1 1 30
~ 101 =i -1 il|]| —3+5i

1 _ = —
FrFo=311 1 1 ~12
1 i -1 —i| | —3-5

5. Lahko se prepri¢amo, da je polinom 3 + 13z + 622 + 823 res zmnozek

polinomov 3 + = + 222 in 1 + 4z.

v 7,

Drugi primer: a(z) = 3+ z+22? in b(z) = 1+ 4x + 5% + 323

1. Produktni polinom bo imel Sest koeficientov, zato vzamemo n = 6. (Ce
bi hoteli uporabiti algoritem za hitro ra¢unanje DFT, bi vzeli n = 8.)
Najmanjsi p > 6, v katerem obstaja 6. primitivni koren enote, je enak

7. V Zy je w pri n = 6 enak 3 (lahko bi vzeli tudi w = 5).



2. Izracunajmo Fa in F'b:

111111 3 6

1 3 2 6 4 5 1 3
Fo— 1 241 2 4 21 |6
““l161616|l0]| |4
1 4 2 1 4 2 0 4
|1 54 6 2 3] [0 ] | 2 ]
111 1 1 17 [1] [ 6]

1 3 2 6 4 5 4 6
12 41 2 4 5 4

Fo = 1 6 1 6 1 6 3|1 |6
1 4 2 1 4 2 0 2
|1 546 2 3] [0 ] | 3 ]

3. Zmnozimo Fa in F'b po komponentah:

[ 6] [ 67 [ 1]

3 6 4

6 4 3

Fe=Fa®Fb= 4 61 =13
4 2 1

| 2 | [ 3 ] | 6 |

4. Tzra¢unamo inverzno DFT na vektorju Fe.

111111 1 3
1546 2 3 4 6
142 1 4 92 3 0
—1 _ _
F7(Fe)=61 1 6 1 6 1 6 31711
1 241 2 4 1 6
1326456 |6

5. Zmnozek polinomov 3+x 4222 in 1+4x 4522 + 323 je 3+ 13z + 2122 +
2223 + 132* + 62°, tako da je vektor, dobljen v prejsnjem koraku, res
koeficientna predstavitev produktnega polinoma po modulu 7.



