Osme vaje APS2: Hitra Fourierova transformacija

1 Ideja

Nas cilj je izra¢unati vrednost polinoma a(x) = ag + a1z + asx?® + ...+ ap_12" ! v totkah
WO wh oo W Kjer je wy, m-ti primitivni koren enote. Direktni pristop (mnoZenje
Vandermondove matrike z vektorjem koeficientov ali n izvedb Hornerjevega algoritma)
potrebuje O(n?) casa, izkaZe pa se, da lahko s pristopom deli in vladaj ta Eas zmanjsamo
na O(nlogn).

V nadaljevanju bomo predpostavili, da velja n = 2™ za nek m > 0, poleg tega si bomo
pomagali z dvema lastnostma n-tega PKA:

‘o=,
2
° wz/ = —1.

Polinom a(x) = ag + a1z + ... + a,_12" ! lahko zapisemo kot

a(z) = s(z?) + l(z?),

kjer je
s(z) = ap + agr + asx® + ...+ an,gm”ﬂ_l,
((z) = a1 +asz +asz® + ... + ap_1z* 1,
Izracunati moramo torej a(wk) za k =0,1,...,n — 1:
a(wh) = s(w?F) + ko) [k=0,1,...,n—1].
Ker je w?ﬁ = wﬁ /20 lahko gornjo enacbo prepisemo takole:

n

a(wy) = s(wh jy) + whl(wh 5) [k=0,1,...,n=1],

k
n

IzkaZe se, da zados¢a, Ce a(w)) izracunamo za k = 0,1,...,n/2 — 1. Naj bo k €

{0,1,...,n/2 — 1} in izra¢unajmo

a<waz+n/2) _ S(Wz;;n/z)+w§+n/2£(w§72n/2)

S(wh pwrt]) + wWhwl 2e(wh i)

S(WZ/Q) - Wln%(wfb/z)

Ce povzamemo:



Nalogo velikosti n (izra¢un vrednosti polinoma z n koeficienti v n potencah n-tega PKE)
smo torej prevedli na dve nalogi velikosti /2 (izra¢un vrednosti polinoma z n/2 koeficienti
v n/2 potencah (n/2)-tega PKE), za razbijanje naloge na podnaloge in zdruZevanje resitev
podnalog v resitev izhodis¢ne naloge pa potrebujemo ¢as ©(n). V formulo za krovni izrek
vstavimo torej a = 2, b = 2 in d = 1. Ker je a = b?, je Gasovna zahtevnost algoritma enaka

O(ntlogn) = O(nlogn).

2 Prvi primer

Izra¢unajmo DFT polinoma a(x) = 2 + 3z + 522 4+ 723 v obsegu kompleksnih stevil. V
naSem primeru imamo n = 4, kar je Ze potenca Stevila 2. Zapisimo a(z) = s(z) + xl(x),
kjer je s(z) =2+ 5z in ¢(x) = 3 + Tz. Izracunati moramo sledece vrednosti:

a(wy) = s(w
a(wy) = s(w
a(wi) = s(w
a(wj) = s(w

[zrac¢unajmo vrednosti s(.) in £(.) v tockah w9 in w}. Polinoma s(z) in #(x) lahko
zapiSemo kot s(x) = s1(x) + xl1(z) in £(z) = so(x) + xla(x), kjer je s1(x) =2, {1(x) =5,

so(z) =3 in ly(z) =T:

s(w9) = s1(wf) + Wiy (W) =2+ 5 =
s(wy) = s1(w)) —wty (W) =2 5= -3
0(w) = sa(wf) + whla(wl) =3+7=10
f(wy) = s2(w)) —wa(w)) =3 —-7=—4
Torej je
a(wl) = () + W(wd) =T+ 10 =17
a(w)) = s(wl) + wil(wh) = =3 4 i(—4) = —3 — 4i
a(wi) = s(wy) —wil(w3) =7—10= -3
a(wy) = s(wg) — wib(ws) = =3 —i(—4) = —3 + 4

Celoten postopek lahko predstavimo z drevesom na sliki 1.

3 Drugi primer

Zmnozimo polinoma a(z) = 3+x+2x? in b(z) = 1442 +52?+323 v modulskem kolobarju.
Produktni polinom ima 6 koeficientov, zato potrebujemo n = 8. Kolobar Z;7 je najmanjsi
kolobar z 8. PKE (to je stevilo 2). Ker je wg = 2, je wy =4, wo = 16 in w; = 1.

Postopek izvrsimo v &tirih korakih:

1. Izra¢unamo vrednosti a(z) v tockah wg, . .

(slika 2).

., wg in dobimo vektor Fa = [6,13,5,3,4,9, 14, 4]7



2 + 3z + 522 + 723

7+10=17 —3—-4i |7-10=-3| -—-3+4i
wl wj wi wj
s(x {(z)
2+ 5z 3+ 7w
245=7 2—-5=-3 3+7=10 | 3—7=-4
w w; w w;
s1(x) l1(x) s9(x) lo(x)
2 ) 3 7
2 5 3 7
wy w? wf w?

Slika 1: Izra¢un vrednosti polinoma v to¢kah w, w}, w? in wj.

. Izra¢unamo vrednosti b(x) v tockah wY, . . ., w? in dobimo vektor Fb = [13,2,0,2,16,6,9, 11]7
(slika 3).

. Zmnozimo izrac¢unana vektorja po komponentah in dobimo vektor F'c = [10,9,0,6,13,3,7,10]7.
. Izracunamo vrednosti (Fe)(z) v tockah (wg')?, ..., (wg!)7. Ker je wg = 2, je

wgt =9, w;' =13, wy ' =16 in w; ! = 1. Dobimo vektor [7,2,15,6,2,14,0,0]T.

. Dobljeni vektor pomnozimo e zn~! = 87! = 15. Rezultat je vektor [3,13,4,5,13,6,0,0]7,
ki podaja koeficiente polinoma c(z) = a(x)b(z) = 3+ 13z + 2122 + 2223 + 132* 4 62°
po modulu 17.



3+ x + 222

5+1=6 11+2-1=13| 1+4-1=5 | 12+8-1=3 5—1=4 11-2-1=9|1—-4-1=14 | 12—-8-1=4
wd wg w32 wg’ w§ wg wg wg
3+ 2x 1
3+2=5 3+4-2=11 3—2=1 3—4-2=12 1+0=1 1+4-0=1 1-0=1 1—-4-0=1
Wy wj wj wi wy wi wj wj
3 2 1 0
3+0=3 3—-0=3 24+0=2 2—-0=2 1+0=1 1-0=1 0+0=0 0—-0=0
wy wy wy wy w) wy wy wy
3 0 2 0 1 0 0 0
3 0 2 0 1 0 0 0
W? W? Wi W? W? Wi Wi Wi

Slika 2:

Izraéun vrednosti a(x) v to¢kah w¥.




1+ 4z + 52% + 323

6+7=13 442-16=21]134+4-1=0| 154+8-9=2 6—-7=16 4—-2-16=6|13—4-1=9|15—-8-9=11
wg wé wg wg’ w§ wg wg wg
1+ 52 4+ 3z
1+5=6 1+4-5=4 1-5=13 1—-4-5=15 443="7 44+4-3=16 4-3=1 4—-4.3=9
wg wi wz wi’ wg wi wi wi
1 5 4 3
1+0=1 1-0=1 54+40=5 5—0=5 44+0=14 4—-0=14 3+0=3 3—-0=3
W0 wl W0 wl Y wl W0 wl
1 0 5 0 4 0 3 0
1 0 5 0 4 0 3 0
w? w? wj w? w? wj wj Wy
Slika 3:

Izra¢un vrednosti b(x) v tockah wk.




10 + 92 + 022 + 623 + 132* + 32° + 725 + 1027

13+11=7 8+9-5=2 [16+13-13=15| 3+15-7=6 13—-11=2 8—-9-5=14 [16—-13-13=0| 3—-15-7=0
¥g Vg V3 V3 Vs V3 P Vg
10 + 0z + 1322 + 723 9 + 62 + 322 + 1023
6+7=13 |14+13-10=8| 6—-7=16 (14—-13-10=3 12+16=11 |[6+13-13=5| 12—-16=13 |[6—-13-13=7
o Vi V3 A o ¥y A A
10 + 13x 0+ Tz 9+ 3x 6 + 10x
104+13=6 10—-13 =14 0+7="7 0—-7=10 94+3=12 9-3=6 6+ 10 =16 6—10=13
0 V3 0 ¥y 0 ¥y 00 V3
10 13 0 7 9 3 6 10
10 13 0 7 9 3 6 10
Y Y P9 Y Y P9 Y Y

Slika 4: Izra¢un vrednosti (Fe)(x) v to¢kah 9§, kjer je 1, = w;!.




