Devete vaje APS2: Maksimalni pretoki

1 Problem

Podano je omrezje (usmerjeni graf) z vozlis¢i 0, 1, ..., n—1, pri ¢emer vozlisce 0 imenujemo
1zvor, vozlis¢e n — 1 pa ponor. Graf ima nenegativno utezene povezave, utezi pa imenujemo
kapacitete. Naj c;; oznacuje kapaciteto usmerjene povezave (4, j). Ce vozliséi u in v nista
povezani, si lahko predstavljamo, da je ¢, = 0.

Cilj je dolociti taksne pretoke x;;, da bo

e 0 < ux;; < c¢j; za vsako povezavo (i,j) (pretok ne sme biti vecji od kapacitete);

o > wji =) ;xi zavsak i € {1,...,n — 2} (toliko snovi, kot je v vozlise pritece, je
iz vozlis¢a tudi odtece);

° Ej xoj = Z]- xjn—1 (toliko snovi, kot se je v izvoru poraja, je v ponoru ponikne);

e vrednost v =) j%oj = > ; Tjn—1 (pretok po omreZju) maksimalna mozna.

2 Algoritem

Za zacetek predpostavimo, da omreZje nima dvosmernih povezav, torej da za vsak par (i, 7)
obstaja kve&jemu ena od povezav (i,7) in (j,1).

Naj bo pot od izvora do ponora zaporedje (0, ui, ..., ug, n — 1), pri ¢emer sta (0, u;)
in (ug,n — 1) povezavi v omreZju, poleg tega pa za vsak ¢ € {1,...,k — 1} obstaja bodisi
povezava (u;, u;+1) bodisi povezava (u;y1,u;). V nasprotju z obi¢ajno definicijo poti je
torej lahko pot v kontekstu iskanja maksimalnih pretokov sestavljena tako iz povezav v
pravilni smeri kot iz povezav v obratni smeri.

Pot je nezasicena, ¢e so vse povezave na njej nezasicene. Povezava (i, j) je nezasidena v
pravilni smeri, Ce je x;; < ¢;;. Povezava (i, j) je nezasicena v obratni smeri (od j do i), Ce je
x;; > 0. V prvem primeru lahko pretok po povezavi povecamo za d;; = ¢;; — x;j, v drugem
pa ga lahko zmanjsamo za 0;; = x;; (pretok v obratni smeri nam dejansko skoduje).

Nezasi¢eno pot (0, ui, ..., ug, n — 1) zasitimo tako, da izra¢unamo § = min{dg,,,
Suruss -+ Ougp_1up» Oupm—1}, Nato pa vsaki povezavi v pravilni smeri pretok povecamo za
0, vsaki povezavi v obratni smeri pa pretok zmanjSamo za 0. Na ta nacin bomo ohranili
vse zahteve iz prej$njega razdelka, pretok po omrezju pa bomo povecali.

Algoritem za iskanje maksimalnega pretoka deluje enostavno tako, da vse pretoke na-
stavi na 0, nato pa v vsaki iteraciji poiSCe nezasi¢eno pot in jo zasiti. Algoritem se ustavi,
ko ne najde ve¢ nobene nezasi¢ene poti. NezasiCene poti lahko iS¢emo na razli¢ne nacine,
priporocljivo pa je uporabiti algoritem iskanja v Sirino (BFS), saj nam zagotavlja polinom-
sko ¢asovno zahtevnost (ta znasa O(V E?), saj ena iteracija BFS traja O(E) ¢asa, Stevilo
iteracij pa je v najslabSem primeru enako O(V E)).

Algoritem za iskanje nezasi¢ene poti na osnovi BFS je prikazan kot algoritem 1. Al-
goritem oznacuje vozlis¢a z oznakami (p,t), kjer je p predhodnik trenutnega vozlicéa na



nezasi¢eni poti, ki jo sestavljamo v trenutni iteraciji, ¢ pa maksimalni pretok, ki ga lahko
pripeljemo do trenutnega vozlis¢a. Ko ozna¢imo ponor, nam vrednost ¢ pove, za koliko
lahko povec¢amo pretok po pravkar odkriti nezasic¢eni poti, s sledenjem oznakam p pa lahko
to pot rekonstruiramo (v smeri od ponora do izvora).

Algoritem 1 Algoritem za iskanje nezasi¢ene poti na osnovi BFS
function POISCINEZASICENOPOT(G = (V, E))
vozlig¢e 0 oznadi z (/, 00)
dodaj vozlis¢e 0 na konec vrste
while vrsta ni prazna do
u := prvo vozlisée v vrsti

t := druga komponenta oznake vozlis¢a u
odstrani vozlis¢e v iz vrste
for all s € V such that vozlis¢e s 8e ni oznaceno A ((u,s) € EV (s,u) € E) do
0:=0
if (u,s) € ENxys < ¢ys then
d := min(t, cus — Tys)
vozlisée s oznadi z (ut,d)
dodaj vozlis¢e s na konec vrste
else if (s,u) € EAxg, >0 then
d := min(t, zsy)
vozliste s oznadi z (u™,J)
dodaj vozlis¢e s na konec vrste
end if
if § >0As=mn—1 then
return 0 // nasli smo nezasiceno pot; pretok po njej lahko povecamo za §
end if
end for
end while
return 0 // ni vec nezasicenih poti
end function

3 Primer

Na slikah 1-7 je prikazan primer izvajanja algoritma. Podrobneje si oglejmo izvajanje
Cetrte iteracije (slika 5):

e Vozlisce 0 ozna¢imo z (/,00) in ga dodamo v vrsto. Vsebina vrste je trenutno [0].

e Vozlisce 0 z oznako (/,00) odvzamemo iz vrste. Njegova soseda sta 1 in 2, vendar pa
povezavi (0, 1) pretoka ne moremo povecati, zato obravnavamo le vozlis¢e 2. Vozlisce
2 oznac¢imo z (0%, 7) in ga dodamo v vrsto. Vsebina vrste je trenutno [2].

e Vozligée 2 z oznako (0T, 7) odvzamemo iz vrste. Njegovi sosedje (tako v pravilni kot
v obratni smeri povezav) so 0, 1, 3 in 4. Sosed 0 je Ze oznacen, povezavi (2, 1) in (2,
4) pa sta 7e zasieni, zato obravnavamo le vozlisée 3. Vozlisée 3 oznacimo z (27,7)
(7 =min(7,8 — 0)) in ga dodamo v vrsto. Vsebina vrste je trenutno [3].

e Vozligée 3 z oznako (21, 7) odvzamemo iz vrste. Njegovi sosedje so 1, 2, 4 in 5, vendar
pa obravnavamo le soseda 1 in 4. Vozlis¢e 1 oznac¢imo s (37,4) (4 = min(7,4)),



vozlisce 4 pa s (31,2). Obe vozliséi dodamo v vrsto. Vsebina vrste je trenutno [1, 4].

e Iz vrste odstranimo vozlis¢e 1, ki ima Stiri sosede, vendar pa so vsi Ze oznadleni.
Vsebina vrste je trenutno [4].

e Iz vrste odstranimo vozlisée 4 z oznako (3%,2). Njegovega edinega neoznacenega
soseda (vozlisce 5) oznac¢imo s (41, 2) in ga dodamo v vrsto. Ker smo oznacili ponor,
smo nasli nezasi¢eno pot.

e Na podlagi prvih komponent oznak rekonstruiramo pot kot 5 < 4 + 3 < 2 < 0.
Pretok po poti poveéamo za 2 (druga komponenta oznake ponora).

V zadnji iteraciji ugotovimo, da pretoka ne moremo ve¢ povecati, spotoma pa odkrijemo
Se minimalni prerez grafa — razbitje mnoZice vozlis¢ na podmnozici S in T, tako da je
SNT=0,SUT =V,0eSinn—1¢€T ter da je vsota ZieS,jeT ¢;j minimalna. Ta
vsota je enaka maksimalnemu pretoku.

Slika 1: ZacCetno omreZje.

(17,4)

(37,4)

3/0
(0+,11) (17,4)

Slika 2: Prva iteracija: pretok po oznaceni poti se poveca za 4.

4 Obravnava dvosmernih povezav

Dvosmerne povezave obravnavamo tako kot enosmerne, upostevamo le, da pretok vedno
tece le v eni smeri. Recimo, da je kapaciteta povezave (i, j) enaka a, kapaciteta povezave
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Slika 3: Druga iteracija: pretok po oznaceni poti se poveca za 3.
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Slika 4: Tretja iteracija: pretok po oznaceni poti se poveca za 1.
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Slika 5: Cetrta iteracija: pretok po oznaceni poti se poveca za 2.
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Slika 6: Peta iteracija: pretok po oznaceni poti se poveca za 4. Povezavo (1, 3) prehodimo
v obratni smeri, zato se bo pretok po njej zmanjsal za 4.

(0%,1)

Slika 7: Sesta iteracija: pretoka ne moremo ve¢ povecati. Oznacene povezave tvorijo
minimalni prerez (modra vozlis¢a pripadajo mnozici S, zelena pa mnozici T').



(7,7) pa b in da trenutno tefe x < a enot v smeri i — j. Pretok v smeri j — 4 lahko sedaj
povecamo za x + b enot (z enot za nevtralizacijo pretoka v smeri ¢ — j in Se b enot, ki jih
dopusca povezava j — ).

Oglejmo si primer na sliki 8. V prvi iteraciji zasitimo pot 0 - 1 — 3 — 5, v drugi
pa odkrijemo nezasi¢eno pot 0 - 2 — 3 — 1 — 4 — 5. Povezavi 3 — 1, po kateri
trenutno tecejo 3 enote v nasprotni smeri, bi lahko pretok povecali celo za 9 enot (3 enote
za nevtralizacijo pretoka v nasprotni smeri in Se 6 enot za zapolnitev kapacitete), vendar
pa smo omejeni s 7 enotami, ki jih s seboj prinesemo iz vozlisca 0.



3/3 @

Slika 8: Drugi primer.



