Dvanajste vaje APS2: Problem trgovskega potnika

1 Opis problema

Pri problemu trgovskega potnika iS¢emo najcenejsi Hamiltonov cikel na podanem utezenem
neusmerjenem grafu, torej pot po grafu, ki se pri¢ne in konca v istem vozlis¢u, ki obisce
vsako vozlisCe (razen zaletnega) natanko enkrat in ki ima najmanjSo skupno ceno utezi.
Ponavadi predpostavimo, da je graf poln; ¢e ni, ga lahko dopolnimo do polnega grafa
tako, da uteZi neobstojecih povezav nastavimo na co. Prav tako bomo predpostavili, da
so vozlis¢a osteviléena z 0, 1, ..., n — 1.

Na primer, v grafu na sliki 1 je pot 0 -2 -5 >3 = 1 — 4 — 0 s skupno ceno 31
najcenejsi Hamiltonov cikel.
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Slika 1: Primer grafa in pripadajoce matrike cen povezav.

2 Algoritem

Ker pot vedno pri¢nemo in kon¢amo v istem vozliS¢u, vimes pa obis¢emo vsako vozlisce
natanko enkrat, lahko brez izgube splosnosti predpostavimo, da Hamiltonov cikel pri¢nemo
in kon¢amo v vozlis¢u 0. (Na primer, pot 0 -2 — 5 — 3 — 1 — 4 — 0 je enakovredna
potem2 -5—-3—-51—-4—-50—-25-3—>1—-4—0—2—=5itd.) Stevilo
Hamiltonovih ciklov, ki se pri¢nejo in kon¢ajo v vozliséu 0, znasa (n — 1)!, za izra¢un
skupne cene vsakega cikla pa potrebujemo O(n) ¢asa, zato je ¢asovna zahtevnost naivnega
pristopa O(n!). K sreci pa, kot bomo videli, lahko ta pristop nekoliko izboljsamo.

S ¢(u,v) bomo oznacili ceno povezave (u,v), z S(u — M), kjer je M C V' \ {0,u}, pa
ceno najcenejsega sprehoda, ki se pri¢ne v vozlis¢u u, obisce vsako vozlis¢e v mnozici M
natanko enkrat in se konca v vozlis¢u 0. Na primer, S(3 — {1,4,5}) je cena najcenejse
poti od vozlis¢a 3 do vozlis¢a 0, ki vodi prek vozlis¢ 1, 4 in 5 (ne nujno v tem vrstnem
redu). Vrednost S(3 — {1,4,5}) je torej minimum cen poti 3 - 1 - 4 — 5 — 0,
3—»1—-5—-+4—-+0,3—-44—-1—-+5—-0,3—44—-5—-1—-0,3—-5—-1—-4—0in



3—5—4—1—0. Vrednost S(0 — {1,2,...,n — 1}) je potemtakem cena najcenejsega
Hamiltonovega cikla.

Bi lahko S(u — M) izra¢unali kako ucinkoviteje kot s preverjanjem vseh |M|! moznih
permutacij mnozice M? Premislimo. Ce je M = 0, je to kar c(u,0), saj S(u — 0)
predstavlja najcenejsi direktni sprehod od vozliséa u do vozliséa 0. Ce je M = {v1,..., v}
za nek k > 1, pa S(u — M) izra¢unamo takole:

S(u— M) = r;ljl{l{c(u,vl) + S(v; = M\ {v;})}

Zakaj? Ce zelimo priti od vozliséa u do vozliséa 0 prek vseh vozlis¢ iz mnozice M =
{v1,..., v}, se najprej premaknemo v eno od vozlis¢ v; € M, nato pa pois¢emo najcenejsi
sprehod od vozlis¢a v; do vozliséa 0 prek vseh vozlis¢ iz mnozice M \ {v;}. Med vsemi
moznimi vozlis¢i v; izberemo tisto, ki nam d& najmanjSo vsoto cen direktnega premika
in sledecega sprehoda. Na primer, S(3 — {1,4,5}) bi izra¢unali kot minimum vsote
c(3,1) + S(1 — {4,5}), vsote ¢(3,4) + S(4 — {1,5}) in vsote ¢(3,5) + S(5 — {1,4}.

Ce ciljno vrednost S(0 — {1,...,n — 1}) ra¢unamo naivno, opravimo (n — 1) - (n —
2)-...-2-1=(n—1)! izra¢unov. Vendar pa opazimo, da lahko isti izra¢un nastopa kot
sestavni del ve¢ vedjih izrac¢unov. Na primer, pri grafu na Sestih vozlis¢ih izra¢un vrednosti
S(3 — {1,4}) nastopa tako v izra¢unu vrednosti S(2 — {1, 3,4}) kot v izra¢unu vrednosti
S(5 — {1,3,4}). To pomeni, da si lahko pomagamo z dinami¢nim programiranjem —
bodisi tako, da ohranimo rekurzivni pristop, vendar pa vsako izra¢unano vrednost S(u —
M) shranimo (memoiziramo), ali pa tako, da vrednosti S(u — M) ra¢unamo iterativno na
podlagi »manjsih«, Ze izra¢unanih vrednosti. Vlogo shrambe v obeh primerih predstavlja
tabela velikosti n x 2"~!: prva dimenzija predstavlja vozlisée w, druga mnozico M C
{1,...,n — 1}, vsebina celice (u, M) pa je vrednost S(u — M). Mnozico M tudi tokrat
predstavimo z dvojiskim Stevilom — recimo tako, da ima vozlis¢e 1 najvecjo, vozlis¢ée n pa
najmanjso tezo. Indeks 22 = 10110y tako, denimo, predstavlja mnozico {1, 3, 4}.

3 Primer

Oglejmo si opisani pristop na primeru grafa s slike 1. Tabela 7', ki predstavlja shrambo

izra¢unanih vrednosti, je prikazana na sliki 2. Ce dinami¢no programiranje izvajamo po

nacelu od spodaj navzgor, potem tabelo polnimo od leve proti desni. Prazne celice ustre-

zajo neveljavnim domenam funkcije .S, kljub temu pa ni ni¢ narobe, Ce jih izrac¢unamo, saj

ne bodo vplivale na koné¢ni rezultat, ki se nahaja v skrajno desni celici prve vrstice.
Izracunajmo nekaj celic:

e Indeks 0 predstavlja prazno mnozico, zato celica T[3][0] hrani vrednost S(3 — 0),
torej ceno najcenejSe neposredne poti od vozlis¢a 3 do vozlis¢a 0. To je seveda kar
vrednost ¢(3,0) = 14.

e Indeks 1 predstavlja mnozico {5}, zato celica T'[4][1] hrani vrednost S(4 — {5}),
torej ceno najcenejse poti od vozlisc¢a 4 do vozliséa 0, ki vodi prek vozlis¢a 5. Ta pot
ima ceno ¢(4,5) + S(5 — 0) = ¢(4,5) + T[5][0] = 13 + 11 = 24.

e Celica T'[1][10] hrani vrednost S(1 — {2,4}), torej ceno najcenejSe poti od vozlisca
1 do vozliséa 0, ki vodi prek vozlis¢ 2 in 4 (ne nujno v tem vrstnem redu). Ta pot
ima ceno min{c(1,2) + S(2 — {4}), ¢(1,4) + S(4 — {2})} = min{c(1,2) + T[2][2],
c(1,4) + T4][8]} = min{12+ 6,5+ 3} = 8.
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Slika 2: Tabela vrednosti S(u — M) za graf s slike 1. Na vrhu so zapisani indeksi, na dnu

pa mnozice (brez zavitih oklepajev in vejic), ki jih indeksi predstavljajo.



e Celica T'[2][22] hrani vrednost S(2 — {1, 3,4}), torej ceno najcenejse poti od vozliséa
2 do vozlis¢a 0, ki vodi prek vozlisé 1, 3 in 4 (ne nujno v tem vrstnem redu). Ta pot
ima ceno

T[2][22) = S(2 — {1,3,4)})
=min{c(2,1) + S(1 — {3,4}), ¢(2,3) + S(3 = {1,4}), ¢(2,4) + S(4 — {1,3})}
= min{e(2,1) + T[1][6], c(2,3) + T[3][18], c(2,4) + T'[4][20]}
— min{12 + 27, 9 + 17, 2 + 27}
= 26.

e Celica T[0][31] hrani vrednost S(0 — {1,2,3,4,5}), torej ceno najcenejSe poti od
vozliséa 0 do vozliséa 0, ki vodi prek vozlise 1, 2, 3, 4 in 5 (ne nujno v tem vrstnem
redu). To je seveda iskani najcenejsi Hamiltonov cikel. Njegova cena se izra¢una kot

T[0][31] = S(0 — {1,2,3,4,5})

= min{c(0,1) + S(1 — {2,3,4,5}), ¢(0,2) + S(2 — {1,3,4,5}),
c(0,3) + 5(3 — {1,2,4,51), ¢(0,4) + S(4 — {1,2,3,5}),
c(0,5) + S(5 — {1,2,3,4})}

= min{c(0, 1) + T[1][15], ¢(0,2) + T[2][23], (0, 3) + T[3][27],
c(0,4) + T[4][29], ¢(0,5) + T[5][30]}

= min{7 + 27, 1+ 30, 14 + 23, 4 + 27, 11 + 26}

= 31.

4 Racunska zahtevnost

Prostorska zahtevnost je o¢itno O(2"~1n) = O(2"n), ¢asovna pa O(2"n?), saj moramo za
izrac¢un vsake celice tabele izra¢unati minimum prek najveé¢ n — 1 drugih celic.



