Numeriéna matematika (mag.), 1. izpit, rac¢unski

del, 12. 6. 2025

Mozno je doseci 45 tock. Uporabljate lahko pisalo, kalkulator in
list formata A4 z zapiski. Cas pisanja je celotnega izpita je 120 1 2 3 4 %
minut.

Ime in priimek Vpisna stevilka

Naloga 1 [15 tock]

Denimo, da poznamo LU razcep brez pivotiranja matrike 4 € R=D*(=1)  Matriki A dodamo vrstico in
stolpec in tako dobimo novo matriko A € R™*™:

)

kjer velja b,c € R" ! in d € R.

(a) Napisite ucinkovit algoritem za izra¢un LU razcepa brez pivotiranja matrike A.
(b) Pokazite, da LU razcep za matriko A obstaja, e velja d # ¢ A™1b.

(c) Prestejte stevilo racunskih operacij za izra¢un LU razcepa brez pivotiranja za matriko A.
Resitev. A = LU razpisemo po blokih

= L 0 ~ U wu
=l 3 o=fo v

(a)

[1] b= Lu;, dobimo u; preko premih substitucij
[2] ¢ = U £y, dobimo £; preko premih substitucij
(3] d = £] w1 + uy, izracunamo skalar us.

b) Pogoj us # 0 se prevede na d # £, u; oz. d #c¢' A~'b
1

(c) Resimo 2 trikotna sistema ([1] in [2]), n? 4+ O(n) operacij za vsakega. Za [3] potrebujemo O(n) operacij.
Vse skupaj 2n% + O(n).




Naloga 2 [15 tock]

Za dovolj gladko funkcijo f Zelimo izpeljati odprto Newton-Cotesovo integracijsko pravilo oblike
T4
[ #(@)ia = Af(@) + Bf(a) + Cfa) + RS,
o

kjer so x; = xg +ih, i =0,1,2, 3,4, ekvidistantni vozli pravila in A, B, C iskane utezi pravila.
(a) Dolocite pravilo (koeficiente A, B, C'), da bo pravilo ¢im visjega reda.

(b) Z metodo nedolo¢enih koeficinentov izpeljite napako pravila Rf za dovolj gladko funkcijo f. Koliksen
je red pravila?

(c) Zapisite sestavljeno pravilo na m podintervalih.

Resitev.

Utezi npr. izra¢unamo iz Lagrangeeve oblike interpolacijskega polinoma,
Loo = (x — z2)(x — z3) /(21 — z2) (21 — x3)) fm Loo = (8h)/3
LLQ:(.’L‘—aﬁl)(a}—l';;)/((afg—.1'1)(.%'2—:6'3 fz4 LOQ— 4h)/3
Lyo = (x —z1)(x — 22) /(23 — 1) (23 — x2)) f“u Loo = (8h)/3

Napaka pravila: Vemo, da je pravilo eksaktno za polinome stopnje < 2. Za stopnjo 3 se izkaze, da je tudi
eksaktno. Za stopnjo 4 dobimo:

f=(z—x0) f“f )dx = (1024h°)/5 = Af(x1) + Bf(x1) + Cf(x1) + EfA(€)

= (592h%)/3 + 24E.

Torej je E = ((14h°)/45) in velja Rf = ((14h°)/45) W (¢).



Naloga 3 [15 tock]

Dan je zacetni problem
;o 142y
142z

s tocno resitvijo y(z) =14 3/2 z(x + 2).
(a) Preverite, da podani y resi zacetni problem.

(b) Izracunajte priblizek za y(1) tako, da napravite en korak Runge-Kutta metode, ki je odvisna od para-
metra a > 0 in je podana z Butcherjevo shemo

0 0 0
« « 0 .
‘1—1/0( 1/«

(c) Za katere vrednosti « se priblizek in to¢na vrednost po absolutni vrednosti razlikujeta za manj kot 1/27?

Resitev.

(a) Vstavimo in preverimo enakost

(b) k1 =3, ke =(3+6a)/(1+a), y1 = (7T+4a)/(1+a), y(1) = 11/2
(©) 1 —y(1) == 1/2 > a=1/2

y1—y(l)==-1/2 5a=2

torej a € [1/2,2]



