Numeriéna matematika (mag.), 3. izpit, racunski

del, 25. 8. 2025

Mozno je doseci 45 tock. Uporabljate lahko pisalo, kalkulator in
list formata A4 z zapiski. Cas pisanja je celotnega izpita je 120 1 2 3 4 %
minut.

Ime in priimek Vpisna stevilka

Naloga 1 [15 tock]

Dan je bloé¢ni sistem linearnih enacb
U I||z|_ |b
A —-L Yy a b2 ’
kjer je A € R™*™ nesingularna matrika z LU razcepom A = LU.

(a) Sestavite u¢inkovit algoritem za reSevanje zgornjega sistema linearnih enacb.

(b) Prestejte stevilo racunskih operacij ob predpostavki, da LU razcep matrike A Ze poznate.

(c) Resite sistem za L = [1 0] , U=L", b =by= [2} )

11 0
Resitev.
(a) Razpisemo po blokih
Ux+y=0b
LUx — Ly = by

Zdruzimo enachi, da se znebimo Ux in dobimo

L(by —y) — Ly =by

OZ.

Ly = (Lby — b2)/2.

Torej, ko izracunamo y iz zgornjega trikotnega sistema, resimo Se trikotni sistem Ux + y = b, da dobimo
x.

(b) Izraéun z := (Lb; — bs)/2 zahteva n? + O(n) operacij.

Za sistem Ly = z potrebujemo n? + O(n) operacij (preme substitucije).

Za sistem Uz = by — y potrebujemo n? + O(n) operacij (obratne substitucije).

Skupaj je tako 3n% + O(n).

(c) 2= Hvy: mx: [—?’J



Naloga 2 [15 tock]

Za integral funkcije f na intervalu [—1, 1] Zelimo uporabiti integracijsko pravilo oblike

/_11 f(@)dz =~ o f(21) + azf(22),
kjer sta o1 in z2 ni¢li polinoma po(x) := 3/222 — 1/2.
(a) Dolocite a in a tako, da bo formula eksaktna za polinome ¢im visje stopnje.
(b) Ugotovite za katere polinome formula ni veé¢ to¢na.

(¢) Naj bo r najnizja stopnja polinoma, pri katerem integracijsko pravilo ni ve¢ toéno (iz tocke (b)). S
pomocjo sestavljenega pravila na podintervalih [—1, 1] in [1, 3] izracunajte integral

3
/ z"dzx.
-1

Koliksna je absolutna napaka rezultata?

Resitev.

(a) Nicli sta z; = —\/3/3,@ = \/§/3 Resimo 2x2 sistem a1 + as = 2,1 * ©1 + a9 * x9 = 0 in dobimo
a1 = ag = 1. Gre za Gaussovo integracijsko pravilo na dveh tockah.

(b) Ce ne opazimo, da gre za Gaussovo pravilo, preverimo po vrsti:

1
pz) = ot / FORL — (—V3/3) + (V3/3) = pl(1) + pla2)
1

p(z) =22 : /_1p(m):2/3 =1/341/3 =p(x1) + p(x2)

p(z) =2 /1 p(z) =0 = (—V3/3)° + (v3/3)° = p(1) + p(a2)

-1

1

p(z) =2t / p(z) =2/5 #2/9=(—V3/3)" + (V3/3)! = p(x1) + p(a2)
-1

torej je stopnja r =4

(c) Toéna vrednost je 244/5 = 48.8, Gaussovo pravilo vrne: (z1)* 4 (22)* + (2 4+ 1) + (2 + m2)* = 48.4444.

Absolutna napaka je 0.35555.



Naloga 3 [15 tock]

Resujete zacetni problem
"o . / o~
v =y +z  y0) =y ¥ (0) =7
(a) Dolotite konstanti Cy, Cs, da bo y(z) = —x — 22/2 + C1e® + O3 toéna reditev zatetnega problema za
y. =19, =1

(b) Prevedite diferencialno enacbo na sistem dveh diferencialnih enacb prvega reda.

(c) Sistem iz tocke (b) resite z enim korakom eksplicitne Eulerjeve metode na intevalu [0, 1/2]. Koliksna sta
zaCetna pogoja y, U, ¢e za vrednost funkcije y(1/2) dobimo numeriéni priblizek 1, za odvod y'(1/2) pa —17

Resitev.
(a) Iz y(0) = 1 dobimo pogoj C1 + Cy =1, iz ¢/(0) =1 pa C; — 1 =1. Torej Cy = 2, Cy = —1.

(b) g1 =y, o 1= 9, ¥ 1= [yl]w—{y’l]—[ z }

yo Yh Y2 + T,
@ vi=vo+nro) =[] e1j2 | = 55 [

Resimo 2x2 sistem in dobimo y, = 4/3,7, = —2/3.



