Vaja 3
Ucinkovito resevanje tridiagonalnih linearnih sistemov z
Gaussovo eliminacijo

Neizcrpen vir linearnih sistemov enach so sistemi, ki se pojavijo pri numericnem
resevanju navadnih ali parcialnih diferencialnih enaéb oziroma robnih problemov. Ce
ho¢emo dobiti natancne priblizke za reSitve robnih problemov, imajo taksni sistemi
pogosto preve¢ spremenljivk, da bi jih lahko u¢inkovito resili z obicajno Gaussovo
eliminacijo oz. LU razcepom. Imajo pa taksni sistemi ponavadi zelo enostavno
strukturo, ki jo lahko izkoristimo, da napiSemo specializirano obliko algoritma za
Gaussovo eliminacijo, ki ¢asovno in prostorsko deluje bistveno ucinkovitejse kot
Gaussova eliminacija za splosne matrike, kot je implementirana recimo v octave-u.

Za zgled si bomo pogledali reSevanje naslednjega preprostega robnega problema:

y'(x) = f(x) (1)
yla) = Ya (2)
yib) = wu (3)

kjer is¢emo resitev y(x) na intervalu = € [a,b], a < b. Teoreti¢no je zelo enostavno
resiti tak robni problem. Enacbo (1) integriramo in dobimo

v(@) = [ fayts+

Integriramo Se enkrat in dobimo splosno resitev

y(x) = //f(x)dxdm +Cx+ D,

integracijski konstanti C' in D pa izracunamo s pomocjo robnih pogojev (2) in (3).
V resnici pa ni tezko najti ze elementarne funkcije f(x), katere integral ne moremo
analititno izracunati, recimo f(z) = e *" ali f(x) = sin(z)/x, in si potem tezko
pomagamo s teoreticno resitvijo.

Radi bi imeli na¢in, s katerim lahko poljubno natan¢no izra¢unamo resitev y(z)
za poljubno funkcijo f(z), tudi ¢e ni elementarna funkcija, ali pa je za nas celo
“érna Skatla” (npr. lahko klicemo funkcijo, ki nam vrne vrednost f(z) za poljuben
x € [a, b], definicije te funkcije pa ne poznamo).

To lahko naredimo, tako da prevedemo resevanje diferencialne enac¢hbe na resevanje
linearnega sistema enach z diskretizacijo definicijskega obmocja.

Razdelimo interval [a,b] na n + 1 podintervalov enake dolzine. Krajisca teh
podintervalov oznac¢imo z x;, i = 0,1,...,n,n + 1, pri ¢emer definiramo xy = a in
ZTni1 = b. Oznacimo Se dolzino enega podintervala z

b—a

= =Tiy1 — X4
n+1

Namesto, da is¢emo vrednosti resitve y(z) za vse = € [a, b], bomo zadovoljni s tem,
da bomo znali poiskati vrednosti resitve samo v tockah x;. To pomeni, da imamo n



neznank y(z;), ki jih ozna¢imo z

yi = ylx), zai=1,...,n
Y = Ya

Yn+1 = Yo

Zadnji dve enakosti dobimo iz robnih pogojev (2) in (3). yo in y,41 torej nista
neznanki, ampak sta podatka.
Ce zdaj napisemo enacbo (1) za tocke z;,

y' (i) = f(zi),

vidimo, da ne bo veliko koristi od diskretizacije, ¢e ne znamo vsaj priblizno izraziti
odvoda y"(x;) s pomocjo neznank, ki jih imamo na voljo. Ampak ¢e se spomnimo
definicije odvoda, opazimo, da lahko odvod funkcije y(x) aproksimiramo vsaj na tri
nacine:

Y () = Yir1 = Yi . Yi —Yi1 . Y+l — Yi1

h h 2h

Vsaka od teh aproksimacij bo v splosnem dala malce druga¢ne vrednosti, ampak bo
pa v vseh primerih napaka aproksimacije reda h? (zakaj?). Opazimo tudi, da lahko
prvi dve aproksimaciji interpretiramo kot priblizka za odvod na sredini intervalov
[Ii, x/L'Jrl] OZ. [l’ifl, 372]

,zat=1,...n

h it1 — Yi . hy . Yi—Yi
y/<xz+§):y+lh Y Hly/(«ri_g)::y Yi—1

kar pomaga pri aproksimaciji za 2. odvod,

y//(x.) . y/(l'i + %) o y'(Ii _ %) N yz‘+};yi _ yi*}?ji&
‘ h h

ali, ce poenostavimo zadnji izraz,

1
y'(x;) = ﬁ(yz‘—l — 2y + Yit1) (4)

Po (4) lahko zdaj enacbo (1) nadomestimo z linearnim sistemom n enach

1 .

ﬁ(yifl =2y + Y1) = f(w), zai=1,....n

z n neznankami yp,...,y,. V prvi oziroma zadnji enachi nastopata yy 0z. Yp41,
ki ju lahko prestavimo na desno stran in potem lahko v matriéni obliki ta sistem
zapisemo kot

-2 10 - 0 [ 1] (W2 f(21) — Ya]
1 -2 1 0 ... Y h2 f ()
0 1 -2 1 : :
= (5)
: o1 =21 Yn—1 W2 f(zn-1)
0 o0 1 =2 Lyl LRf(zn) — el




Kar se tice algoritma za resevanje sistemov enacb nas desna stran ne zanima, tam
sta pa¢ podatka y, in y, ter vrednosti f(x1),..., f(x,), ki jih lahko izracanumo s
klicanjem funkcije f.

Zanima nas matrika na levi strani in vidimo, da ima ta tridiagonalno obliko:
nenicelni elementi lezijo samo na, nad in pod diagonalo.

Tudi pri diskretizaciji splosne navadne diferencialne enacbe 2. reda, ki ima obliko

p(x)y"(z) + q(2)y (z) + r(z) = s(z)

za dane funkcije p,q,r in s (kakrsno lahko dobite za domaco nalogo) se pojavi
tridiagonalen sistem, le da pod, na in nad diagonalo niso nujno samo 1, —2 in 1.

Algoritem, ki ga bomo napisali, naj torej deluje za splosne tridiagonalne matrike
dimenzije n X n

ajpr Q12 0 Ce 0
Q21 QAg22 (23 0
0 asz ass 34
A= (6)

Ap—1n—2 An—1n-1 An-1n
0 - 0 (1 Ay |

Matriko, kakrsno imamo v (5) lahko v octave-u sestavimo v eni vrstici (s pomocjo
ukaza diag) in nato lahko sistem resimo z vgrajeno implementacijo Gaussove elimi-
nacije oz. LU razcepa (operator \). (Ta resitev je tudi objavljena na ucilnici).

Za manjse n (recimo n < 1000) je to e lahko smiselno, ker ne zahteva veliko ¢asa
ali prostora. Pri realnih problemih pa se hitro lahko zgodi, da je stevilo neznank,
ki jih imamo, lahko ve¢ milijonov. V tem primeru je popolnoma brezupno, ¢e bi
na taksen nacin resevali tak sistem. Ze za zapis matrike v (5) ali (6) potrebujemo
n? - sizeof (double) prostora, kar za recimo n = 10° Ze preseze spomin, ki ga
imamo na razpolago (vsaj na 32-bitnih sistemih). Se huje pa je, kar se tice Gasovne
zahtevnosti, saj vemo, da LU razcep (in tudi razcep Choleskega) potrebuje reda n?
operacij.

Ocitno pa je, da za zapis vseh informacij, ki jih imamo v matriki (6), ne potre-
bujemo n x n matrike, saj je matrika “skoraj” prazna. Nenicelnih elementov je samo
3n — 2, torej bi vse podatke lahko spravili v n x 3 matriko. Tudi potek Gaussove
eliminacije za matriko (6) lahko precej optimiziramo, saj vidimo, da bi Gaussova
eliminacija na polni matriki veliko ve¢ino ¢asa mnozila, seStevala in odstevala same
nicle.

Namesto matrike A iz (6) bomo torej raje uporabili naslednjo matriko

0 ai 12
a1 a22 23
M= aj;—1 @ @ i1 (7)

@nfl,n72 @nfl,nfl anfl,n
L an,nfl an,n 0




Poddiagonalo matrike A smo shranili v 1. stolpec, diagonalo v 2. stolpec in naddi-
agonalo v 3. stolpec matrike M.

Poglejmo si Se, kaj moramo narediti na prvem koraku Gaussova eliminacije.
Zapisimo prvi dve enacbi:

a11yr + ai2y2 = b
anyy + axny: + axys = b

Da unic¢imo element as;, moramo od 2. vrstice odsteti k-kratnik 1. vrtsice, kjer je

21
k= =
a1

Popraviti moramo v resnici samo elementa ass in by, saj je prva vrstica skoraj prazna.
Torej

, —
ay; = 0
!/
Aoy = Q22 — k- ais

By, = by—k-b

To je vse delo, ki ga moramo opraviti za unicenje celotnega prvega stolpca pod
diagonalo, kar sicer za splogne matrike zahteva reda n? operacij.
Podobno imamo na i-tem koraku Gaussove eliminacije enacbi

;Y  + Q1Y = b
Qiy1,Y1 + QipriYit1 T QY2 = b

saj smo element a;_; ; Ze unicili na prejsnjem koraku. Nove elemente potem izracunamo
z

o= Q41,5
7%}
a = 0
i+l T
/
Qiy1i1 = Qitlit1 — K- Qi

by = b —k-b,

Sedaj moramo samo pazljivo prepisati dogajanje v matriki A iz (6) v dogajanje v
matriki M iz (7). Napisimo kar kodo v octave-u:

for i=1:n-1
k=M(i+1,1)/M(i,2);
M(i+1,1)=0;
M(i+1,2)=M(i+1,2)-k*M(i,3);
b(i+1)=b(i+1)-k*b(i);

end

Skratka, namesto O(n3) operacij in O(n?) prostora tako potrebujemo samo O(n)
operacij in tudi O(n) prostora.



Tudi obratno vstavljanje lahko izvedemo v O(n) operacij (namesto obi¢ajnih
O(n?)), saj imajo vse enacbe, ki nam po Gaussovi eliminaciji ostanejo, kve¢jemu
dve neznanki. Zadnja enacba je

ApnlYn = bnv

torej
Yn = bn/an,n

Na i-tem koraku (kjer gre ¢ od n — 1 nazaj do 1) pa imamo enacbo
@i iYi + Qiip1Yir1 = b;

1z Cesar lahko izrazimo
vi = (bi — iiv1Yit1)/@is

Spet preostane samo Se, da prevedemo elemente matrike A v ustrezne elemente
matrike M:

y(@)=b(n)/M(n,2);
for i=n-1:-1:1
y(1)=(b(i)-M(1,3)*y(i+1))/M(i,2);

end

Delujoci programi so objavljeni na ucilnici, skupaj s funkcijo, ki primerja ¢asovno
zahtevnost vgrajene metode in nase metode za resevanje tridiagonalnega sistema, iz
Jasno se vidi, da je ¢asovna zahtevnost nase funkcije linearna, za vgrajeno funkcijo
pa O(n?).

Za majhne n je vgrajena metoda hitrejsa, ker je sprogramirana na nizjem nivoju
kot funkcija, ki smo jo napisali, za malo vec¢je n pa jo nasa kmalu prehiti.



