Druge vaje APS2: deli in vladaj

Naloge

@ S pomodjo drevesne metode uganite resitev enacbe T(n) = 5T(n/3) + ©(n) in jo
dokazite s pomocjo substitucijske metode. [
Enac¢bo T'(n) = 5T (n/3) + ©(n) zapisimo kot T'(n) = 57(n/3) + cn = en + 5T (n/3) in
jo vstavljajmo samo vase:
T(n) = cn + 5T (n/3)
=cn+ 5(en/3 + 5T (n/9)) = en + 5en/3 + 25T (n/9)
= cn + 5en/3 + 25(en/9 + 5T (n/27)) = cn + 5en/3 + 25¢n/9 4+ 1257 (n/27)

Postopek lahko prikazemo z drevesom (od tod ime drevesna metoda):
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Rekurenca se iztece, ko argument funkcije 7'(.) pade pod neko konstantno vrednost.
Zaradi enostavnosti bomo vzeli kar 1, a tudi ¢e bi rekurenco »odrezali« pri neki kon-
stanti 7, bi na koncu dobili isti rezultat. No, ¢e kot ciljni argument funkcije 7'(.)
vzamemo 1, se rekurenca iztece, ko je n/3% < 1, zato je Stevilo nivojev drevesa enako
k = loggn. Na nivoju listov imamo konstantno porabo ¢asa (npr. d za vsak list),
Stevilo listov pa je enako 5°83™ = (plognd)lossn — plogynlog, 5 — plogs s,

Skupna poraba ¢asa je torej

T(n) = cn + 5en/3 + 25en/9 + 125en/27 + . .. +dnlogs®
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Dobili smo divergentno geometrijsko vrsto, zato je ne moremo »podaljsati« v neskoné-
nost in si tako poenostaviti racunanje. Lahko pa si pomagamo s formulo

in mrevarimo naprej:
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= Kc- 5™ 4 dnl°8s® — Ken
— Kenlo83® 4 dn'o8s® — Ken
= (Kc+ d)n'°%5 — Ken

— O(nlo8s9).

Dobili smo kandidatno regitev T'(n) = ©(n'°835), vendar pa jo moramo e preveriti s
substitucijsko metodo. Najprej dokazimo T'(n) = O(n!835). Postavimo hipotezo

T(n) < en'®835 za vsak n > ng

in jo dokazimo z indukcijo. Predpostavimo, da hipoteza velja za vsak n’ < n (torej
tudi za n’ = n/3), in to predpostavko vstavimo v originalno rekuren¢no enacbo:

n

3) +On)

< 5¢ (§>log35 + O(n)

nlogS 5
€ 3logs 5
nlogs b

3 + O(n)

= cn8s5 + O(n).

T(n) = 5T (

=5 + O(n)

= 5c

Tristo kosmatih, saprabolt nazaj! Tako smo se mudéili, a nam hipoteze T'(n) < cnloss®
ni uspelo dokazati. Ovbe, ovbe ...

No, ni tako hudo. K sreci si lahko pomagamo s standardnim trikom in postavimo
mocnejso hipotezo:
T(n) < en'®835 — dn za vsak n > ny.



Sedaj nam uspe:

T(n) = 5T (3) +O(m)

<5 (c (%)bg35 - d;) +O(n)
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saj lahko konstanto d nastavimo tako, da bo izraz (2dn/3) za vsak n > ng vedji od
linearne funkcije kn + ¢, ki se skriva v O(n).

Pri dokazovanju trditve T'(n) = €Q(n!°83°) uporabimo hipotezo T'(n) > cn'°®s5 + dn
(ali kar T'(n) = cn'°®35) in jo dokaZemo na analogen nagin.

@ Kolikéna je ¢asovna zahtevnost sledecega algoritma v odvisnosti od dolZine tabele A?!

function STOOGE-SORT(A)
STOOGE-SORT(A4, 0, |A| — 1)

function STOOGE-SORT(A, p, r)

if A[p] > A[r] then
med seboj zamenjaj A[p] in A[r]

if p+ 1 <r then
ke—|(r—p+1)/3]
STOOGE-SORT(A, p, r — k)
STOOGE-SORT(A, p+ k, )
STOOGE-SORT(A, p, r — k)

0

Funkcijo najprej rekurzivno pokli¢emo na prvih dveh tretjinah tabele, nato na drugih
dveh tretjinah, nazadnje pa Se enkrat na prvih dveh tretjinah tabele. Funkcija se torej
trikrat izvede na dveh tretjinah tabele. Ker za razdelitev problema na podprobleme
in zdruzevanje resitev podproblemov v resitev izhodis¢nega problema porabimo zgolj
konstantno mnogo ¢asa, lahko ¢asovno zahtevnost v odvisnosti od n = |A| zapiSemo

kot
T(n) = 3T (?) L o).

Po krovnem izreku je a = 3, b = 2 in d = 0. Ker je a > b?, je ¢asovna zahtevnost

2
enaka
T(n) = O(nlo&r) = O(nlogs/23)

oziroma T'(n) = o(n2’71) in T(n) = w(nz,m).

@ Dokazite, da ¢asovna zahtevnost slede¢ega algoritma narasc¢a kveéjemu tako hitro kot

funkcija 2" in vsaj tako hitro kot funkcija n?.2

LT, Cormen et al., str. 202.
2A. Broder & J. Stolfi. Pessimal Algorithms and Simplexity Analysis. ACM SIGACT News, 16(3):
49-53, 1984.



function SLOWSORT(A)
SLOWSORT(A4, 0, |[A] — 1)

function SLOWSORT(A4, p, q)

if p < g then
m < |(p+q)/2]
SLOWSORT(A, p, m)
SLOWSORT(A, m + 1, q)
if Alq] < A[m] then
med seboj zamenjaj A[m] in A[q]
SLOWSORT(A, p, ¢ — 1)

g

Casovno zahtevnost algoritma lahko zapisemo kot
T(n)=2T(n/2) +T(n—1) + 6(1).

Najprej pokazimo, da velja T'(n) = O(2"). Postavimo hipotezo T'(n) < 2"c za vsak
n = ng in jo dokazimo z indukcijo:
T(n) =2T(n/2)+T(n—1)+ 6(1)
< 2(2"%¢) + 2" e + O(1)
— 21 H2¢ 4 9n—le L 9(1).
Za dovolj velike n gotovo velja 2177/2¢ < 2" 1¢ — d:
T(n) <2" e+ 2" c—d+0(1)

=2"c—d+0(1)
< 2"c.

Pokazimo e, da velja T'(n) = Q(n?). Postavimo hipotezo T'(n) > cn?

in jo dokazimo z indukcijo:

za vsak n = ng

T(n)=2T(n/2)+T(n—1)+6(1)
> 2¢(n/2)% + c¢(n —1)% + ©(1)
1

= 50712 +cen® —2en +c+O(1)

= gch —2cn +c+ 0(1)

=cn

Karacubovo mnozenje velikih stevil

» Velika« Stevila so tista, ki so prevelika za standardni 32- ali 64-bitni celostevilski podat-
kovni tip. Taksna Stevila obi¢ajno predstavimo kot zaporedje Stevk v desetiskem, dvojiskem
ali katerem tretjem Stevilskem sistemu. Ni tezko videti, da lahko dve stevili z n Stevkami
zmnozimo v ¢asu O(n?), teoreti¢na spodnja meja pa je seveda (n), saj moramo vsako
od 2n stevk zmnozka vsaj zapisati. No, do ©(n) ne bomo prisli, izkaZe pa se, da lahko
s preprostim trikom, ki ga je leta 1960 odkril Anatolij Aleksejevi¢ Karacuba, pridelamo
o(n?).

Predpostavili bomo, da sta Stevili, ki ju mnozimo, zapisani v desetiski obliki (kot zapored;ji
stevk od 0 do 9), vendar pa bi algoritem zlahka prilagodili tudi za druge Stevilske sisteme.



Ce sta a in b enomestni Stevili, lahko njun zmnozZek izra¢unamo v ¢asu ©(1). V nasprotnem
primeru pa predpostavimo, da sta obe $tevili n-mestni, kjer je n sodo Stevilo; ¢e to ni res,
ju paé¢ dopolnimo z vodilnimi ni¢lami.? Stevili zapigimo takole:

a = 10"%a; + ao,
b=10"2b; + by.

Je tak zapis Ze dovolj, da obi¢ajno ¢asovno zahtevnost mnoZenja (©(n?)) zmanjsamo?
Poglejmo:
ab = 10™a1by + 10™2(a1bo + agb1) + aobo

Problem mnoZenja n-mestnih tevil torej razstavimo na $tiri (a = 4) probleme velikosti
n/2 (b = 2), za zdruzevanje rezultatov podproblemov pa potrebujemo ¢as O(n) (d = 1);
mnozenje s potenco stevila 10 seveda ni » pravo« mnoZenje, saj gre zgolj za zamikanje stevk.
Ker je a > b%, je po krovnem izreku T'(n) = ©(nl°% ) = ©(nl°224) = ©(n?). Sment!

No, k sreci se izkaze, da lahko s preprosto matemati¢no telovadbo eno mnozenje prihranimo.
Uvedimo

ca = aiby,
co = aopbo,
cl = (a1 + ao)(b1 + bo) — Cy — (.

Ni tezko pokazati, da velja
ab=10"¢cy + 10"/261 + ¢p.

Ker za izra¢un koeficientov ¢y, ¢; in ¢o potrebujemo zgolj tri mnoZzenja, smo problem
mnozenja n-mestnih Stevil to pot razstavili na tri (e = 3) probleme velikosti n/2 (b = 2), za
zdruzevanje rezultatov podproblemov pa $e vedno potrebujemo O(n) ¢asa (d = 1). Vnovi¢
je a > b?, zato po krovnem izreku dobimo T'(n) = ©(n'%8%) = O(n'°823) = O(n'?).
Jupiii!

Za lazje razumevanje algoritma zmnoZzimo $tevili a = 123 in b = 45 (n = 4). Velja a; = 1,
ag = 23, by = 0 in by = 45. Izrac¢unamo cs = a1b1 = 1-0 =0, ¢g = agbyg = 23 - 45 = 1035
(¢h=2-4=8¢ =3-5=15,¢4 =5-9—8—15 = 22, aphy = 100c; + 10c} + ¢{ =
800+ 220+ 15 = 1035) in ¢1 = (a1 +ag) (b1 +bp) —ca —cp = 24-45—0—1035 = 45 (seveda
tudi 24 - 45 izra¢unamo rekurzivno). Iskani zmnozek je torej ab = 10%¢y + 10%¢; + ¢ =
10% - 0 4 100 - 45 + 1035 = 5535.

Kako pa se Karacuba obnese v praksi? V skladu s pricakovanji, a le pod pogojem, da
rekurzijo na primerni tocki odreZzemo in zmnozke »dovolj majhnih« (najve¢ M-mestnih)
Stevil izraCunamo po klasi¢nem kvadratnem postopku. Pri moji implementaciji se je spla-
calo vzeti M = 64. S povecevanjem M se ¢edalje bolj ¢utijo negativni vplivi kvadrata, z
zmanjSevanjem pa stroski, povezani z rekurzivnim razcepom.

3Dovolj je, da je Stevilo n sodo. Ni nujno, da je potenca stevila 2.



