Algoritmi in podatkovne strukture 2

Pozresni algoritmi

Luka First



Pozresni algoritmi

® Eden od moznih pristopov k reSevanju optimizacijskih
problemov
® poisci zaporedje odlo€itev, ki optimizira (maksimizira ali
minimizira) doloceno koli¢ino

® Pozresni algoritmi so »kratkovidni«

® na vsakem koraku se odlocijo za tisto moznost, ki je po nekem
kriteriju v tistem trenutku optimalna

® | ahko vse optimizacijske probleme resujemo na pozresen
nacin?



Pozresni algoritmi

® Marsikaterega problema ne moremo resiti s pozresno metodo

® Nekatere lahko, a je treba izbrati »pravi« pozresni pristop
® vCasih imamo ve¢ moznih pozresnih strategij

® \/Casih je tezko dokazati pravilnost pozresne metode

® Moznost 1: dokazemo, da pozresni pristop v vsakem trenutku
izvajanja »korak pred« vsemi drugimi pristopi (po vsaki
iteraciji proizvede vsaj tako dobro (delno) resitev kot vsi ostali)

® Moznost 2: pricnemo s poljubno optimalno resitvijo in jo brez
izgube kakovosti preoblikujemo v pozresno resitev



Minimalno vpeto drevo

® Primov in Kruskalov algoritem
® Najkrajse poti v grafu z nenegativnimi cenami povezav
® Dijkstrov algoritem

® |zbira intervalov
¢ Huffmanovo kodiranje

® Zamenjevalna strategija predpomnilnika



® Podanih je n polodprtih intervalov [s;, f;)
® .. zacCetni Cas
® f.: konéni ¢as

® Radi bi izbrali karseda veliko intervalov, ki se med seboj ne
prekrivajo

® Prakti¢ni primer
® predavanja v fiksnih terminih
® ena sama predavalnica
® na program zelimo uvrstiti ¢imve¢ predavan;
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Osnovna ideja

® |ntervale obravnavamo v doloéenem vrstnem redu

® Na vsakem koraku upostevamo le intervale, ki so zdruzljivi z ze
izbranimi intervali

® interval ¢ je zdruZljiv z intervalom j <=
sj = fiVsi=f;

e Kateri interval izbrati (med vsemi dopustnimi)?
® obstaja veC pozresnih strategij!
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® Na ta nacin se bo »prostor« najhitreje sprostil

® Sli3i se smiselno, toda ...

e .. ali znamo to dokazati?



function IZBIRA-INTERVALOV (intervali)
Uredi intervale po narasc¢ajocih ¢asih zakljucka
> Dobimo zaporedje ([s1, f1),- .-, [Sn, fn))
A0

t+ 0
for i< 1:n do
if s; > ¢ then
A(—AU[Si,fi)
L fi
return A
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® Intervali v mnozici A, ki jo zgradi algoritem, so po konstrukciji
medsebojno zdruzljivi

® Je mnozica A tudi maksimalna?

Recimo, da je optimalna neka druga mnozica (npr. O)
Dokazimo, da velja |A| = |O|



® Naj bOA:{Il,...,Ik} in O:{Jl,...,Jm}
® Recimo, da so intervali Iy, ..., Iy in Jy, ..., J,, urejeni po
naras¢ajocih casih zakljucka

® Dokazimo, da je k =m



Optimalnost mnozice A

Naj bo f(I) €as zakljucka intervala I = [s;, f;)
* f) =i

Trditev: za vsak r < k velja f(I) < f(J;)

Dokaz z indukcijo
Za r =1 trditev drzi
® interval I; ima po konstrukciji najmanjsi ¢as zakljucka

Predpostavimo, da trditev velja za r — 1

Pokazimo, da trditev velja tudi za r



Optimalnost mnozice A

Po induktivni predpostavki: f(I,—1) < f(J,—1)
I, je zdruzljiv z intervali I, ..., I,_1
Jr je zdruzljiv z intervali Jy, ..., Jr_1

Ker je f(Ir—1) < f(Jr-1), je Jy zdruzljiv tudi z intervali I,
NN P

Nas algoritem ima torej (v najslabsem primeru) vedno
moznost, da za I, izbere kar interval J,

Ir—l

. Jr—l Jr
I

Zato je f(I,) < f(Jr)

W
W




¢ Algoritem proizvede A = {I1,..., I}}

Optimalna mnozica je O = {J1,...,Jm}
Ker je f(I,) < f(J,) za vsak r < k, velja f(I) < f(Jk)
Od tod sledi &k > m

Torej je mnozica A tudi optimalna



® O(nlogn) za urejanje intervalov po Casu zakljucka

® O(n) za izbiranje urejenih intervalov

® O(nlogn) za celoten algoritem



Problem 2: Minimizacija maksimalne zamude

Podanih je n opravil

Za vsako opravilo je podano trajanje ¢; in rok d;

Za vsako opravilo je treba dolociti njegov zacetek s;
Konec opravila i: f; = s; +t;

Zamuda opravila i: 4; = f; — d;

Radi bi minimizirali maksimalno zamudo ¢ = max}* , ¢;



Primer

Trajanje (t;) Rok (d;)
Opravilo 1 5 6
Opravilo 2 7 3
Opravilo 3 2 8

® Razpored 1, 2, 3 ima maksimalno zamudo 9:
do dy  ds

® Razpored 2, 1, 3 (optimalen) ima maksimalno zamudo 6:
dz di  ds




e
e Tudi tokrat pride v postev ve¢ (napacnih) pozresnih strategij,
pravilna pa je tale ...

® Razvrsti opravila po naras€ajocih rokih

® Dolzine opravil lahko povsem ignoriramo!

function RAZVRSTI-OPRAVILA (opravila)
Uredi opravila po naras¢ajoc¢ih rokih (d;)
> Dobimo zaporedje ((t1,d1),. .., (tn,dy))
s1<0 > s;: izracunani zacetni c¢as i-tega opravila
for i+ 2:n do

8; < Sj—1 +ti—1
return (s, sg,...sy)



Lastnosti razporeda, ki ga proizvede algoritem

Lastnost 1: razpored je strnjen (nima »lukenj«)

Lastnost 2: razpored nima inverzij
® inverzija: situacija, ko je opravilo s kasnejsim rokom v
razporedu pred opravilom z zgodnejsim rokom

Ni nujno, da ima vsak optimalen razpored ti dve lastnosti

Pokazali pa bomo, da lahko vsak optimalen razpored
pretvorimo v enakovreden razpored s tema lastnostma



Trditev 1: obstaja strnjen optimalni razpored

® To je jasno kot beli dan!

® »Lukenj« se vedno lahko znebimo in s tem kvecjemu
pridobimo (zamude ne moremo povecati)




® Inverzijo imamo, ko opravilo i z rokom d; < d; v razporedu
nastopa kasneje kot opravilo j (s; > s;)
e Ce imamo v razporedu vsaj eno inverzijo, lahko najdemo tudi
zaporedni opravili z medsebojno inverzijo
® Predstavljajmo si »skoraj« narascajoce zaporedje ay, as, ...,
Gnp
® \/ takem zaporedju imamo inverzijo, Ce obstajata Stevili
a; >ajzat<j
® Ker je zaporedje na indeksu j na nizji tocki kot na indeksu 7,
gotovo obstaja vsaj en indeks med i in j, pri katerem se zgodi
padec



Trditev 2: obstaja optimalni razpored brez inverzij

® Razpored z inverzijami lahko torej pretvorimo v razpored brez
inverzij zgolj z medsebojnimi zamenjavami zaporednih opravil
® Tocno to pocne urejanje z mehurcki — bubblesort!

e Kljuéno vprasanje: ali lahko s takdno pretvorbo povecamo
maksimalno zamudo?



Trditev 2: obstaja optimalni razpored brez inverzij

e QOdgovor je ne
e Qdstranitev inverzij kve¢jemu zmanjsa maksimalno zamudo

s dq do

[ to f t |
® /1=5+to+1t1 —dy, lo=5+1ty—dy
s dy da
1 tq i to 1

Uh=s+t1—dy, th=s+t; +ta —do
6/1 < 51 (ker je to > O)

6/2 < Kl (ker je do > dl)

max(¢], 05) < max(¢1,(s)



Dokaz optimalnosti

Naj bo O nek optimalen razpored (z minimalno maksimalno
zamudo)

Iz razporeda O odstranimo »luknje« in dobimo razpored ',
ki ne more biti slabsi kot O (zato je takisto optimalen)

Iz razporeda O odstranimo inverzije in dobimo razpored O”,
ki ne more biti slabsi kot O (zato je tudi ta optimalen)

Razpored O pa je toéno tisto, kar proizvede nas algoritem



Problem 3: Huffmanovo kodiranje

Recimo, da imamo abecedo z n znaki

Vsak znak zelimo zapisati z dolo¢enim stevilom bitov

Enakomerno kodiranje

® vsakemu znaku dodelimo isto stevilo ([lgn]) bitov
e A~ 00000, B +— 00001, ..., Z+~ 11000

Neenakomerno kodiranje

® razlicnim znakom lahko dodelimo razli¢no stevilo bitov
® smiselno je pogostejSe znake zapisati z manj, redkejSe pa z vec

biti



e Kodiranje
® funkcija v: ¥ — {0,1}*
® 3 je abeceda z najmanj dvema znakoma

® Naj bo f. pogostost znaka c € &
® pogostost = delez pojavitev v besedilu

® Povpreéna bitna dolzina kodiranja (average bit length)

ABL(7) = felr(e)|

ceY



Je

v(c)

0,25
0,17
0,08
0,20
0,27
0,03

MmMOONOWX>|o

01
111
1101

10
1100

ABL(y) =2-0,25+3-0,17+4-0,08
1+2.0,2042-0,274+4-0,03

=239



Predponsko kodiranje

e Kodiranje, pri katerem nobena koda ni predpona druge
® c4d = —-3JweX*: y(c) =wy(d)
® vsako enakomerno kodiranje je predponsko kodiranje
® predponsko kodiranje imamo tudi v primeru s prejsnje
prosojnice

® Predponsko kodiranje omogoca enostavno dekodiranje
® po vrsti beremo bite
® ko prebrani biti tvorijo kodo nekega znaka, vemo, da je to edini
mozni znak



® \VVhod

® abeceda X
® pogostost f. za vsak ¢c € X

® |zhod
® predponsko kodiranje v: ¥ — {0,1}* z najmanjSo povprecno
bitno dolzino



Predstavitev predponskega kodiranja z drevesom

Predponsko kodiranje lahko predstavimo z dvojiskim drevesom
Vsako levo vejo oznacimo z 0, desno pa z 1
Zaporedje oznak na poti od korena navzdol predstavlja kodo

Listi predstavljajo posamezne znake

® Ce kodiranje ne bi bilo predponsko, bi lahko znaki pripadali tudi
notranjim vozliséem
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v(c)
01
111
1101
00
10
1100




Drugacna formulacija problema

Globina lista = dolzina kode pripadajocega znaka
* d(c) = ()|

Povprec¢na bitna dolzina drevesa

® = povprecna bitna dolzina kodiranja
* ABL(T) = > cx fed(c)

Poisci drevo z najmanjso povprecno bitno dolzino!

Problemski prostor je ogromen (vsa mozna drevesa), k sreéi pa
obstaja ucinkovit pozresni pristop



® Lahko se omejimo na polna (full) dvojiska drevesa

® polno drevo = drevo, v katerem ima vsako vozlis¢e razen listov
natanko dva otroka

® Drevo, ki vsebuje vozlis¢e z enim samim otrokom, lahko
pretvorimo v drevo z manjsim ABL



Trditev 2

® Naj bosta u in v lista optimalnega drevesa
o Ceje d(u) < d(v), potem je fu, > fo
e Ce bi v domnevno optimalnem drevesu T za lista u in v z

d(u) < d(v) veljalo f,, < f,, potem bi lahko lista w in v med
seboj zamenjali in dobili drevo 7" z manjsim ABL

ABL(T') = ABL(T) + fud(v) + fud(u) — fud(u) ~ fud(v)
= ABL(T) + fu(d(v) — d(u)) + fu(d(u) — d(v))
= ABL(T) + fu{d(s) = d(w) = £(dv) = d()
= ABL(T) + (fu — £) (d(v) — d(u))

<0 >0

< ABL(T)



® |iste na isti globini lahko med seboj poljubno zamenjujemo

e Ce med seboj zamenjujemo D, A in E ali F in C, se spreminja
samo sestava kod, ne pa tudi njihova dolzina



® List u na maksimalni globini ima brata v, ki je prav tako list na
maksimalni globini

® ¢ ima brata ima zato, ker je dvojisko drevo polno

e Ce v ne bi zdel na maksimalni globini, potem bi to veljalo tudi
zau



Trditev 5

® QObstaja optimalno kodiranje, pri katerem znaka z dvema
najmanjsima pogostostma pripadata bratoma, ki sta lista na
maksimalni globini
® Vozlisci, ki pripadata znakoma z najmanjsima pogostostma,
sta gotovo lista na najvedji globini
® Ce vsaj za eno vozlisCe to ne velja, ga zamenjamo z visje
leze€im vozlis€¢em, ki pripada znaku z manjso pogostostjo, in
dobimo drevo z manjsim ABL
o Ce omenjeni vozliséi nista brata, lahko z medsebojnimi
zamenjavami vozlis¢ na maksimalni globini dosezemo, da
postaneta brata



function HUFFMANOVO-KODIRANJE(Y, f)
Za vsak znak a € ¥ ustvari nepovezano vozlisce a
while [X| > 1 do

a, b < znaka v ¥ z najmanjsima pogostostma

c+ ab > nov znak abecede, ki nadomescéa a in b

.f c f at f b

Y+ (B\{a,b}) U{c}

Ustvari vozlis¢e ¢ in mu dodeli otroka a in b
Nazadnje dodano vozlisce razglasi za koren drevesa
Nastalo drevo pretvori v kodiranje ~y
return -y
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Dokaz optimalnosti

Dokazimo, da Huffmanov algoritem zgradi drevo z minimalnim
ABL za poljuben n > 2 (poljuben nabor n znakov in njihovih
pogostosti)

Dokaz z indukcijo

Baza
® primer za n = 2 je trivialen

Induktivna predpostavka

® predpostavimo, da so drevesa za abecede velikosti n — 1
optimalna



Dokaz pravilnosti: induktivni korak

e Kako pri abecedi velikosti n zgradimo drevo T°?

® Nekoliko drugacen pogled na algoritem
® znaka a in b z najmanjsima pogostostma (f, in f3)
nadomestimo z »zdruzenim« znakom ab s pogostostjo f, + f5
® algoritem rekurzivno pozenemo na dobljeni abecedi velikosti
n — 1 in dobimo drevo T”
® drevo T dobimo iz drevesa T" tako, da na vozlisce, ki pripada
znaku ab, pripnemo vozlisCi za znaka a in b

e \/ kaksnem odnosu sta ABL(T) in ABL(T")?



® \ozlis¢i a in b sta brata na najvegji globini (d)
® Vozlisce ab lezi na globini d — 1

ABL(T') = ABL(T) — fad — fod + (fu + fo)(d — 1)
= ABL(T) — fod — fod + fad + fod — fo — [p
= ABL(T) - fa - fb



Dokaz pravilnosti: induktivni korak

ABL(T") = ABL(T) — fu — fy
T’ je drevo za abecedo velikosti n — 1 in je po induktivni
predpostavki optimalno (ima najmanjsi ABL)

Recimo, da T' ne bi bilo optimalno

Potem bi obstajalo drevo U z ABL(U) < ABL(T), ki ima

pogostostma

Za drevo U’, ki nastane iz drevesa U po enem koraku
Huffmanovega algoritma, velja ABL(U’) = ABL(U) — fo — /3

Potem je ABL(U’) < ABL(T"), kar je v nasprotju s
predpostavko o optimalnosti drevesa T’



® O(n) iteracij
¢ O(logn) za vsako iteracijo (z uporabo prioritetne vrste)
e Skupaj O(nlogn)



® Da, ¢e kot mero optimalnosti vzamemo ABL

® Drevo oz. kodiranje, ki ga zgradi Huffmanov algoritem, ima za
podano besedilo dokazano najmanjso povprecno stevilo bitov
na znak



Je Huffmanovo kodiranje res optimalno?

® Ne, Ce se pogovarjamo o kodiranju nasploh

® Protiprimer 1
® besedilo z m A-ji in n B-ji, kjer je m >n
® Huffmanovo kodiranje nam da v(A) =0 in y(B) =1
® obstajajo boljsi nacini (npr. lahko preprosto zapisemo indekse
B-jev)

® Protiprimer 2
® besedilo, pri katerem se distribucija skozi ¢as spreminja
® npr. v prvi polovici n A-jev in n B-jev; v drugi polovici n C-jev
in n D-jev
® Huffmanonovo kodiranje nam da kode 00, 01, 10 in 11
® bolje bi bilo A in C zakodirati z 0 ter B in D z 1, prelom pa
oznaciti z nekim posebnim zaporedjem



