Tretje vaje APS2: amortizirana ¢asovna zahtevnost

@ Na predavanjih smo elemente v dinami¢no tabelo dodajali tako, da smo ob wvsaki
napolnitvi trenutne tabele izdelali novo tabelo, ki je bila dvakrat vecja od trenutne,
in elemente iz trenutne tabele prestavili v novo tabelo. Tabelo smo tako efektivno
»povecali« za faktor 2.

Recimo, da tabelo namesto tega vsakokrat poveéamo za natanko 10 elementov. Koli-
ksna bo po novem amortizirana ¢asovna zahtevnost dodajanja posameznega elementa?
Na vprasanje odgovorite z uporabo vseh treh metod amortizirane ¢asovne zahtevnosti.
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e Po agregatni metodi izra¢unamo amortizirano ¢asovno zahtevnost tako, da skupno
Casovno zahtevnost izvedbe n operacij (za dovolj velik n) delimo z n. Recimo
torej, da v tabelo zaporedoma dodamo n elementov. Zadnjih (n — 1) mod 10 + 1
elementov bomo v tabelo dodali le enkrat. Predzadnjih 10 elementov bomo dodali
oz. prestavili dvakrat, saj jih bomo morali po raztegu tabele prestaviti v novo
tabelo. Predpredzadnjih 10 elementov bomo dodali oz. prestavili trikrat. Skupno
Stevilo dodajanj oz. premikov elementov bo torej enako

(n—1)mod 10+ 1) +10-2+10-3 + ...+ 10 - [n/10]
<10-(142+...+[n/10])

_10. %[n/lO]([n/lO] L)

< 5(n/10 + 1)(n/10 + 2)
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amortizirana c¢asovna zahtevnost za premik enega elementa pa je potemtakem
O(n). Zlahka vidimo, da velja tudi 2(n?) za n operacij in Q(n) za eno samo, zato
je dobljena zgornja meja tesna.

e Po racunovodski metodi vsaki operaciji (v tem primeru je ena sama) dodelimo
racunovodsko ceno, in to tako, da je skupna racunovodska cena poljubnega za-
poredja operacij vedno vecja ali enaka dejanski ceni tega zaporedja. Ce nam to
uspe, lahko ra¢unovodsko ceno zaporedja (ki jo je obiajno enostavno izracunati)
uporabimo kot zgornjo mejo dejanske cene zaporedja (ki jo je marsikdaj bistveno
tezje izrac¢unati).

Kako bi dolo¢ili ra¢unovodsko ceno dodajanja elementa v tabelo? Recimo, da ta-
bela vsebuje 50 elementov in da smo jo ravnokar (tik pred vselitvijo 51. elementa)
povecali na kapaciteto 60. To pomeni, da se bo znova povecala po 10 dodanih
elementih. Naslednjih 10 dodanih elementov mora torej s skupnimi mo¢mi placati

— lastno vselitev v tabelo;
— lastno prestavitev v novo, vecéjo tabelo;
— prestavitev obstojec¢ih 50 elementov v vecjo tabelo.

Ce se osredotodimo na en sam element, ugotovimo, da mora placati lastno vsta-
vitev (1 enota), lastno prestavitev (1 enota) in prestavitev pripadajocega deleza
(torej 50/10 = 5) obstojecih elementov. Ce razmisljanje posplo§imo na tabelo z
n elementi, lahko racunovodsko ceno vstavitve posamic¢nega elementa dolo¢imo
kot

¢=1+14|n/10] =2+ |n/10|



Pri taksni dolocitvi ra¢unovodske cene zagotovimo, da so vsi raztegi tabele pla-
¢ani vnaprej. To pomeni, da bo za poljubno zaporedje operacij veljalo, da je
njegova dejanska cena kveéjemu enaka racunovodski, zato lahko ra¢unovodsko
ceno vzamemo kot zgornjo mejo dejanske cene. Casovna zahtevnost dodajanja n
elementov je potemtakem O(n2), amortizirana ¢asovna zahtevnost posameznega
dodajanja pa je O(n) (v resnici ©(n), a glede na to, da je ra¢unovodska cena le
zgornja meja dejanske, je bolj varno pisati O(n)).

e Potencial tabele dolo¢imo na podoben nacin kot na predavanjih. Ko je tabela
prazna in takoj zatem, ko se poveca (tik preden se v tabelo doda element, ki
je povzrodil razteg), je potencial enak 0. Ko elemente v tabelo dodajamo, se
potencial postopoma povecuje, tako da bo tik pred raztegom tabele dovolj velik,
da bo lahko placal celotno ceno prestavitve obstoje¢ih elementov v novo tabelo.

Potencial se mora torej spreminjati po vzorcu 1, 2, 3, ..., 9, 10, 2, 4, 6, ..., 18,
20, 3,6, 9, ..., 27, 30 itd. Potencial tabele z n elementi lahko torej zapiSsemo
takole:

®(n) = [n/10]((n — 1) mod 10 + 1).

Kaksno ra¢unovodsko ceno doloc¢a tako definiran potencial? Poglejmo:

— Ena moZnost je, da dodajanje (n+1)-ega elementa ne povzro¢i raztega. To se
zgodi, ko n ni veckratnik stevila 10. V tem primeru je dejanska cena enaka 1,
saj je treba element zgolj vstaviti, ra¢unovodsko ceno pa izra¢unamo takole:

t=c+®(n+1)—d(n)=1+[n/10]-1 =2+ |n/10].

— Ce dodajanje (n + 1)-ega elementa povzrodi razteg, torej ¢e je n veckratnik
Stevila 10, je dejanska cena enaka 1+n, saj je treba pred vstavitvijo elementa
vse obstojece elemente prestaviti v novo tabelo. V tem primeru dobimo
taksno ra¢unovodsko ceno:

¢=c+P(n+1)—®(n)=1+n+((n/10)+1) —n =2+n/10 = 2+ |n/10|.

Vidimo, da v obeh primerih dobimo natanko taksno rac¢unovodsko ceno, kot smo
jo definirali v prejsnji alineji.
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@ Tabelo z n = 28 — 1 elementi za nek k > 1 bi radi preoblikovali v kopico. Kolik&na je
amortizirana ¢asovna zahtevnost obravnave enega elementa? [

Tabelo preoblikujemo v kopico tako, da pricnemo s predzadnjim nivojem, ki vsebuje
n/4 elementov (v resnici [n/4], a tokrat si brez skode lahko malenkost poenostavimo



zivljenje!), in na vsakem od njih izvedemo operacijo pogrezanja. V najslabsem primeru
se bo vsak od teh elementov zamenjal z enim od svojih otrok (torej se bo enkrat
pogreznil), kar pomeni, da bomo imeli n/4 zamenjav. Na predpredzadnjem nivoju
imamo n/8 elementov, vsak od njih pa se bo v najslabSem primeru pogreznil dvakrat.
Na predpredpredzadnjem nivoju se bo vsak od n/16 elementov pogreznil kvedjemu
trikrat. Na prvem nivoju se bo edini element pogreznil kvecjemu (k = (lgn) — 1)-krat
(vnovi¢ bi morali pisati [lgn]). Skupno Stevilo zamenjav bo potemtakem kve¢jemu
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amortizirana ¢asovna zahtevnost obravnave enega elementa pa znasa O(1).

@ Stevila 1,2, ..., n = 2% —1 uredimo naras¢ajoce po zrcalni sliki njihovih dvojiskih
predstavitev (npr. 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7 za k = 3) in jih zaporedoma dodamo v navadno
dvojigko iskalno drevo. Ce malce pomislimo, bomo na ta nacin dobili drevo s k polno
zapolnjenimi nivoji: v korenu drevesa bo pristalo §tevilo z dvojiskim zapisom 1071,
ki je ravno na sredini originalnega zaporedja, njegova otroka bosta Stevili z dvojiskim
zapisom 01072 oz. 1102, ki sta spet na sredini pripadajo¢ih podzaporedij, itd.
Koliksna je amortizirana ¢asovna zahtevnost dodajanja posameznega elementa? [

Razmisljamo podobno kot pri prejsnji nalogi, rezultat pa bo drugacen. étejmo pri-
merjave elementov. Pri dodajanju korena drevesa ne potrebujemo nobene primerjave.
Za drugi nivo potrebujemo 2 -1 = 2 primerjavi. Da zgradimo tretji nivo, potrebujemo
4 -2 = 8 primerjav. Skupno Stevilo primerjav bo potemtakem

T(n)=2-1+4.2+8.3+...+[g](k—m.

Enostavneje bo, ¢e vsoto beremo od zadaj naprej (prvi faktorji posameznih ¢lenov
bodo tako [n/2], [n/4], ...), prav tako pa si bomo poenostavili Zivljenje in se znebili
operatorja [.]. Torej:

n

k-1)+—-(k-2)+...42-1

T(n) - -

n
2

!Za matemati¢no sitne: [2] < z + 1, to pa je manjse ali enako od 2z, e je = vsaj 1, zato taksna
poenostavitev ne bo vplivala na asimptoti¢no ¢asovno zahtevnost.
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Prva vsota je manjsa od Z?io(l/Q)i - ﬁ = 2, druga pa od Z;?il i(1/2)i*1 _

m =4 (gl. nalogo 2). Upostevamo Se k = [lgn]| in dobimo
T(n) < n(lgn)O(1) —nO(1) = O(nlogn)

Amortizirana Casovna zahtevnost dodajanja posamicnega elementa je potemtakem

O(logn).



