Algoritmi in podatkovne strukture 2

Dinamiéno programiranje (2. del)

Luka First



® Pois¢i najcenejsi Hamiltonov cikel v polnem neusmerjenem
grafu z utezmi (cenami) na povezavah

® Hamiltonov cikel je sprehod, ki se pri¢ne in zakljuci v istem
vozliséu, vsako od ostalih vozlis€ pa obisce natanko enkrat



S
® Podan je neusmerjen graf G = (V,E) z V ={0,1,...,n — 1}

® Naj bo ¢(u,v) cena povezave (u,v)

® Naj bo S(u; — ug — ... — ug) cena sprehoda
Uy —> U2 — ... — Uk

® Minimiziraj S(c(0) = o(1) = ... = o(n —1) — o(0)) preko
vseh moznih permutacij o mnozice {0,...,n — 1}

e Fiksirajmo o(0) =0

® cikel lahko vedno pricnemo in zaklju¢imo v vozlis¢u 0



® Najcenejsi Hamiltonov cikel: 0 -1 —-4—2 -3 -0

® cena = 19



® Preizkusimo vse mozne permutacije vozlis¢ 1,2,...,n — 1

® (n —1)! permutacij, O(n) za vsako = O(n!)

S0—-1—-2—-3—-4—-0)=35
S0—-1—-2—-4—-3—-0)=28
S0—-1—-3—-2—-4—-0)=24

S0—-1—-4—-2—-3—-0)=19

S0—-4—+3—-2—-1—-0)=35




e Optimalni cikel 0 ~~ 0 zgradimo tako, da

® prinemo s povezavo 0 — k za nek k € {1,...,n — 1}
® pois€emo optimalno pot k ~~ 0

® |zberemo k, ki vodi do minimalne skupne cene povezave
0— kinpoti k~0



® NajboueVinMCV\{0,u}

® Naj bo S(u — M) cena optimalnega sprehoda, ki
® se pricne v vozliséu u
® v nekem vrstnem redu obisCe vsa vozlis¢a v M (vsako natanko
enkrat)
® se konéa v vozliséu 0

® |5cemo S(0 — {1,2,...,n—1})



-
® |zratunajmo S(u — M)

® S(u—0)=-c(u,0)
® od u gremo neposredno do 0
e Ceje M ={vy,...,v;} za k > 1, potem

Sl — M) = min(e(u,v) + S(vi - M\ {u3))

® najprej od u neposredno do nekega v; € M
® potem od w; prek ostalih vozlis¢ iz M do 0



S(0—{1,2,3,4}) = min{

c(0,1) + S(1 — {2,3,4}),
c(0,2) 4+ S(2 — {1,3,4}),
c(0,3) + S(3 — {1,2,4}),
c(0,4) +S(4 — {1,2,3})

¥

S(1—{2,3,4}) = min{
c(1,2) + S(2 — {3,4}),
c(1,3) + S(3 — {2,4}),
c(1,4)+ S(4 — {2,3})



S(O—)1234) uluz...ukz{ul,ug,...,uk}

19

[c(0,1) + S(1 — 234) | [c(0,2) + (2 134)| [(0,3) + 5(3 — 124)| [(0,4) + (4 — 123)|
T

lc(1,2)+ 82 —34)| [c(1,3)+ 5B —>29)| [c(1,4)+5(4 — 23)]
24 20 15

[c4,2)+S2—=3)| [c(4,3)+5B—2)]
12 25 |

c(2,3)+S(3—0)
7



Dinamicno programiranje

e Ce S(u — M) naivno racunamo po rekurencni enacbi, dobimo
O((n—1)"

® | ahko pa upostevamo moznost, da se isti podproblem pojavi
na ve¢ mestih v drevesu

® npr. podproblem S(1 — {3}) nastopa tako v izracunu
S(2 = {1,3,4}) kot v izracunu S(4 — {1,2,3})

® Pa smo spet pri dobrem starem dinami¢nem programiranjul!
® vsak podproblem S(u — M) izraunamo najvec enkrat



Racunanje S(u — M) z dinamiénim programiranjem

S(u — M) raCunamo bodisi z memoizirano rekurzijo ali pa
iterativno na podlagi manjsih podproblemov

V vsakem primeru potrebujemo dvodimenzionalno tabelo D

Vrsti¢ni indeks je vozlisée u, stolpéni pa ... mnozica M?

Kako lahko mnozico M pretvorimo v celostevilski indeks?



Predstavitev mnozice M

® Mnozico M lahko predstavimo z njenim karakteristi¢nim
vektorjem

® Recimo, da vozlis€u 1 ustreza skrajno levi, vozliséu n pa
skrajno desni bit
® Mnozici {1,2,4} ustreza vektor 1101

® Stolpcni indeks v tabelo D je potemtakem zgolj desetiska
predstavitev karakteristicnega vektorja
® Mnozici {1,2,4} potemtakem pripada indeks 13



Tabela D

e Tabela D bo torej velika n x 27!

® Vrednost S(u — M) shranimo v celico D[u, b(M)], kjer je
b(M) desetiska predstavitev karakteristicnega vektorja
podmnozice M

® Pri iterativnem polnjenju tabele D obravnavamo mnozice M
po narascajocCih b(M)
o ceje My C My, je b(M:) < b(My)



Primer

smer polnjenja —

0 19
‘141031417171515
uw2|9l12] 716 12]12]11]11
ls 117 15|18 12 18|18
al 7711 11]1al1al12] 2] 7 6|6|17/17]16
0 4 3 3 2 2 2 2 111 1 1 1 1
4 43 3 43 3 2 2 2 92
(0) 4 4 4 3 3
4
M

Sive vrednosti ne »obstajajo«,
a jih lahko brez skode izracunamo.




Rekonstrukcija najcenejsega Hamiltonovega cikla

Vzdrzujemo tabelo Z, ki je enako velika kot D

V Z[u,b(M)] shranimo vozlisce v, za katero velja

S(u — M) = c(u,v) + S(v — M\ {v})

Naj bo v = Z[0, b({1,...,n})]

Zacetek cikla je torej 0 — v

Naj bo vy = Z[v1, b({1,...,n} \ {v1})]

Cikel nadaljujemo z vozliscem vy

In tako naprej ...



® Tabela D ima n x 2"~ = O(2"n) celic

® Za izraCun vsake celice potrebujemo O(n) Casa

e Skupaj O(2"n?)



Spuscanje jajc

Stavba ima N nadstropij
Imamo K enakih jajc

Radi bi s ¢&im manj spusti jajc dologili trdnost posameznega
jajca (najvisje nadstropje, s katerega ga lahko spustimo, da se
ne razbije)

Koliko spustov potrebujemo v najslabsem primeru?

Ce jajce prezivi padec z doloéenega nadstropja, prezivi tudi
padce z vseh nizjih nadstropij

Ce se jajce razbije pri spustu z nekega nadstropja, bi se razbilo
tudi pri spustu z vseh visjih nadstropij



Naj bo S(n, k) minimalno 3tevilo spustov pri n zaporednih
nadstropjih in & jajcih

® Najprej obravnavajmo oba robna primera ...

Koliko je S(0, k)7

Koliko je S(n,1)?



Robna primera

e 5(0,k) =0

® Ce stavba nima nadstropij, nam ni treba nicesar spuscati

e S(n,1)=n
® ¢e imamo eno samo jajce, nimamo druge moznosti, kot da ga
po vrsti spus€amo s prvega, drugega, tretjega ... nadstropja
® ¢e ne bi delali tako, bi lahko »pravo« nadstropje izpustili
® v najslabsem primeru torej potrebujemo n spustov



e 5(2,2)=2
® v najslabsem primeru moramo preizkusiti obe nadstropji
(dodatno jajce nam ne pomaga)

e Koliko je S(3,2)?



Koliko je S(3,2)7?

® Moznost 1

prvo jajce spustimo z nadstropja 1

Ce se razbije, imamo odgovor = 1+ 0 =1 spust

Ce prezivi, nam ostaneta 2 jajci za 2 nadstropji =— 1+2=23
spusti

v najslabsem primeru: 3 spusti

® Moznost 2

prvo jajce spustimo z nadstropja 2

Ce se razbije, nam ostane 1 jajce za 1 nadstropje —>
1+ 1 =2 spusta

Ce prezivi, nam ostaneta 2 jajci za 1 nadstropje —
141 =2 spusta

v najslabsem primeru: 2 spusta



® Moznost 3

® prvo jajce spustimo z nadstropja 3

® Ce se razbije, nam ostane Se eno jajce za 2 nadstropji —
1+ 2 = 3 spusti

® ¢e prezivi, imamo odgovor —> 1+ 0 = 1 spust

® v najslabsem primeru: 3 spusti

® Najboljsa je moznost 2, ki v najslabsem primeru zahteva 2
spusta

° 5(3,2) =2



Koliko je S(n, k)7

Recimo, da prvo jajce spustimo z nadstropja i

Ce se razbije, nam ostane se k — 1 jajc za i — 1 nadstropij
— 1+ S(i— 1,k — 1) spustov

Ce prezivi, nam ostane 3e k jajc za n — i nadstropij =
1+ S(n —1i,k) spustov

Upostevati moramo slabsi scenarij

Stevilo spustov je potemtakem
1+ max(S(i — 1,k —1),S(n—1,k))

Kako izberemo 7



® Tako, da dobimo minimalno stevilo spustov

0 pri n = 0;
S(n,k) =< n pri k=1;
1+ min} ;{max(S(i — 1,k —1),S(n —i,k))} sicer



® Rekurencne enacbe za S(n, k) ni tezko pretvoriti v resitev z
dinamiénim programiranjem

® |zraCunamo S(n, k) za vse pare n € {0,..., N} in
Ee{l,...,K}
® Zaizracun S(n, k) pois¢emo minimum prek n vrednosti

e Casovna zahtevnost: O(N2K)



Izboljsava

Poglejmo na problem z druge strani

Katero je pri podanem Stevilu spustov .S in podanem stevilu
jajc K najvisje nadstropje N, da je S(N,K) = 57

Oznacimo to stevilo z N(S, K)
Primer
S(4,2) = 8(5,2) = S(6,2) = 3
S(7,2) = 4

Torej je N(3,2) =6
e imamo na voljo 3 spuste in 2 jajci, potem lahko ima stavba
najve¢ 6 nadstropij, da lahko zanesljivo dolo¢imo trdnost jajca



Kako izratunamo N(s, k)?

® Prvo jajce spustimo z neznanega optimalnega nadstropja x
® to ni najvisje nadstropje, pri katerem jajce prezivi, pac pa
nadstropje, ki bo pri optimalni strategiji spus€anja vodilo do
najvecje vrednosti N (s, k)

e (e se jajce razbije, imamo na voljo se s — 1 spustov in k — 1
jajc, da ugotovimo, katero od N(s — 1,k — 1) nadstropij pod
nadstropjem z je domet jajca (najvisji spust, ki ga jajce prezivi)

e (e jajce prezivi, imamo na voljo e s — 1 spustov in k jajc, da
ugotovimo, katero od N(s — 1, k) nadstropij nad nadstropjem
x je domet jajca

® Torej je N(s,k) =1+ N(s—1,k—1)+ N(s—1,k)



Primer: izracun N(3,2)

3 spusti, 2 jajci

Prvo jajce je treba spustiti z nadstropja 3

Ce se razbije, imamo e 2 spusta in 1 jajce, da ugotovimo,
katero od nadstropij 1 in 2 je domet jajca

Ce prezivi, imamo 3e 2 spusta in 2 jajci, to pa zados¢a za
ugotavljanje trdnosti za 3 nadstropja, torej za nadstropja 4, 5
in 6

N(3,2) je potemtakem 1+ N(2,1) + N(2,2) =6



0 pri s = 0;
N(s,k)=14s pri k =1;
1+ N(s—1,k—1)+ N(s—1,k) sicer

e Kako lahko N (s, k) uporabimo za resitev prvotne uganke?

® izraCunaj S(n, k), torej Stevilo spustov, potrebnih za dolocitev
trdnosti pri n nadstropjih in k jajcih



S(n, k) je najmanjsi s, pri katerem je N(s,k) > n

® Primer
* N(3,2)=6in N(4,2) = 10
® zato je S(6,2) =3 in
S(7,2) = 5(8,2) = 5(9,2) = 5(10,2) =4

N(s, k) pri fiksnem k naras¢a z narascajocim s
* N(2,2) =3, N(3,2) =6, N(4,2) = 10, ...

Zato lahko iskani s pois¢emo z bisekcijo
® zgornja meja za s jen



Ucinkovitejsi izracun S(N, K)

function S(n, k)

{1
d<n function N(s, k)
while ¢ < d do if s =0 then
s (L+d)/2 return 0
n' + N(s, k) if k=1 then
if n’ =n then return s
return s if D[s,k] = —1 then
if n’ > n then Dis,k]+ 1+ N(s—1,k—1)+
d+—s—1 N(s—1, k)
else return DJs, k|
l+—s+1
return /¢

® Tabelo D velikosti (N 4 1) x (K + 1) inicializiramo z —1
® Funkcijo S poklicemo kot S(N, K)



® O(log N) klicev funkcije N

® O(NK) za izraCun funkcije N z memoizirano rekurzijo (ali z
iterativnim pristopom)

® Skupaj O(NKlog N)



® Enacba
N(s,k) =1+ N(s—1,k—1)+ N(s—1,k)

spominja na enacbo

o Trditev:



Se ucinkovitejsa resitev

® Dokaz z indukcijo

® Primera N(0,k) in N(s,1) zlahka preverimo

® Predpostavimo veljavnost formule za N(s — 1,k — 1) in
N(s—1,k)

N(s,k) =1+ N(s—1,k—1)+ N(s—1,k)
S ()R ()

= () (C) 02+ (02 (4)
(R N)

() @)+ ()-20)



e
® |terativno racunanje N(s,k) za k € {1,..., K}

N(s,1) = (i)

N@%:N@D+C

[\]

)
N(s,3) = N(s,2) + (;)

® O(K) zados¢a za izraéun N(s,k) zavse k € {1,...,K}
¢ Nabor vrednosti N(s,.) izratunamo za O(log V) vrednosti s
e Skupaj O(K log N)



Dinamic¢no programiranje kot graf

Izvajanje algoritma po metodi dinami€nega programiranja si
lahko predstavljamo kot usmerjen acikli¢ni graf

Primer: 0/1-nahrbtnik

Vozlis¢a grafa (stanja)
® C(i,v) za razlicne : € {0,...,n} inv e {0,...,V}
® (maksimalna cena nahrbtnika prostornine v, v katerega lahko
postavimo predmete 4, i + 1, ..., n — 1)

Povezave v grafu
e Ci,v) = C(i+1,v)
® C(i,v) = C(i+1,v —v;) (samo v primeru v; < v)

Funkcija prehodov

0, Cejei=mn;
C(i,v) =4 C>i + 1,v), Cejei <nAv; >v;
max(C(i+ 1,v),¢; + C(i + 1,v —v;)), €Cejei<nAv; <wv



S
e V=5 n=3

® prostornine predmetov: (1,2, 3)

® cene predmetov so lahko poljubne

[co.0| [con] |co2] |co3)] [co4] [c05)]

|c(1,0)] |c<1w0(1,2)| cus3)| [c

lceol [cen| [€@2 |‘/| C(2,3) |‘/| ce9| |ces)
[cE,0[ e |62l [c6.3)] [c649] [c65)

—~

14| [c@,5))




Potovanje po grafu

e (Od zgoraj navzdol
® pricni v zacetnem vozliscu (C(0,V))
® 0bis¢i samo vozlis¢a, dosegljiva iz zaCetnega vozlisca

® (Od spodaj navzgor

® potuj v obratni smeri povezav od »listov« proti zacetnemu
vozlis€u
® izraCunaj vrednosti za vsa vozlis¢a

® Prvi pristop opravi manj izraCunov, a za ceno izvajanja
rekurzije, manj3e prijaznosti do predpomnilnika in vecje
prostorske zahtevnosti



® Prostor
® O(3tevilo stanj)
® 0/1-nahrbtnik: O(nV)
® Pri racunanju od spodaj navzgor le O(V), saj lahko graf
obiskujemo po nivojih

i Cas

® O(3t. stanj x zahtevnost izra¢una prehoda med stanjema)
® 0/1-nahrbtnik: O(nV - 1) = O(nV)



Pregled primerov

Problem Stanja in prehod (splosni primer) Cas
Nahrbtnik  C(i,v) = max(C(i + 1,v), ¢; + C(i + 1,v — v;)) Oo(nV -1)
NNP (i) =1+ max{€(j) | j >iANaj >a;} O(n-n)
Matrike M(i,j5) = mlnt ; LML) + Mt +1,5) + vivg1vi41)  O(n? - n)
Potnik S(u — M) = min¥_, (c(u,v;) + S(v; — M \ {v;})) o(2"n - n)
Jajca S(n, k) =1+ min™_, max(S(i — 1,k —1),S(n —i,k)) O(NK - N)




e Veliko problemov je mogoce definirati na rekurziven nacin

® Zakaj nekaterih od njih ni mogoce (ali ni smiselno) resevati z
dinamiénim programiranjem?

® Najbolj znana primera taksnih problemov:

® osem dam
® skakacev obhod



