Pete vaje APS2: dinamic¢no programiranje

Naloga 1: optimalno mnoZenje matrik
Naloga

MnozZenje matrik je asociativno, kljub temu pa z vidika Stevila izvedenih operacij ni vseeno,
v kakSnem vrstnem redu jih mnozimo, ¢e matrike niso kvadratne. Na primer, ¢e matrike
A velikosti 7 x 3, B velikosti 3 x 5 in C velikosti 5 x 4 zmnozimo kot (AB)C, izvr§imo
7-3-5+7-5-4 = 245 skalarnih mnoZenj, pri vrstnem redu A(BC) pa imamo 3-5-4+7-3-4 =
144 skalarnih mnoZenj.

Podano je zaporedje n matrik (Ag, A1, ..., Ap—1) velikosti vg X vy, v1 X Vg, ..., Vp—1 XV, (V
tem vrstnem redu). Zapisite algoritem, ki dolo¢i vrstni red mnoZzenj matrik, ki minimizira
Stevilo skalarnih mnozenj.

Razmislek

Na zacetku se ne bomo ukvarjali z dejanskim vrstnim redom skalarnih mnozenj, ampak
samo z minimalnim Stevilom skalarnih mnozenj (ki jih seveda proizvede optimalni vrstni

red).

Lahko razmisljamo podobno kot pri 0/1-nahrbtniku? Ena moZnost je, da zmnozek ma-
trik zapiSemo kot Ag(A;...A,—1) in rekurzivno izra¢unamo minimalno §tevilo skalarnih
mnozenj za zmnoZzek A;...A,_1. Druga moZnost pa je ... hm, teZka bo, saj lahko prvo
matriko na razli¢ne nacine vkljué¢imo v prvi podproblem.

Slededi razmislek bo obetavnejsi. Zmnozek AgA; ... A,_1 lahko razbijemo na (AgA; ... Ay)
(Ap41As42... Ap—1) za nek t € [0,n — 2]. Sedaj rekurzivno izra¢unamo minimalno tevilo
skalarnih mnoZenj za zmnozek AgA; ... A; (dobljeno Stevilo ozna¢imo s p) in minimalno
Stevilo skalarnih mnoZenj za zmnozek A;11A4;42...A,—1 (dobljeno §tevilo oznacimo s q).
Rezultat prvega zmnozka je matrika B velikosti vg x v;41, rezultat drugega zmnoZzka pa
je matrika C' velikosti v;11 X v,. Matriki B in C' moramo na koncu Se zmnoziti. Skupno
Stevilo skalarnih mnozenj za izbrano razcepisce t je potemtakem p + q + vovs+1vn.

Smo na dobri poti, vendar pa moramo upostevati, da lahko razcepisce ¢ postavimo ka-
morkoli med 0 in vkljuéno n — 2. Med rezultati, ki jih dobimo za razli¢ne postavitve
razcepisSca, izberemo seveda najmanjSega. Druga stvar, ki jo moramo upostevati, pa je ta,
da se z zmnozkom AgA;...A,_1 ukvarjamo samo na zacetku. V procesu rekurzivnega
razcepa bodo nastajali zmnozki A;A;11... Aj zarazlicne iin j (0<i<j<n-—1).

Rekurencéna enacba

Sedaj lahko zapiSemo rekuren¢no enac¢bo za minimalno Stevilo skalarnih mnoZenj pri racu-
nanju zmnozka A; A1 ... Aj:

0, ce i =j;
mindZ (M (i, t) + M(t + 1,5) + vv110j41) Ce i < j.

M(Zvj) = {

Primer

Oglejmo si vrednosti M (i, j) za matrike Ag, ..., Ay z velikostmi 7, 3, 8, 2, 6, 5 (velikost
Ap je torej 7 x 3, velikost A; je 3 x 8 itd.):



0 0 168 90 174 220
1 — 0 48 84 138
2 — — 0 96 140
3 — — — 0 60
4 - - - - 0

Na primer, koné¢ni rezultat (M (0,4)) izra¢unamo kot

M(0,4) = min{M(0,0) + M (1,4) + vovivs, M(0,1) + M(2,4) + vovavs,
M(0,2) + M (3,4) + vovsvs, M(0,3) + M(4,4) + vovavs}
=min{0+1384+7-3-5, 168+ 140+7-8-5,90+60+7-2-5,174+0+7-6-5}
= 220

Resitev »od zgoraj navzdol«

Od rekuren¢ne enacbe je samo Se korak do rekurzivnega algoritma, ki ga bomo kar takoj
opremili z memoizacijo:

function OPT-MNOZENJE(%, j)

if ¢ = j then
return 0

if D[i,j] = 0 then
return D[, j]

DJi,j] < o

fort—itoj—1do
m «— OPT-MNOZENJE(i, t) + OPT-MNOZENJE(t + 1, j) + v;v411vj41
DIi, j] < min(D[i, j], m)

return D1, j]

Memoizacijsko tabelo D ustvarimo kot tabelo velikosti n x n in jo inicializiramo z vre-
dnostmi —1. Funkcijo poklicemo kot OPT-MNOZENJE(0, n — 1).

Resitev »od spodaj navzgor«

Tabelo D lahko polnimo tudi iterativno; paziti moramo le na vrstni red polnjenja. Ker je
vrednost M (i,7) odvisna le od vrednosti M (p, q), kjer je ¢ — p < j — i, lahko tabelo D
polnimo po narasc¢ajoCi razliki med indeksoma, torej po diagonalah. Najprej bomo celice
DJi,i] zavse i€ {0,...,n—1} nastavili na 0, nato bomo po rekuren¢ni enacbi polnili celice
DJi,i + 1], nato D[i,i + 2] itd.

function OPT-MNOZENJE-ITER(vy, ..., Up)
ustvari tabelo D velikosti n x n
fori<— 0ton—1do
DJi,i] < 0
forr—1ton—1do
fori<—0ton—7r—1do
je—i+r
DJi, j] < oo
fort —itoj—1do



m <« D[’i, t] + D[t + l,j] + ViVs41V5+1
D[i, j] < min(D[s, ], m)
return D[0,n — 1]

Racunska zahtevnost

Pri obeh resitvah je prostorska zahtevnost enaka O(n?), ¢asovna pa O(n?). Pri iterativni
reSitvi je to precej oCitno, pri rekurzivni pa velja slede¢i razmislek: vsako celico tabele D
bomo napolnili kve¢jemu enkrat, vsako polnjenje pa traja O(n) casa (zanka po t). Ker je
tabela velika O(n?), je skupna ¢asovna zahtevnost enaka O(n?).

Optimalni vrstni red mnozenj

Doslej smo se ukvarjali zgolj z minimalnim Stevilom skalarnih mnozenj, za dejanski opti-
malni vrstni red mnozenja matrik pa bomo morali vloziti Se nekaj truda. Pri obeh resitvah
moramo za vsak par ¢ in j shraniti optimalno razcepiscée t, nato pa dobljena razcepisca
uporabiti za dolo€itev vrstnega reda mnoZzenj.

Kako pridobimo optimalna razcepis¢a? Poleg tabele D ustvarimo Se tabelo Z velikosti
n X n, nato pa stavek

D[i, j] — min(D[z, j], m)

nadomestimo s kodo
if m < D[i,j] then
Dl[i,jl < m
Zliyjl <t

V obravnavanem primeru (7, 3, 8, 2, 6, 5) dobimo taksno tabelo Z:
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Ker je Z]0,4] = 2, vemo, da moramo matrike zmnoziti kot (AgA;A2)(AsA4). Optimalni
razcepiscéi podproblemov sta torej shranjeni v celicah Z[0,2] in Z[3,4]. Vidimo, da je
Z10,2] = 0, zato zmnozek AgA;As izra¢unamo kot Ap(A1As). Optimalni vrstni red mno-
zenja je torej

(Ao(A1A42))(A3A4).

Sledeca funkcija, ki jo poklicemo kot 1ZPISI-OKLEPAJE(0, n—1), izpiSe optimalno postavitev
oklepajev ...
function 1zPISI-OKLEPAJE(4, j)
if i = j then
PRINT(Z, '")
else
t— Z[i,j]
PRINT(' (")
[ZPISI-OKLEPAJE(3, t)



PRINT(") (")
[ZPISI-OKLEPAJE(t + 1, j)
PRINT(') ")

... bralec in bralka pa jo bosta zlahka predelala tako, da bo izpisala samo tiste oklepaje,
ki so res potrebni (gornja funkcija jih izpiSe bistveno prevec!).

Naloga 2: najtezja neodvisna mnoZzica na drevesu

Podan je neusmerjen graf (V, E), pri katerem ima vsako vozlis¢e v utez W(v). Pri problemu
najtezje neodvisne mnozice iS¢emo mnozico U S V z najvecjo vsoto utezi, tako da noben
par vozlis¢ v mnozici U ni med seboj povezan. Pri splognih grafih je problem NP-tezak,
pri drevesih pa ga je, kot bomo videli, mogoce resevati v polinomskem ¢asu.

Oglejmo si dva primera. V prvem primeru so vse utezi enake, zato bo resitev kar najvedja
neodvisna mnozica, v drugem primeru pa dobimo manj$o, a tezjo mnozico:

Nage drevo naj ima vozlis¢a {0,...,n — 1}. Zaradi enostavnosti bomo predpostavili, da je
drevo »ukoreninjeno« (¢e ni, lahko poljubno vozlis¢e proglasimo za koren) in da Stevilke
vozliS¢ naraScajo od korena proti listom. Koren ima potemtakem Stevilko 0, za vsako
povezavo (u,v) pa velja u < v. Tak8en vrstni red lahko v ¢asu O(n) vzpostavimo s
preprostim algoritmom na osnovi iskanja v globino (DFS). Poleg nastetega bomo s C'(u)
oznacili mnozico otrok vozliséa u.

Pri¢nimo s korenom, torej z vozlis¢em 0. Dve mozZnosti imamo:

e Koren lahko dodamo v neodvisno mnozico M. Ce se za to odlo¢imo, potem v M ne
smemo dodati nobenega od njegovih otrok.

e Lahko se odlo¢imo, da korena ne bomo dodali v mnozico M. V tem primeru enak
postopek odlo¢anja rekurzivno izvedemo za vse otroke vozliséa 0. (Pozor: otroke
bomo v tem primeru lahko dodali, ni pa nujno, da je to tudi optimalna odlocitev!)

V postopku rekurzivnega razcepa bomo isti razmislek opravili za poljubno vozlisée u. Ozna-
¢imo z Slanko (¢) tezo najtezje neodvisne mnozice, ki jo dobimo, ¢e imamo proste roke glede
izbire vozlista u, z Sye(u) pa tezo najtezje neodvisne mnozice, ki jo dobimo, ¢e vozlis¢a u
ne dodamo oz. ne smemo dodati vanjo. I8¢emo torej vrednost Sjahko(0).

Zapisimo najprej enacbo za Spe(u):

Sne(u): Z Slahko(v)-

veC(u)

Vsakega od otrok lahko dodamo v neodvisno mnozico, skupna teza neodvisne mnozice pa
je vsota tez najtezjih neodvisnih mnozic, ki nastanejo iz posameznih otrok.



Enacbo za Sjanko(u) pa lahko zapisemo takole:

Stanko (1) = max(W(u) + > Sue(v), Sne(u))
veC(u)

Prva moZnost je, da vozlis¢e u dodamo v neodvisno mnoZico (v tem primeru otrok vanjo ne
dodamo), druga pa je, da vozlis¢a u ne dodamo v mnozico. Izberemo seveda tisto moznost,
ki nam d& teZjo neodvisno mnozico.

Na sledeci sliki sta za vsako vozlisée u prikazani vrednosti Spe(u) in Sjanko(u) (v obliki
Sne/Slahko):

Na primer, ¢e vozlis¢a s teZzo 6 na desni sliki ne vzamemo, lahko za njegovo poddrevo
pridelamo najveé tezo 4, ¢e ga vzamemo, pa lahko dobimo tezo 9 (6 + 2 + 1).

Bralec in bralka bosta rekurzivno razli¢ico z memoizacijo zapisala za vajo, tukaj pa bomo
zapisali le iterativno razli¢ico. Naj bo D naSa tabela in naj element D[u, 0] hrani vrednost
She(u), element D[u, 1] pa vrednost Sjapko(u). Iz rekurenénih ena¢b lahko razberemo, da
moramo tabelo D polniti od listov proti korenu (torej po padajocih stevilkah vozlis¢), pri
istem vozlis¢u u pa moramo najprej izracunati D[u, 0] in Sele potem DJu, 1], saj v enacbi
za Slahko (4) nastopa Spe(u).

function NAJTEZJA-NEODVISNA-MNOZICA(C, W)
for u < n — 1 downto 0 do
< 10,0]
for all ve C(u) do
t[0] < t[0] + Dfv, 0]
t[1] —t[1] + D[v,1]
Dlu, 0] < #[1]
D[u, 1] « max(W (u) + t[0], D[u,0])
return D[0,1]

Algoritem lahko na obi¢ajen nacin prilagodimo tako, da bomo dobili tudi najtezjo neod-
visno mnozico (ne samo njeno tezo), povejmo pa Se nekaj o ¢asovni zahtevnosti. Zaradi
dvojne zanke bi ¢asovno zahtevnost na prvi pogled postavili na O(n?), kar je sicer pra-
vilna zgornja meja, ni pa tesna. Skupno Stevilo izvedb telesa notranje zanke je namrec
ZZ;(I) |C'(u)|, torej stevilo otrok vseh vozlis¢ skupaj, to pa je preprosto n— 1. Casovna zah-
tevnost algoritma je potemtakem O(n). To je tudi teoreti¢na spodnja meja za ta problem,
saj moramo (e ne drugega) drevo vsaj prebrati.



