Seste vaje APS2: dinamiéno programiranje, 2. del

Naloga 1: barvanje grafov
Opis problema

Podan je neusmerjen graf G. Njegova vozlisca Zelimo pobarvati tako, da sosednji vozlisci
ne bosta iste barve. NajmanjSemu $tevilu barv, ki ga potrebujemo za to opravilo, re¢emo
kromatsko Stevilo grafa in ga ozna¢imo s x(G).

Problem barvanja grafa (iskanja x(G)) je v splosnem NP-tezak, zato zanj po vsej verjetnosti
ni u¢inkovite resitve. Ce se ga lotimo naivno, potrebujemo O(mn™) casa, kjer je n Stevilo
vozlis¢, m pa Stevilo povezav. Stevilo moznih barvanj vozli¢ s k barvami znasa k™, za
preverjanje veljavnosti barvanja pa moramo preveriti vse povezave. Kromatsko Stevilo je
v najslabsem primeru enako stevilu vozlis¢.

Ideja

Naj G[U] oznacuje podgraf grafa G, ki vsebuje vozlis¢a U < V' in vse povezave (u,v) € E,
za katere velja u € U in v € U. Na primer, za graf na sliki 1 je graf G[{1,2,4}] sestavljen
iz vozlis¢ 1, 2 in 4 ter povezave (1, 4).

Slika 1: Primer grafa.

Spomnimo se tudi, da je neodvisna mnoZica grafa podmnozica mnozice vozlis¢, tako da
noben par vozlis¢ v njej ni med seboj povezan. Na primer, ena od neodvisnih mnozic grafa
na sliki 1 je mnoZica {2,4}.

Kromatsko stevilo lahko dolo¢imo nekoliko ucinkoviteje, ¢e upostevamo, da lahko vozlisca
v neodvisni mnozici grafa pobarvamo z isto barvo. Ce iz grafa G odstranimo neodvisno
mnozico I in ugotovimo, da lahko preostanek grafa (G[V\I]) pobarvamo s k barvami,
potem vemo, da lahko graf G pobarvamo s k + 1 barvami. Seveda moramo izbrati taksno
neodvisno mnozico I, da bo vsota 1 + x(G[V\I]) minimalna:

0, ¢e G nima vozlisc;

x(G) = : .
1+ minzez(qy x(G[V\I]) sicer,

pri ¢emer je Z(G) mnozica vseh nepraznih neodvisnih mnozic grafa G.

Na primer, graf na sliki 1 ima devet nepraznih neodvisnih mnozic: {0}, {1}, {2}, {3}, {4},
{0,3}, {0,4}, {1,2}, {2,4}. Ce iz grafa odstranimo mnozico {0}, potem lahko preostanek
grafa pobarvamo s tremi barvami. Vendar pa to ne pomeni, da je kromatsko Stevilo grafa
enako 3 + 1 = 4; ¢e odstranimo, na primer, mnoZico {2,4}, lahko preostanek grafa (torej
graf z vozlisci 0, 1 in 3 ter povezavama (0,1) in (1, 3)) pobarvamo z dvema barvama. Izkaze
se, da je to optimalna izbira. Kromatsko Stevilo grafa je torej enako 3.

Algoritem

Najprej se moramo dogovoriti, kako u¢inkovito predstavljamo podmnozice mnozice vozlis¢
(zaradi enostavnosti bomo predpostavili, da so vozlis¢a grafa oznacena z 0, 1, ..., n —1).



Saj Ze vemo: mnozico {a1,as,...,ar} predstavimo z n-bitnim $tevilom, v katerem so biti
na indeksih aq, ag, ..., ap enaki 1, ostali pa 0. Na primer, ¢e je n = 5, bomo mnozico
{0,2, 3} predstavili z dvojiskim Stevilom 01101 (kot ponavadi je bit z indeksom 0 najlazji,
torej skrajno desni bit).

Druga lastnost, ki jo opazimo, je tale: pri ra¢unanju kromatskega stevila nekega grafa bomo
uporabljali kromatska Stevila njegovih podgrafov, pri ¢emer lahko isti podgraf nastopa kot
sestavni del ve¢ razlicnih vecjih grafov. To pomeni, da imamo prekrivajoce se podpro-
bleme, zato se problema lotimo z dinami¢nim programiranjem. Kot vemo, pri dinami¢nem
programiranju potrebujemo shrambo Ze izra¢unanih rezultatov, ki jo lahko polnimo bo-
disi »od zgoraj navzdol« (z rekurzijo in memoizacijo) ali »od spodaj navzgor« (iterativno).
Omenjena shramba bo v nasem primeru kar tabela velikosti 2™ (Stevilo podmnoZic mnoZice
{0,...,n — 1}), v kateri bo element na indeksu 4 hranil Ze izra¢unano kromatsko Stevilo
grafa, doloCenega z mnozico vozlis¢, ki ga predstavlja Stevilo ¢. V primeru na sliki 1 bo
kromatsko Stevilo grafa na mnozici vozlisc {0,2, 3} shranjeno na indeksu 011015y = 131¢).

Pri iterativnem polnjenju shrambe Ze izracunanih rezultatov moramo paziti na pravilen
vrstni red racunanja: ko racunamo kromatsko Stevilo grafa, dolo¢enega z mnozico vozlis¢
U < V, morajo biti kromatska $tevila za vse njegove podgrafe (torej za vse podmnoZice
mnozice U) ze izra¢unana. To lahko dosezemo preprosto tako, da tabelo polnimo po
naraSCajoCih indeksih, saj imajo vse podmnozice mnozice U manjsi indeks kot mnozica U.

Primer

Slika 2 prikazuje delovanje algoritma za dolo¢anje kromatskega Stevila na grafu s slike 1.
Pripravimo si tabelo T z 25 elementi in jo polnimo po naraiéajoc¢ih indeksih; spomnimo
se, da v element na indeksu ¢ vpiSemo kromatsko Stevilo grafa na mnozici vozlis¢, ki jo
predstavlja indeks i. Nekaj izra¢unov si oglejmo podrobneje:

e Element T'[0] se nanasa na graf brez vozlis¢. Njegovo kromatsko Stevilo je enako 0.

e Element 7T'[1] se nanaSa na graf na vozli¢u {0}. Ta ima eno samo neprazno neodvisno
mnozico — mnozico {0}. Kromatsko stevilo grafa potemtakem izra¢unamo takole:

T[1] = x(G[{0}])
=1+ min{X(G[{O}\{O}])}
=1+ min{x(G[T])}
— 1 + min{T[0]}
=1.

e Element T'[3] se nanaSa na graf na vozliscih {0, 1}, ki ima dve neprazni neodvisni
mnozici: {0} in {1}.

T[3] = x(G[{0,1}])
= 1+ min{x(G[{0, 1}\{0}]), x(G[{0, L)\{1}])}
= 1+ min{x(G[{1}]), x(G[{0}])}
=1+ min{T[2],T[1]}
= 2.

e Graf na mnozici {0,3} ima tri neprazne neodvisne mnozice: {0}, {3} in {0, 3}.

T19] = x(G[{0,3}])



= 1+ min{}(G[{0, 3}\{0}]), x(GT{0,3}\{3}]), x(G[{0,3}\{0,3}])}
= 1+ min{}(G[{3}]), x(G[{0}]), x(G[2])}
= 1+ min{T[8], T[1], T[0]}

=1.

e Celoten graf (tj. graf na mnozici {0,1,2,3,4}) ima devet nepraznih neodvisnih mno-

zic: {0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {0,3}, {0,4}, {1,2} in {2,4]}.

T[31] = x(G[{0,1,2,3,4}])

= 1+ min{}(G[{0,1,2,3,4}\{0}]), x(G[{0,1,2,3,4}\{1}]),
X(G[{0,1,2,3,41\{2}]), x(G[{0,1,2,3,4}\{3}]),
x(G[{0,1,2,3,4)\{4}]), x(G[{0,1,2,3,4}\{0,3}]),
X(G[{0,1,2,3,41\{0,4}]), x(G[{0,1,2,3,4}\{1,2}]),
X(G{0, 1, 2,3, 41\{2, 4}])}

= 1+ min{x(G[{1,2,3,4}]), x(G[{0,2,3,4}]), x(G[{0, 1,3,4}]),
x(G[{0,1,2,4}]), x(G[{0,1,2,3}]), x(G[{1,2,4}]),
x(G[{1,2,3}]), x(GT{0,3,4}]), x(G[{0,1,3}])}

=1+ min{T[30],T[29], T'|27],T[23], T[15], T'[22], T[14], T[25], T'[11]}

[
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=3
0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 2 1 2 1 2
{} {0} {1} {0, 1} {2} 0,2y {12}  {0,1,2}
8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 2 2 2 2 2 2
{3} 0,3y {13} {0,1,3} {23} {0,23} {1,2,3} {0,1,2,3}
16 17 18 19 20 21 22 23
1 1 2 2 1 2 2 2
{4} 0,4 (1,4 {0,1,4) {24}  {0,2,4) {1,2,4} {0,1,2,4}
24 25 26 27 28 29 30 31
2 2 3 3 2 2 3 3
(3,4} {0,3,4} {1,3,4} {0,1,3,4} {2.3,4} {0,2,3,4} {1,2,3,4}{0,1,2,3,4}

Slika 2: Delovanje algoritma za dolo¢anje kromatskega Stevila na grafu s slike 1.

Casovna zahtevnost

Za vsako od 2" podmnozic U mnozice V in za vsako neodvisno mnozico I € U moramo
v izra¢unati mnozico U\I in jo uporabiti kot indeks v tabelo. Ce neodvisne mnozice
grafa pois¢emo vnaprej (to lahko storimo z naivnim postopkom) in ¢e za delo z mnozi-
cami uporabljamo uéinkovite operacije, lahko ¢asovno zahtevnost algoritma ocenimo kot



0O(2"2") = O(4™). Obstajajo tudi u¢inkovitejsi algoritmi, a zaenkrat vsi teejo v Casu
Q2m).

2-obarvljivost grafov

Ce nas zanima, ali lahko graf pobarvamo z dvema barvama, lahko dobimo odgovor v ¢asu
O(m), in sicer s preprostim iskanjem v globino ali $irino. Premislite sami!

Naloga 2: maksimalna vsota v matriki

Podana je matrika n x n z elementi a;j € Z§ (i,j € {0,...,n —1}). Naj bo o permutacija
mnozice {0,...,n — 1} (bijektivna preslikava mnozice same vase). Definirajmo
n—1
V(J> = Z R0
1=0

in zasnujmo algoritem, ki poisce

V* = maxV (o),
o€S,
kjer S,, oznauje mnozico vseh permutacij mnozice {0,...,n — 1}. Vrednost V* je torej

najvedja mozna vsota n elementov matrike, pri ¢emer v vsaki vrstici in vsakem stolpcu
izberemo natanko en element.

Na primer, za matriko

13 7 12 6

9 1 16 14

A= 15 2 10 3
5 4 11 8

je V* =7+ 14 4 15 + 11 = 47, pripadajoc¢a permutacija pa Stevila 0, 1, 2, 3 preslika v
stevila 1, 3, 0, 2. [J

Naivni pristop (preizkus vseh permutacij) nam da ¢asovno zahtevnost O(n!n) = O((n +
1)!), s premislekom, kakrsnega smo Ze vajeni, pa lahko ta rezultat nekoliko izboljsamo.
Kako bi izra¢unali maksimalno vsoto elementov matrike, pri ¢emer moramo v vsaki vrstici
in vsakem stolpcu izbrati natanko en element? Recimo takole:

e V prvi vrstici izberemo nek element, denimo tistega v stolpcu j.

e Nato izrac¢unamo vrednost V* za podmatriko, ki sega od druge do zadnje vrstice, pri
¢emer ne smemo izbrati nobenega elementa iz stolpca j.

e Indeks j v prvem koraku izberemo tako, da maksimiziramo vsoto izbranega elementa
v prvem koraku in vrednosti V* za podmatriko v drugem koraku.

Pri rekurzivnem razcepu moramo poleg indeksa prve vrstice podmatrike, ki jo trenutno
obravnavamo, vzdrzevati Se mnozico stolpcev, iz katerih Se lahko ¢rpamo elemente. Naj bo
v(i,S) maksimalna vsota podmatrike, ki se pri¢ne na indeksu ¢ in pri kateri lahko izbiramo
elemente iz stolpcev, dolo¢enih z mnozico indeksov S. To vrednost lahko izra¢unamo

takole:
0 i = n:
(i, ) = » | p‘I‘l i=n
maxjes(ai; +v(i +1,S\{j})) sicer.
Resitev izhodis¢nega problema je v(0,{0,1,...,n — 1}).

Sedaj ze vemo, da lahko rekuren¢no ena¢bo razmeroma enostavno pretvorimo v memoiziran
rekurziven ali iterativen algoritem. Pri obeh bi si pripravili tabelo D velikosti n x 2.



Celica DJi,b(S)], kjer je b(S) desetiska vrednost karakteristi¢nega vektorja mnoZice S, bi
hranila vrednost v(7,.5). Tak pristop bi vodil do prostorske zahtevnosti O(2"n) in ¢asovne
zahtevnosti O(2"n?), saj bi za vsako celico tabele D potrebovali e sprehod po enicah v
karakteristicnem vektorju mnozice S.

No, e se osredotoc¢imo na iterativno resitev, lahko prihranimo Se nekaj malega prostora in
casa:

e Prvi¢, vrednosti v(i,.) so odvisne le od vrednosti v(i + 1,.), zato zados¢a, ¢e v po-
mnilniku hranimo le trenutno in predhodno vrstico matrike D. (Ker pri iterativnem
algoritmu matriko D polnimo po padajocih indeksih vrstice, ima »trenutna« vrstica
indeks 7, »predhodna« pa indeks i + 1.)

e Drugic, vrednost v(i,.S) izratunamo samo za mnozice S, ki imajo natanko n — i ele-
mentov. Podmatrika, ki se pri¢ne z vrstico z indeksom 4, ima namre¢ n —i elementov,
zato bomo v njej izbrali natanko n — i stolpcev.

Na ta nacin zmanjSamo prostorsko zahtevnost na O(2"). Casovna zahtevnost ostaja
O(2"n?), a sode¢ po eksperimentih se vsaj konstantni faktor nekoliko zmanjsa.

Pri APS2 nas implementacijske podrobnosti v sploSnem ne zanimajo, zato algoritme pisemo
v psevdokodi. Tokrat bomo naredili izjemo. Skrivnostna funkcija __builtin_popcount je
dodatek prevajalnika GCC, ki vrne $tevilo enic v bitni predstavitvi podanega Stevila.

int poisci(const vector<vector<int>>& matrika) {
int n = matrika.size();
int dvaNaN = 1 << n;

// podmnozicePoVelikostih[i]: predstavitve podmnoZic velikosti i;
// mpr. prin =4 imamo podmnozicePoVelikostih[2] = [3, 5, 6, 9, 10, 12]

vector<vector<int>> podmnozicePoVelikostih(n + 1);

for (int s = 0; s < dvaNaN; s++) {
podmnozicePoVelikostih[__builtin_popcount(s)].push_back(s);

}

vector<int> prej(dvaNaN); // D[i+1,:]

for (int i =n - 1; 1 >= 0; i--) {
vector<int> zdaj(dvaNaN); // D[i,:]

for (int s: podmnozicePoVelikostih[n - i]) {
// sprehodi se po vseh podmmnoZicah mnoZice S (te so predstaviljene z vektoryi,
// ki jih iz vektorja s dobimo tako, da eno enico spremenimo v niclo)
int t = s;
int j = 0;
while (¢t > 0) {
if (¢t & 1) { // Je na indeksu j v vektorju s enica?
zdaj[s] = max(zdajls], matrikal[i] [j] + prejls =~ (1 << jD1);
}
jtts
t >>= 1;

}
prej = zdaj;
}
return prej[dvaNaN - 1];



