Algoritmi in podatkovne strukture 2

Maksimalni pretoki

Luka First



Izhodisce

Podan je usmerjen graf, ki predstavlja omrezje
® vodovodno, elektri€no, transportno . ..

Vozlis€e s naj bo izvor omrezja
® ima samo izstopne povezave

Vozlis¢e t naj bo ponor omrezja
® ima samo vstopne povezave

Vsaka povezava je opremljena s kapaciteto
® kapaciteta dolo¢a maksimalni pretok po povezavi

Cilj je maksimizirati pretok po omrezju






Nekaj pomoznih definicij

NajboveVinSCV
In(v)={e€ E|e=(u,v) zaneku eV}

® mnozica povezav, ki vstopajo v vozlisée v
Out(v) ={e€ F|e= (v,w) za nek w € V}
® mnozica povezav, ki izstopajo iz vozlis¢a v
In(S)={e€FE|e=(u,v)zaneckuecV\SinveS}
® mnozica povezav z zaCetnim krajis¢em v V' \ S in konénim
krajis¢em v S
Out(S)={ec€ E|e= (u,v) zanekue SinveV\S}

® mnozica povezav z zaetnim krajis¢em v S in konénim
krajiséem v V'\ S



® c.: kapaciteta povezave e

® koliko snovi lahko najvec tece po e
® naj boc. € Z§

® f(e): pretok po povezavi e
® koliko snovi dejansko tece po e
® f obravnavamo kot funkcijo E — Ry



e
® Pretok je nenegativen

* fle)=0

® Pretok je omejen s kapaciteto
* fle) <ce

® Zakon o ohranitvi pretoka (za v € V' \ {s,t})
® toliko toka, kot ga v vozlisce pritece, ga iz vozlis¢a odtece

¢ ZeEIn(v) f(e) = ZGEOut(v) f(e)

® Ozna&imo f(v) = 2 ectn(w) f(€) in
fOUt(v) = zeEOut(v) f(e)

e Veljati mora torej f(v) = fou(v)



® Koli¢ina snovi, ki jo proizvaja izvor ...

® ... in hkrati koli¢ina snovi, ki jo pozira ponor

[fl = F"(s) = f(2)

¢ Cilj problema je maksimizirati |f|



® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti




® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti

7/0 rezerva poti = 4




® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti




® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti

7/4 rezerva poti = 3




® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti




® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti

7/4 rezerva poti = 1




® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti




® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti

7/4 rezerva poti = 2

3/3



® Poisci nezasiceno pot od izvora do ponora in jo zasiti




® Smo Ze koncali?

® Na prvi pogled pretoka ne moremo vec povecati

e A vendar ...



® \/¢asih se nam splaca pretok po kateri od povezav zmanj3ati,
da ga lahko nekje drugje povecamo

7/4 rezerva poti = 4




® Sedaj smo pa res koncali ...

o [fl=rfout(s) = f(t) = 14



Graf rezerv (residual graph)

Naj bo G = (V, E) graf omrezja in f: E — R{ pretok
Graf rezerv (glede na pretok f) je graf Gy = (V, Ey)

Cezae=(u,v) € E velja f(e) < ce
® Ey vsebuje povezavo ey = (u,v) z rezervo ¢, — f(e)
® za toliko lahko pretok po povezavi e pove¢amo

Cezae= (u,v) € E velja f(e) >0
® E; vsebuje povezavo ey = (v, u) z rezervo f(e)
® za toliko lahko pretok po povezavi e zmanjsamo






e
® Pot od s do ¢t v Gy je nezasicena pot v G

® Naj bo P neka pot od s do ¢ v grafu rezerve

® Naj bodo rq, ..., 7, rezerve povezav na tej poti

® B(P,f) =min{ry,...,m}
® ozko grlo (bottleneck)
® za toliko lahko pove¢amo pretok po poti P

B(P, f) =4




Povecevanje pretoka po nezasiceni poti

® Naj bo Pf = <e{, .. ,e£> pot od s do ¢ v grafu rezerv

® Naj bo P = (ey,...,ex) pripadajoca pot v originalnem grafu

® Ceje ezf = (u4,v;), velja bodisi e; = (u;,v;) bodisi e; = (v;, u;)

® Pretok povezav na poti P v originalnem grafu spremenimo
tako:

* f'(e:)

* f'(e)

fle;) + B(P, f), €e je e; usmerjena enako kot elf

fle;) — B(P, f), €e je e; usmerjena nasprotno od el

i



Povecevanje pretoka po nezasiceni poti

Trditev 1
Ce je f pretok, je f’ prav tako pretok.

e Je f’ za vse povezave nenegativen?
® Pretok se zmanjsa samo za povezave v nasprotni smeri poti
s—1
® Zmanjsa se kvecjemu za min{f(e;),..., f(ex)}, zato bo ostal
nenegativen

e Je f' za vse povezave manjsi ali enak kapaciteti?
® Pretok se poveca samo za povezave v smeri poti s — ¢
® Poveca se kvecjemu za min{c; — f(e1),...,cr — f(ex)}, zato
bo ostal navzgor omejen s kapaciteto

e Ali zakon o ohranitvi pretoka 3e vedno velja?
® Da, lahko ga preverimo z enostavno analizo primerov
® Za vse povezave na poti se pretok poveca oz. zmanjsa za isto
vrednost



Ford-Fulkersonova metoda

function MAKSIMALNI-PRETOK(G)
for all e € F do
fle) <0
while obstaja pot P/ od s dot v G do
<e{, el e{:} + povezave na P/
(ri,...,m%) < rezerve povezav na P/
(e1,...,ex) < pripadajoce povezave v G
B ¢« min{ry,..., 1}
for i <+ 1 to k do
if e; usmerjena enako kot elf then
fle) < fler) + B
else

f(ei) < f(e;) — B



® Zakaj »metoda«, ne pa »algoritem«?

® Nezasicene poti lahko i5§¢emo na poljuben nacin

® Razli¢ni nacini iskanja poti vodijo do razli¢nih algoritmov z
razli¢nimi ¢asovnimi zahtevnostmi



Ustavljivost

Pretok se v vsaki iteraciji glavne zanke poveca vsaj za 1
Teoreticna (ohlapna) zgornja meja pretoka je C' = >, ce

To pomeni, da se bo Ford-Fulkersonova metoda prej ali slej
iztekla ne glede na to, kako is¢emo nezasicene poti

Ce so kapacitete realna stevila, obstaja moznost, da se metoda
ne ustavi



Casovna zahtevnost

Najvec C iteracij glavne zanke

Pretok se v vsaki iteraciji poveca vsaj za 1
Vsaka iteracija traja O(F) Casa

O(CE)

Psevdopolinomska asovna zahtevnost

® polinomska v odvisnosti od parametrov vhoda
® cksponentna v odvisnosti od dolzine vhoda
* O(CE)=0(2"©E)



Optimalnost

® VVemo, da Ford-Fulkersonova metoda proizvede veljaven pretok

® zacetni pretok (f(e) =0 za vse e € E) je veljaven
® operacija zasievanja poti ohranja veljavnost pretoka

® Vemo, da se Ford-Fulkersonova metoda ustavi

® Pokazati moramo 3e, da je konéni pretok maksimalen



® Prerez grafa

® par (A, B)

®* ACV,BCV
* ANB=10

* AUB=V

® scA
°*tecB

e Kapaciteta prereza
° C(A’ B) = ZeGOut(A) Ce



o A={sB,C}
e B={t,A D}
® ¢(A,B) =csp+cgatcaptccptect =4+1+43+24+4=14



Za poljuben pretok f in poljuben prerez (A, B) velja

|[fI = £U(A) — F=(A).

o fi*(A) = > cem(a) f(€)
* foU(A) = Zeeout(A) f(e)




Prerez in pretok

Po definiciji je
| = £ (s)
Ker je f(s) = 0, lahko zapisemo

[l = f(s) = f™(s)
Ker je foUu(v) — fB(v) =0 zavse v € V' \ {s,t}:
1= (") = F7(v))
veEA

V tej vsoti
® povezave z obema krajis¢ema v A nastopajo z znakoma + in —
® povezave z izvornim krajis¢em v A nastopajo z znakom +
® povezave s ciljnim krajis¢em v A nastopajo z znakom —



® Vsoti |[f| =3 ,ca(f"(v) — f™(v)) ostanejo samo
povezave na meji med A in B

fl= > fle— D fle)

ecOut(A) e€In(A)

® Torej je

= F"(A) = £7(A)



Za poljuben pretok f in poljuben prerez (A, B) velja |f| < ¢(A, B).

[l = fo(A) = f(4)
S fout(A)

IN
g
&

=c¢(A, B)



® Torej je vrednost vsakega pretoka navzgor omejena s
kapaciteto vsakega prereza

® Oziroma ...

Vrednost maksimalnega pretoka je enaka kapaciteti minimalnega
prereza.



Optimalnost Ford-Fulkersonove metode

Trditev 4

Ce je f tak pretok, da v grafu rezerv ni poti od izvora do ponora,
potem je vrednost | f| maksimalna.

® Pokazati moramo, da v tem primeru v grafu rezerv obstaja
prerez (A*, B*) z vrednostjo | f]

e Ce najdemo taksen prerez, bomo po izreku o maksimalnem
pretoku in minimalnem prerezu vedeli, da je vrednost |f|
maksimalna, vrednost ¢(A*, B*) pa minimalna



-
e A* ={v eV |v grafu rezerv obstaja pot od s do v}
o B*=V\ A




Optimalnost Ford-Fulkersonove metode

® Naj bo e = (u,v) povezava, tako da je u € A* in v € B*

® Trdimo, da je f(e) = ce

e Ce bi bilo f(e) < c., potem bi tudi v pripadal mnozici A*, saj
v grafu rezerv obstaja pot s ~~ u, povezava u — v pa bi bila
potem nezasicena



Optimalnost Ford-Fulkersonove metode

® Naj bo ¢/ = (u/,v’) povezava, tako da je v’ € B* in v/ € A*

e Trdimo, da je f(¢/) =0

e Ce bi bilo f(e’) > 0, potem bi tudi «’ pripadal mnozici A*, saj
v grafu rezerv obstaja pot s ~» v/, povezava v/ — u/ pa bi bila
potem nezasiCena v obratni smeri (pretok po njej bi lahko
zmanjsali)



o (A* B*) je prerez
® sec A*
* tc B
e A*UB*=V

® Ve povezave v Out(A) so zasicene (f(e) = c.)

® Vse povezave v In(A) so povsem neizkorisCene (f(e) = 0)



Optimalnost Ford-Fulkersonove metode

® Po trditvi 2 velja

|l = (A7) = (A7)

ecOut(A*) e€In(A*)
= Z cle) —0
ecOut(A*)
= ¢(A*, BY)

® Vrednost pretoka je enaka kapaciteti prereza, zato je po izreku
o maksimalnem pretoku in minimalnem prerezu maksimalna



Celostevilskost pretoka

Ce so kapacitete cela stevila, potem obstaja maksimalen
P P J
pretok, pri katerem so pretoki na vseh povezavah cela stevila

Ford-Fulkersonova metoda nam da maksimalen pretok
Zacetni pretoki vseh povezav so celostevilski (enaki 0)
V vsaki iteraciji pove€amo pretok za celostevilsko vrednost

Ce so kapacitete realna tevila, se lahko zgodi, da se
Ford-Fulkersonova metoda ne ustavi



e Casovna zahtevnost Ford-Fulkersonove metode je O(C'E)

® U =3 cpCe je vsota kapacitet povezav
® |E| je stevilo povezav

® Toda ... ali lahko to zgornjo mejo sploh dosezemo?



Da, lahko (¢e smo neprevidni)!




Edmonds-Karpov algoritem

Izrojenim primerom se lahko izognemo preprosto tako, da
nezasiCene poti od izvora do ponora (= poti od izvora do
ponora v grafu rezerv) is¢emo po narascajocih dolzinah

® dobimo Edmonds-Karpov algoritem

Najkrajso pot najdemo s pomog¢jo iskanja v Sirino (BFS)




Casovna zahtevnost Edmonds-Karpa

® Pokazali bomo, da Edmonds-Karpov algoritem tece v
polinomskem casu

® Naj bo 0¢(s,v) najkrajsa pot od izvora s do vozlisca v v grafu
rezerv pri pretoku f

Trditev 1

Med izvajanjem Edmonds-Karpovega algoritma lahko za vsako
vozlis¢e v razdalja 07(s,v) kvecjemu narasca (zmanjsati se nikoli ne
more).






Dokaz trditve 1

Trdimo, da se razdalja d7(s,v) ne more nikoli zmanjsati
Dokaz s protislovjem

Naj bo f pretok v neki iteraciji, f’ pa pretok v naslednji
iteraciji Edmonds-Karpovega algoritma

Recimo, da je v vozlis¢e z najmanjsim 4/ (s, v), za katero velja
dp(s,v) < d¢(s,v)

u naj bo predhodnik v na najkrajsi poti od s do v v grafu
rezerv G

Ker je v najblizje vozlisce z lastnostjo 64 (s,v) < d¢(s,v),
velja 6¢(s,u) < dp(s,u)



Dokaz trditve 1

® Prvic: povezava u — v obstaja samo v grafu Gy

e (e bi obstajala tudi v grafu G, se razdalja od s do v ne bi
zmanjsala, saj je pot s ~» u obakrat najkrajsa
® Ce bi povezava u — v v G obstajala, bi veljalo
8r(s,v) <dp(s,u) +1<dp(s,u)+1=20dp(s,v), kar jev
nasprotju s predpostavko d/(s,v) < d5(s,v)

6 @ @

® Kako je mogoce, da povezava u — v v grafu G4/ obstaja, v
grafu Gy pa je ni?



Dokaz trditve 1

Odgovor: pretok na povezavi u — v se je moral zmanjsati

To pomeni, da je moral algoritem v zadnji iteraciji (na prehodu
s pretoka f na pretok f’) najti nezasi¢eno pot s ~» v — u

o &7 @O

Ta nezasiCena pot je najkrajsa med vsemi (tako pac deluje
Edmonds-Karp), zato je tudi njena podpot s ~» v najkrajsa
pot od s do v v grafu G

Torej je 6¢(s,v) = 0(s,u) =1 < 6p(s,u) —1 < dp(s,v) —2

Pot od s do v se je torej podaljsala, ne skrajsala (protislovjel)



Casovna zahtevnost Edmonds-Karpa

® Pri pretoku f naj bo kriticna povezava povezava e na
nezasiCeni poti P, pri kateri je rezerva enaka B(P, f)

e (e zasitimo nezasi¢eno pot, zasitimo kriticno povezavo, ki zato
izgine iz grafa rezerv (pojavi se oz. ostane povezava v
nasprotni smeri)

Trditev 2

Vsaka povezava postane kriticna kvecjemu (|V'| / 2)-krat.



Dokaz trditve 2

Recimo, da je povezava (u,v) v smeri u — v pravkar postala
kritiéna
Naj bo d = §(s,u) najkrajsa razdalja od s do u v tem trenutku

Ko pripadajoco pot zasitimo, v grafu rezerv ostane le povezava
vV smeri v — u

Ker dolzine poti od izvora do ostalih vozlis¢ kve¢jemu
narascajo, bo d(s,u) v trenutku, ko bo povezava (u,v) spet
postala kriticna (v smeri v — u), enak vsaj d + 2

>d+1

OO & O

Ker je d <V, bo povezava (u,v) (v eni ali drugi smeri)
postala kriticna kvecjemu (|V| / 2)-krat



Vsaka povezava postane kriti¢na kvecjemu (|V] / 2)-krat

Imamo |E| povezav
e Algoritem torej najde O(V E) kriti¢nih poti
® \/sako zasiCevanje traja O(F) Casa

e Casovna zahtevnost je potemtakem O(V E?)



Prirejanje v dvodelnih grafih

® Dvodelen (bipartiten) graf

® neusmerjen graf G = (V, E), pri katerem je mnozico V
mogoce razbiti na podmnozici A in B, tako da ima vsaka
povezava eno krajis¢e v A, drugo pav B

® graf je dvodelen natanko tedaj, ko nima lihih ciklov

® Prireditev (matching) v dvodelnih grafih

® mnozica povezav M C FE, tako da se vsako vozlisée iz V
dotika kve¢jemu ene povezave iz M

® Problem maksimalnega prirejanja
® poisci prireditev z najvecjim Stevilom povezav
® prakti¢na uporabnost (npr. A so delavci, B pa naloge)



prireditev maksimalna
prireditev



Prirejanje in maksimalni pretoki

Problem maksimalnega prirejanja lahko prevedemo na problem
maksimalnega pretoka

Iz grafa G zgradimo graf G’

Povezave usmerimo v smeri od A do B

Dodamo vozlisce s s povezavami (s,v) zav € A
Dodamo vozlisce t s povezavami (v,t) za v € B
Kapacitete vseh povezav nastavimo na 1

Vrednost pretoka = velikost maksimalne prireditve






Prirejanje in maksimalni pretoki

Trditev 1

Ce v grafu G obstaja prireditev M s k povezavami, potem v grafu
G’ obstaja pretok z vrednostjo k.

® Naj bo M = {(a1,b1),..., (ar, br)}
® Povezavam s — a;, a; —> b;inb; > tzai € {l,...,k}
dodelimo pretok 1

Ostalim povezavam dodelimo pretok 0

To je veljaven pretok

e 0<fe<lzavsakee€ F
° fin('U) _ fout(v) zavsak v eV \ {Svt}

Njegova vrednost je k



Prirejanje in maksimalni pretoki

Trditev 2

Ce v grafu G’ obstaja pretok f z vrednostjo k, potem v grafu G
obstaja prireditev s k povezavami.

® Po izreku o celostevilskem pretoku obstaja maksimalni pretok
f z vrednostjo k, pri katerem imajo vse povezave pretok 0 in 1
® Definirajmo M = {(u,v) |u € A, v € B, f'((u,v)) =1}
® M vsebuje k povezav
® osredotocimo se na prerez (S,T)z S ={s}UA
o |f'| = fouNS) — f(S) =k
° fUUS) =k=[M] f*(S)=0



Prirejanje in maksimalni pretoki

® V\/saka povezava v M se dotika natanko enega vozlisca v A

® &e bi se dotikala dveh vozlis¢, bi bil krsen zakon o ohranitvi
pretoka

® \/saka povezava v M se dotika natanko enega vozlis¢a v B

® ce bi se dotikala dveh vozlis¢, bi bil krsen zakon o ohranitvi
pretoka

® Torej je M prireditev velikosti k



e Maksimalni pretok v grafu G’ je enak velikosti maksimalne
prireditve v grafu G

® Povezave, ki tvorijo maksimalno prireditev v grafu G, so
povezave s pretokom 1 v grafu G’



