Algoritmi in podatkovne strukture 2

Iskanje v nizih

Luka First



® Konéno zaporedje simbolov iz konéne neprazne abecede ¥

e S—=aas...a,
® g, eXzaie{l,...,n}

S| =n

® dolzina niza S

S[Z] = Qa;
® indeksi se pri¢nejo z 1
® se opravicujem, a tokrat mi to dejansko ustreza

S[Z]] = AjAj41 - .- a5

Sli:] = aiaiy1 ... an Odmislite python!

S[i] =a1az2...a;



¢ Niz R je predpona niza S, ¢e je |[R| < |S|in R = S[: |R|]
®* RCS
® aba L aba C abac

® Niz R je pripona niza S, Ce je |R| < |S]in
R=S[|S]—|R|+ 1]
®* RJS
® aba _] aba _I caba



Naj bosta 7" in P niza nad abecedo X

T besedilo (text)
P: vzorec (pattern)
IT|=n

|P|=m

1<m<n



® Poisci vse pojavitve niza P v nizu T

® Doloci vse odmike s, tako da je T[s+1:s+m| =P

® PT[s+ m)]

® Primer
® T = abbababacaba
® P =aba
® 5; = 3 (abbababacaba)
® s; =5 (abbababacaba)
L]

s1 =9 (abbababacaba)



Zavsak s € {0,1,...,n —m + 1} preveri, ali je
Tls+1l:s+m]=P

® n—m+ 1 odmikov (polozajev vzorca v besedilu)

® O(m) za primerjavo nizov T'[s + 1 : s+ m] in P

skupaj O(m(n —m + 1)) ali (enostavneje) O(mn)

Se da bolje?

® Asimpoticna spodnja meja je namrec (n)



® Naj bo E:{al,ag,...,aB}

® Niz nad ¥ si lahko predstavljamo kot stevilo v sistemu z
osnovo B

® Naj bo f(S) stevilo, ki pripada nizu S
L f(az) =7—1
® flajaiy...a;,) = (i1—1)B" 14 (is—1)B" 2+ . .+ (in,—1)B°



e ¥ ={ab,c}

* B=3

* f(a) =0, f(b) =1, f(c) =2

* f(babca) = 101203 = 1-3*+0-334+1-32+2-3'+0-3° = 96



® Funkcija f je pri fiksni dolzini niza bijektivna
® velja namre¢ f(ababca) = f(babca)

e Ker je dolzina vzorca fiksna, lahko namesto P in
T[s+1:s+m] primerjamo f(P) in f(T[s+1: s+ m])

P=T[s+1:s+m] < f(P)=f(T[s+1:s+m])



Rabin-Karpov algoritem

e Potence BY, B!, ..., B™ ! izratunamo vnaprej
® O(m), enkratna operacija

® Za vzorec P izraCunamo f(P)
® O(m), enkratna operacija

® Za vsak odmik s izracunamo f(T[s+1: s+ m))
O(m) za vsak odmik

O(n —m + 1) odmikov

skupaj O((n —m + 1)m)

hm, to ni ni¢ bolje kot naivno ...



® Recimo, da smo v besedilu pravkar odkrili niz babca

f(babca) = f(b) - 3! + f(a) - 3% + f(b) - 3% + f(c) - 3" + f(a)

Recimo, da je naslednji znak besedila enak ¢

Ali lahko ucinkovito izraunamo f(abcac) na podlagi
f(babca)?



e Dal

Naj bo F' = f(babca)

Odbijemo prvi b
o F'=F— f(b)-34

Preostanek (abca) premaknemo za eno mesto v levo
o F'=3F

Pristejemo f(c)

e f(abcac) = 3 (f(babca) — f(b) - 3%) + f(c)



® \/ splosnem:

fT[s+2:s+m+1]) =
B(f(T[s+1:s+m]) — f(T[s+1)B™ ") + f(T[s +m + 1])

® O(m) Casa za enkratno predobdelavo vzorca

® O(n—m+ 1) ali (enostavneje) O(n) Casa za iskanje vzorca v
besedilu



® ... sta abeceda in/ali vzorec P prevelika, da bi lahko f(P)
ucinkovito izracunali?

® Spomnimo se na mnozenje velikih stevil!



Racunanje f(.) po modulu

V tem primeru nimamo druge moznosti, kot da f(.) racunamo
po nekem modulu ¢

Modul naj bo prastevilo in naj bo karseda velik

Kljub temu se situacijam, ko je f(S) = f(R)za S # R, v
splosnem ne moremo izogniti

Nizov dolzine m nad abecedo velikosti B je B™, to pa je v
realnih primerih praviloma bistveno ve¢ od smiselnega modula



Racunanje f(.) po modulu

e Ceje f(T[s+1:s+m])# f(P), potem se P gotovo ne
nahaja na odmiku s

e Ceje f(T[s+1:s+m]) = f(P), potem se P »zelo
verjetno« nahaja na odmiku s, a moramo 3Se preveriti, ali je res
Tls+1l:s+m]=P

® Na ta nacin z O(n) ponovno pridemo na O(mn), kljub temu
pa je v praksi Rabin-Karp hitrejsi od naivnega algoritma



B
function RABIN-KARP(T, P, B, q)
n <« |T|
m < |P|
f+<0
g« 0
h < B™ 1 mod ¢
for i < 1 to m do
f <« (Bf + P[i]) mod ¢
g < (Bg + Ti]) mod ¢
for s+ 0 ton—m do

if f =g then
if P=T[s+1:s+ m] then
PRINT(S)

if s <n —m then
g+ (B(g—T[s+1]h) +T[s +m + 1]) mod ¢q



Kako bi lahko povecali ucinkovitost osnovne metode?
Naj bo P = abcd

Recimo, da se abc ujema z besedilom na odmiku s, d pa se ne
ujema

T: ...abcx...
P: abcd

® Ali je nujno, da v naslednjem koraku poskusimo z odmikom
s+ 17



Klju¢na ideja za izbolj$avo osnovne metode

Nel

Odmik s lahko povecamo za 4

T: ...abcx........ ==> _..abcx........

Ali je pove€anje odmika torej kar enako indeksu neujemanja
(0z.m,Ceje P=T[s+1:s+m])?



Klju¢na ideja za izbolj$avo osnovne metode

® Ne, zal ni tako enostavno

® Maksimalno varno povecanje odmika ni odvisno samo od
polozaja neujemanja, ampak tudi od znaka besedila na tocki
neujemanja in od strukture vzorca

® Analizirajmo dva primera ...



Kljuéna ideja za izboljsavo osnovne metode

Naj bo r indeks prvega znaka v P, ki se pri trenutnem odmiku
s razlikuje od istoleznega znaka v T'

Tls+1:s+7r]=P[l:7]
T[s+r+1] # Pr+1]
r =0, ¢e imamo razliko ze pri prvem znaku

r = m, Ce imamo ujemanje med P in T[s+ 1: s+ m]

Za koliko lahko povecamo odmik (As) v odvisnosti od P, r in
Tls+r+1]7



® Naj bo P = abcd

r Tls+r+1 As
0 X\ {a} 1
1 X\ {ab} 2
1 a 1
2 Y\ {ac} 3
2 a 2
3 ¥\ {ad} 4
3 a 3
4 ¥ 4




® Naj bo P = abac
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Klju¢na ideja za izbolj$avo osnovne metode

Naj bo P = abac

Recimo, da je T[s + 1 : s + 4] = abab

Odmik lahko povecamo samo za 2, ker obstaja moznost, da je
T[s + 3 : s+ 4] = ab zacetek naslednje pojavitve P

ab je pripona T'[: s + 4] in hkrati predpona P



e
® 5(S5) je dolzina najdaljSe predpone vzorca P, ki je hkrati
pripona niza S

¢ o(S) =max{k | P[: k] J S}

® Naj bo P = abac

S o(S)
Xy 0
xya 1
xyab 2
xyaba 3
xyabac 4




Priponska funkcija in najvecje varno povecanje odmika

® NajboT[s+1:s+r|=P[l:r]inT[s+r+1] # P[r+1]
® r =(, ¢e imamo razliko ze pri prvem znaku
® ;= m, e imamo ujemanje med P in T[s+ 1: s+ m)]

® Potemje As=7r+1—0c(T[s+1:s+7r+1])
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® Lahko bi pri vsakem neujemanju racunali funkcijo o, a tako bi
vnovic prisli do O(mn), lahko pa ...



Nekoliko drugacen pogled

® .. upostevamo, da je maksimalni varni As odvisen samo od
strukture vzorca in od znaka neujemanja besedila, ne pa od
celotnega besedila

® Zadosca torej, da izraunamo As za vsak par (polozaj
neujemanja, znak neujemanja)

e (e trenutni polozaj v vzorcu obravnavamo kot stanje,
povecanje odmika pa kot spremembo stanja, celotna zgodba
zadisi (zasmrdi?) po ...



... deterministi¢cnem kon¢nem avtomatu, kakopak!

e @={0,1,...,m}
® =0
. F—{m)

* i(g,a) = o(P[: gla)

® Stanje nam pove stevilo ujemajocih znakov besedila in vzorca

® Pri¢nemo v stanju 0, beremo znake besedila in potujemo po
avtomatu

e Kadarkoli prispemo v konéno stanje, najdemo pojavitev vzorca
v besedilu
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Potovanje po DKA

Recimo, da smo v stanju ¢

To pomeni, da velja T[s+1: s+ q] = P[: ¢]
® prvih ¢ znakov vzorca se ujema z besedilom

Najbo T[s+¢qg+ 1] =a

Ce je tudi Plg+ 1] = a, preidemo v stanje ¢ + 1
® sedaj se prvih ¢ + 1 znakov vzorca ujema z besedilom

Ce je P[g+1] # a, preidemo v stanje o(P]: gla) = ¢+ 1 — As,
kjer je As najvecje varno povecanje odmika



Sprehod po besedilu zahteva le se O(n) €asa

Gradnja avtomata je razmeroma zahtevna, a jo izvrsimo samo
enkrat

O(m?|X|) po naivnem postopku

Lahko kaj prihranimo tudi v fazi preodbdelave?



