Desete vaje APS2: Iskanje v nizih

Na kratko osvezimo terminologijo in notacijo, povezano z nizi. Niz S = ajas...a, je
kon¢no zaporedje znakov iz konéne mnozice (abecede) X. Naj bo |S| = n (dolzina niza
S), S[i] = a; (indeksi naj se pri¢enjajo z 1, ne z 0, kot smo bili vajeni doslej),! S[i : j] =
ai@iq1 ... a5, S[i:] = aai11...an in S[: 4] = a1az...a;. Niz S je predpona niza T (S = T')
natanko tedaj, ko je |S| < |T| in S = T'[: |S|]. Niz S je pripona niza T' (S 32 T') natanko
tedaj, ko je |S| < |T|in S =T[|T|—|S] +1:].

Pri problemu iskanja v nizih zelimo poiskati vse pojavitve niza P (vzorec) dolzine m v nizu
T (besedilo) dolzine n, torej vse polozaje i € {1,...,n}, takoda je T[i : i +m — 1] = P
oziroma (s kompaktnejsim zapisom) P £ T'[i :]. Ta problem zlahka resimo v ¢asu O(mn),
na predavanjih pa smo (in §e bomo) spoznali tudi nekaj pristopov, ki vse pojavitve vzorca
v besedilu poiscejo v ¢asu O(n), Ce si pred tem vzamejo 2(m) ¢asa za preobdelavo vzorca.
Tokrat bomo spoznali $e en pristop, ki pojavitve niza P v nizu T poisce v ¢asu O(n), pri
¢emer za predobdelavo vzorca ne potrebuje ni¢ ve¢ kot O(m) ¢asa.

Z-funkcija

Naj bo S poljuben niz (v tem razdelku ne bomo lo¢evali med vzorcem in besedilom) in
naj bo vrednost Z;(S) (ali kar Z;, ¢e je niz S znan iz konteksta) za i > 2 definirana kot
dolzina najdaljSega podniza niza S, ki se pri¢ne na indeksu ¢ in je hkrati predpona niza S:

Zi(S) =max{k | S[i: i+ k—1] = S}.

Slika 1 prikazuje primer niza S in pripadajoCe vrednosti njegove Z-funkcije. Na primer,
Zy = 2, ker se na indeksu 4 v nizu S pri¢ne podniz dolZine 2 (ab), ki se pojavi tudi na
zacetku niza S, medtem ko podniz dolzine 3, ki se tam pri¢ne (tj. abc), ni predpona niza

S.
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Slika 1: Primer izracuna Z-funkcije in Z-Skatel.

Definirajmo $e sledece pojme:

e Ce je Z; > 0, je pripadajota Z-skatla interval [i, i+ Z; — 1] (i je levi, i + Z; — 1 pa
desni rob Z-skatle).

e Naj bo Z; mnozica vseh Z-Skatel, ki vsebujejo indeks 7. Ce je |Z;] = 1, potem naj
bo r; desni rob tiste Z-skatle iz mnozice Z;, ki se konc¢a na najvecjem indeksu, [;
pa naj bo levi rob te iste Z-8katle. V naSem primeru indeks 13 pripada Z-8katlama
[12, 13] in [9, 14]. Ker se skatla [9, 14] zaklju¢i na vecjem indeksu kot skatla [12, 13|
(14 > 13), jeriz =141in li3 =9.

'To je konstantna dilema. Mislim, da se bodo naslednje leto tudi indeksi pri obi¢ajnih tabelah pri¢enjali
z 1, da bom konsistenten s Cormenom et al. in standardno matemati¢no prakso.



Ce je indeks ¢ vsebovan v ve¢ Z-skatlah z istim maksimalnim desnim robom, lahko
za vrednost [; vzamemo levi rob katerekoli od njih.

Izra¢un Z-funkcije v ¢asu O(|S])

Z uporabo definicije lahko Z-funkcijo izra¢unamo v ¢asu O(|S|?), obstaja pa tudi ne pre-
tirano zapleten algoritem, ki to doseze v ¢asu O(|S|). Algoritem se sprehodi po nizu od
leve proti desni (od @ = 2 do 7 = |S]) in sproti ra¢una Z;, r; in [;. Ker vedno hrani zgolj
vrednosti r; in [; za trenutni ¢, bomo namesto r; in [; pisali kar r in [.

Algoritem najprej neposredno po definiciji (s primerjavo znakov) izra¢una vrednost Zs ter
nastavi [ « 2 in r < 1 4+ Z3. Sedaj pa (induktivno) predpostavimo, da je algoritem
pravilno izrac¢unal vrednosti Z; za vse ¢ < k in da sta [ in r nastavljena na indeksa levega
in desnega roba najdlje segajoce Z-Skatle, ki se pri¢ne pred indeksom k in vsebuje indeks
k, ¢e taksna Skatla obstaja (v nasprotnem primeru pa naj bo r < k). Vrednost Zj ter
posodobljeni vrednosti [ in 7 izra¢unamo takole:

Primer 1. Ce je r < k, potem se trenutni indeks (k) ne nahaja v nobeni od doslej odkritih
Z-8katel, zato vrednost Zj, izraCunamo po definiciji. Nastavimo [ < k in r <« k +
Zy — 1 (tudi v primeru Zj = 0).

Primer 2. Za lazje razumevanje tega primera spremljajmo sliki 2 in 3. Ce jer =k, potem
se trenutni indeks (k) nahaja v Z-gkatli [, r]. Ta Z-skatla doloca podniz S[I : r] (na
slikah 2 in 3 je prikazan z modro), ki se po definiciji Z-funkcije ponovi na zacetku
niza S. To pomeni, da velja S[l : r] = S[1: 7 —1+ 1] in od tod tudi S[k] = S[K'],
pri ¢emer je k' =k — 1 + 1.

Recimo, da je Zp > 0 (primer Z = 0 ni zanimiv, a ga lahko obravnavamo skupaj s
primerom Zj, > 0). To pomeni, da se po definiciji Z-funkcije niz S[k’ : ¥’ + Zp — 1]
ponovi na zacetku niza S, hkrati pa se vsaj del tega niza (tisti, ki je na slikah 2 in
3 prikazan z zeleno) ponovi tudi na indeksih od k naprej, saj velja S[l : r] = S[1 :
r—Il+1]inl<k<r.

V odvisnosti od tega, koliksen del niza S[k’ : k' + Z} — 1] se ponovi na indeksih od
k naprej, lo¢imo dva podprimera:

Primer 2a. Ce je Zy < r—Fk (slika 2), potem se celoten zeleni niz S[k : k' + Zjy —1]
ponovi na indeksih od k naprej. Velja torej S[1: Zp| = S[K' : k' + Zjy — 1] =
Slk : k+ Zy — 1]. Od tod neposredno sledi Zy > Z;s, v resnici pa je kar
Zy = Zy. Zakaj? Zato, ker je znak S|k + Zj/| = S[k' + Zy/] (rde¢) razlicen
od znaka S|[Zjs + 1] (rumen); ¢e bi bili vsi trije znaki med seboj enaki, bi bil
Zy vsaj za 1 vedji, kot je dejansko. Skratka, v tem primeru lahko nastavimo
Zy = Zyr, I in T pa pustimo pri miru.

Primer 2b. V primeru Zy > r — k (slika 3) se gotovo vsaj prvih r — k + 1 znakov
niza S[k’ : k' + Zp — 1] ponovi na indeksih od k naprej, hkrati pa se celoten
niz S[k" : k' + Zp — 1] ponovi na zacetku niza S, ker je vrednost Z-funkcije na
indeksu k' pa¢ enaka Zj. Ker je Zjy > r —k + 1, gotovo velja Z, = r —k + 1.

Za koliko je Zj lahko vecji od 7 — k 4+ 17 Ne vemo, ker smo niz S prebrali samo
do indeksa r. Ce torej Zelimo dolo¢iti vrednost Zj, moramo znake na indeksih
r+ 1, r + 2 itd. primerjati z znaki na indeksih r — k + 2, r — k + 3 itd., dokler
ne naletimo na prvo neujemanje — npr. S[r + p| # S[r — k + 1 + p]. Tedaj
nastavimo Z = r — k + p ter posodobimo r <~ r+p—1inl < k.

Celoten postopek izra¢una Z-funkcije je prikazan kot algoritem 1. Psevdokoda natan¢no
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Slika 2: Primer 2a. Modra podniza sta si med seboj enaka, pa tudi vsi trije zeleni podnizi
so si med seboj enaki. RdecCa znaka sta si med seboj enaka, rumeni pa je drugacen.
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Slika 3: Primer 2b. Modra podniza sta si med seboj enaka, pa tudi vsi trije zeleni podnizi
so si med seboj enaki. Vijolicna znaka sta si med seboj enaka, rdeci pa je lahko enak
vijoli¢nima, lahko pa je tudi razli¢en od njiju.

sledi opisu algoritma, dejansko pa je Z-funkcijo, kot si lahko ogledate npr. na spletisc¢u
GeeksforGeeks, mogoce sprogramirati s precej manjso koli¢ino kode.

Koliksna je ¢asovna zahtevnost algoritma za izrac¢un Z-funkcije v odvisnosti od dolzine
niza S? Zaradi dvojne zanke bi jo na prvi pogled ocenili na O(]S|?). Ta zgornja meja
je sicer (tudi) pravilna, tesna zgornja meja pa je O(|S|). Ce se osredotocimo na funkcijo
STEVILOUJEMANJ, v kateri se izvajajo primerjave med znaki, opazimo sledece:

e Funkcija STEVILOUJEMANJ se zakljuci, ko naletimo na prvo neujemanje znakov.
Ker funkcijo poklicemo najve¢ |S|-krat, je skupno Stevilo odkritih neujemanj znakov
kve¢jemu enako |S|.

e Ocenimo Se Stevilo odkritih ujemanj znakov. Funkcijo STEVILOUJEMANJ vsakokrat
pokli¢emo s parametrom p > r + 1. Recimo, da v funkciji izvr§imo s medsebojnih
primerjav znakov, od katerih je s — 1 uspesnih, zadnja pa neuspe$na. Ko se funkcija
zaklju€i, poveCamo 7 vsaj za s — 1. Ker je vrednost parametra p ob vsakem klicu
funkcije vsaj za s ve€ja od vrednosti tega parametra ob predhodnem klicu funkcije,
skupno $tevilo odkritih ujemanj znakov ne more biti vecje od |S|.

Skupno S§tevilo primerjav znakov (uspesnih in neuspesnih) tako znasa O(|S|). Rezijski
stroski te zgornje meje ne spremenijo.

Uporaba Z-funkcije za iskanje v éasu O(n + m)

Precej ¢asa smo porabili za izra¢un Z-funkcije, dejansko pa Se vedno ne vemo, kako bi
jo lahko izkoristili za ucinkovito iskanje pojavitev vzorca P dolzine m v nizu T dolZine
n. Takole gre: sestavimo niz S = P$T, pri Cemer je $ znak, ki ne nastopa niti v P niti
v T, nato pa izrac¢unamo Z-funkcijo niza S. Ce najdemo indeks ¢ = m + 2 z lastnostjo
Z; = m, potem vemo, da je S[i :i+m —1]=T[i—m —1:i—2] = P. (Primer Z; > m



Algoritem 1 Izracun Z-funkcije.

function STEVILOUJEMANI(S, p, q)
> Vrne max{t | S[p:p+t—1] = S[q: q+t—1]}. Predpostavija p > q.
n <« |S]
t<—0
while p+t <n A S[p+t] = S[qg +t] do
t—1t+1
return ¢

function Z(S)

n «— [S]

Zs — STEVILOUJEMANJ(S, 2, 1)

[ <2

r—1+ 2y

for k — 3 to n do

if r < k then
Zy, «— STEVILOUJEMANJ(S, k, 1)

l—k
r—Il+2Z;—1
else

E—k—-1+1

if Zpy <r —Fk then
Ly «— L

else
Zk<—7’—k‘+1+STEVILOUJEMANJ(S,T+1,T—k+2)
| —k
r—Il+2Z,—1

return (Za, ..., Zy)




zaradi lo¢ila $ ni mogo¢.) Izracun Z-funkcije terja ¢as O(n + m + 1) oziroma preprosto
O(n), ¢e predpostavimo n > m, dodatno preverjanje lastnosti Z; = m pa te meje seveda
ne spremeni.



