Dvanajste vaje APS2: Racunska geometrija 1

Na predavanjih smo videli, da je vektorski produkt uporaben pri preverjanju, ali se daljici
sekata, pri preverjanju konveksnosti veckotnika, pri ra¢unanju konveksne ovojnice in $e kje.
Na vajah pa bomo ugotovili, da pride prav tudi pri racunanju plos¢ine veckotnika in pri
preverjanju, ali tocka lezi znotraj veckotnika.

V obeh primerih se bomo omejili na enostavne veckotnike. Taksni veckotniki so lahko
konveksni ali konkavni, vendar pa se ne sekajo in ne vsebujejo lukenj.

Veckotnik bomo predstavili z zaporedjem oglis¢ Ay, Ao, ..., A, v nasprotni smeri urinega
kazalca. Da se izognemo sitnostim z ra¢unanjem po modulu, bomo predpostavili, da je
Apy1 = A1, Apio = Ay itd. Tocka A; lezi na koordinatah (z;, ;).

Vektorski produkt

Spomnimo se, da je vektorski produkt @ x b vektor <, ki je pravokoten na vektorja
@ = (r1,y1) in b = (z2,y2). Njegova smer je dolo¢ena po pravilu desne roke (kam kaze
palec, ¢e s preostalimi prsti »objamemo« najkrajSo pot od vektorja @ do vektorja ?7),
njegova dolzina pa znaSa | @] - |3)| - |sin ¢, kjer je ¢ kot med vektorjema @ in . No,
¢e vektorja @ in b lezita v koordinatni ravnini, potem sta koordinati xz in y vektorja
@ enaki 0, koordinata z pa je enaka xiys — xoy;. Ker bomo rokovali samo z vektorji v
koordinatni ravnini, nas bo zanimala samo koordinata z. To vrednost bomo (z zavedanjem

o kar hudem zlorabljanju notacije) proglasili za »vektorski produkt«:
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Vektorski produkt je po nasi definiciji pozitiven, ¢e vektorja @ in b oklepata kot iz
intervala (0°,180°), negativen, ¢e kot med vektorjema pripada intervalu (180°,360°), in
enak 0, ¢e je kot bodisi 0° bodisi 180°. Upostevajmo, da kot med vektorjema @ in b
izmerimo tako, da od vektorja @ do vektorja b potujemo v nasprotni smeri urinega
kazalca: kot med vektorjema (1,0) in (0,1) je tako 90°, kot med vektorjema (0, 1) in (1,0)
pa je 270° ali —90°, kar je enakovredno.

Plosc¢ina veckotnika

Racunanje plos¢ine veckotnike je lahko precejsen izziv, ¢e imamo na voljo samo (nekatere)
dolZine stranic in kote. Povsem drugace pa je, ¢e je veckotnik dolocen s koordinatami
zaporednih tock, saj si v tem primeru lahko pomagamo z vektorskim produktom.

Primer 1: konveksen veckotnik, ki vsebuje tocko (0,0)

Ce racunamo plog¢ino konveksnega veckotnika, ki vsebuje tocko O = (0,0), lahko eno-
stavno seStejemo ploscine trikotnikov OA;A; 41 za i € {1,...,n}. Ker je plos¢ina trikotnika
OA;A;41 enaka polovici plo§éine paralelograma, ki ga napenjata vektorja OA; in OA; 1
(slika 1), si lahko pomagamo z vektorskim produktom:
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Kot prikazuje slika 2, je plos¢ina celotnega veckotnika preprosto enaka vsoti ploS¢in posa-
meznih trikotnikov: .
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Slika 1: Ploscina trikotnika ABC' je polovica ploscine paralelograma ABDC.

Ne pozabimo, da je T,11 = 21 In Ypy1 = Y1-

Kako pa je s predznaki vektorskih produktov? Vsi so pozitivni, saj je v primeru, ki ga
— ==
obravnavamo v tem razdelku, kot med vektorjema OA; in OA;4; vedno manjsi od 180°.
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Slika 2: Racunanje ploScine konveksnega veckotnika.

Primer 2: splosen veckotnik, ki vsebuje toc¢ko (0,0)

Morda nas bo nekoliko presenetilo, da lahko formulo (1) uporabimo tudi v primeru, ¢e
veckotnik ni konveksen. Tega sicer ne bomo dokazali, bomo pa s pomo¢jo slike 3 poskusali
razumeti, zakaj je tako. Plos¢ina veckotnika je po nasi formuli enaka
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Na zacetku izra¢unamo vektorski produkt O—Al) X 0—142) Ta je pozitiven, saj vektorja O—Al)
in O—AQ) oklepata kot, ki je manjsi od 180°. Naslednji vektorski produkt (O—Ag X O—Ag))
pa je negativen, saj vektorja O—A£ in O—A?: oklepata kot, ki je vecji od 180°. Vektorski
produkt O—Ag: X O—AZ je zopet pozitiven. Polovica vsote teh treh vektorskih produktov je
potemtakem

1
= L0 < O + 07 O + 0 x O

=p(OA143) — p(OA243) + p(OA3Ay)

= (p(OALP) + p(OPA3)) — (p(OPA2) + p(A2PA3)) + (p(OPAs) + p(A2PA3) + p(OAzA3Ay))
— p(OALP) + p(OPAs) + p(OAs A3 Ay)

= p(OA1A2) + p(OA243A4)

p(OA1 As A3 Ay).



Ce pristejemo Se polovice preostalih treh vektorskih produktov, dobimo plos¢ino celotnega
veckotnika.

Vidimo, da plo&¢ina trikotnika As PAs v izrazu enkrat nastopa s predznakom plus, enkrat
pa s predznakom minus, zato v konénem izrazu ni prisotna. PloS¢ina trikotnika OPAs
nastopa kar trikrat, a ker ima v eni od teh pojavitev predznak minus, je v kon¢nem izrazu
prisotna natanko enkrat.

Opisano opazanje je mogocCe posplositi: pri rac¢unanju plosc¢ine splosnega veckotnika se
bodo nekateri kosi upostevali veckrat, a se bodo predznaki »sestavili« tako, da se bodo v
kon¢nem izrazu upostevali zgolj kosi, ki pripadajo veckotniku, in to le po enkrat.
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Slika 3: Racunanje ploSc¢ine splosnega veckotnika.

Primer 3: splosen veckotnik

Recimo, da veckotnik ne vsebuje tocke (0,0), vsebuje pa tocko (2/,3’). Sedaj lahko vsa
oglis¢a premaknemo za vektor (—z’, —y’) in problem prevedemo na primer 2, saj je tocka
(0,0) po novem v notranjosti veckotnika. Izra¢unajmo plos¢ino po formuli (1):

(s — ") (yir1 —¥) — (@1 — 2" (i — )

s

I
N |
=

1

-
I

(ﬂfz‘yi+1 — i1y — 2 (Yiv1 — i) — ¥ (2 — xig1))

n n n
Z (@i — zivays) — 2’ D (W1 — i) =y ), (@ —wm)) -

i=1 =1

I
N
1=

-
I

1
2

<

Ker je yn+1 = 1, je 2y (Yir1—vi) = (Ya+ys+.. . +yn+y1)—(y1+y2+...+y,) = 0. Enak
rezultat dobimo za vsoto Y, ;(x; — i4+1). To pomeni, da je plos¢ina taksnega veckotnika

enaka
n
p=.pi
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Formula (1) torej velja za poljuben veckotnik, ne glede na to, ali je konveksen ali konkaven,
in ne glede na to, kje je postavljen.
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Polozaj tocke glede na veckotnik

V tem razdelku nas bo zanimalo, ali se podana toc¢ka T" nahaja znotraj ali zunaj podanega
veckotnika A1As ... A,, kjer so oglis¢a nanizana v nasprotni smeri urinega kazalca. Pri
konveksnih veckotnikih zadosca, ¢e preverimo, ali se tocka T' vseskozi nahaja na levi strani,
ko potujemo po stranicah od oglis¢a A; do A,. Tocka T se nahaja na levi strani stranice
A;Ai+1 (Ce po njej potujemo v smeri A; — A;i1) natanko v primeru, ¢e je vektorski
produkt A;A; 11 X :4—1? pozitiven. V tem primeru namre¢ vektorja oklepata kot, ki je
manjsi od 180° (slika 4).
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Slika 4: Levo: vsi vektorski produkti A;A;11 x A;1" so pozitivni. Desno: vsaj eden od teh
vektorskih produktov ni pozitiven.

Skratka, tocka 7' je znotraj konveksnega veckotnika natanko v primeru, ¢e so vsi vektorski
produkti A; A; 11 x AT pozitivni. Pri konkavnih vec¢kotnikih ta preprost preizkus ne zadosca
ve¢, lahko pa si pomagamo z vsoto kotov S = 7" | ZA;TA; 1 (T je vrh kota). Ce vse
kote omejimo na interval (—180°,180°) (Ce torej za vsak kot izvedemo operacijo ¢’ =
(¢ + 180°) mod 360° — 180°), velja sledece:

Trditev 1. Ce je tocka T znotraj veckotnika A1 A, ... A,, je vsota S enaka 360°. Ce je
tocka T izven veckotnika, velja S = 0°.

Trditev velja tako za konveksne kot za konkavne veckotnike. Dokazali je ne bomo, bomo
jo pa poskuSali razumeti na primeru. Slika 5 prikazuje dva polozaja tocke T glede na
veckotnik. V prvem primeru je vsota kotov o¢itno 360° (stopimo na toc¢ko 7' in se ozremo
okrog sebe), v drugem primeru pa tudi ni tezko videti, da je vsota enaka 0°: koti AgT A1,
AT Ay, AT A3 in A3T A4 so pozitivni, kota A4TAs in AsT Ag pa negativna, in vsota
negativnih kotov je ravno nasprotno enaka vsoti pozitivnih kotov.
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Slika 5: Levo: vsota kotov je v enaka 360°. Desno: vsota kotov je enaka 0°.



