Algoritmi in podatkovne strukture 2 — prvi izpitni rok
19. junij 2026

Naloge so enakovredne, podnaloge pa ne nujno. Za reSevanje imate na voljo 100 minut
casa.

Vse odgovore obvezno utemeljite!

@ » Kako lahko APS predava nekdo, ki 8e nikoli ni napisal svojega algoritma za urejanje? «

sem ondan ujel na hodniku. Prmejdus, da imajo prav, pomislim. Pa poskusimo:

> Uredi A[l : n]. <
function FURSTSORT(A, n)
if n > 2 then
r <« [2n/3|
FURSTSORT(A, r)
fori—r+1tondo
> Vstavi A[i] na ustrezno mesto levo od i. <
x «— Ali]
jei—1
while j > 1 A A[j] > x do
AL+ 1] — ALj)
Je—Jj—1
Alj+1] <«
kKA K

(a) Kaksen izpis bomo dobili pri izvedbi funkcije FURSTSORT na tabeli A = [8, 7,
6, 5, 4, 3, 2, 1] in pri n = 8, ¢e na mesto, oznaceno z ***** (torej po zakljucku
zanke for), postavimo klic funkcije za izpis celotne vsebine tabele A?

(b) Zapisite rekuren¢no enac¢bo za dolocitev ¢asovne zahtevnosti funkcije FURSTSORT
(T'(n) =...).
(c) Dolo¢ite ¢asovno zahtevnost funkcije FURSTSORT.

(d) S substitucijsko metodo dokazite, da je vaSa ocena iz prejSnje tocke pravilna.
Zadosca, Ce pravilnost dokazete za zgornjo mejo (T'(n) = O(.)).

Resitve

(a) [7, 8, 6, 5, 4, 3, 2, 1]
[6’ 7, 8’ 5, 4’ 3, 2) 1]
[4’ 5, 6’ 7’ 8’ 3’ 2’ 1]
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]

(b) T(n) = T(2n/3) + ©(n?).

(c) Po krovnem izreku je a = 1, b = 3/2 in d = 2. Ker je a < b?, dobimo T'(n) =
O(nd) = O(n?).

(d) Postavimo trditev T(n) < cn? za vsak n = ng in nek ¢ > 0. Po induktivnem
sklepanju predpostavimo, da trditev velja za vsak n’ < n, sedaj pa preverimo, ali
velja tudi za n:

T(n) = T(2n/3) + ©(n?)



c(2n/3)? + ©(n?)
4en? /9 + kn?
= (4¢/9 + k)n?

<
<

Konstanto ¢ lahko poljubno izberemo. Ce jo izberemo tako, da velja k < 5¢/9
(torej ¢ = 9k/5), dobimo

T(n) < (4¢/9 + 5¢/9)n?

= cn2

Trditev je tako dokazana.



@ Podan je usmerjen acikli¢en graf (DAG) G = (V, E). Naj bo dokonéna pot iz vozliséa
v pot, ki se pri¢ne v vozliS¢u v in je ni mogoce podaljSati. Na primer, slededi graf ima
5 dokonénih poti iz vozlis¢a A (ABCDE, ABCDH, AFDE, AFDH in AFG), iz vozlisca
G pa imamo le eno taksno pot :

—

Naj bo D(v) stevilo dokoné¢nih poti iz vozlisca v.

(a) Dokazite, da za usmerjeni mrezni graf m x n (spodnja slika) prim > 1inn > 1

velja
m+n—2
D = .
(v11) ( m—1 >

e

IR

Lo

D

Namig: popolna indukcija, kaj pa drugegal

(b) Dobil sem taksno idejo za izrac¢un D(v) za dolo¢eno vozlis¢e v v podanem DAG:
Nastavi globalni Stevec D na 0, nato pa poZeni DFS iz vozlis¢a v. Vsakokrat,
ko naletis na vozlis¢e brez sosedov, povecaj D za 1. Ko se DFS konca, nastavi
D(v) <« D.

Dokazite, da ta algoritem deluje za poljuben DAG, ali pa poiséite protiprimer.

v v

(c) Za podani DAG z n vozliséi in O(n) povezavami bi radi izra¢unali D(v) za vsako
vozlis¢e v. Opisite algoritem, ki to doseze v ¢asu O(n).

Resitve

(a) Naj bo P(m,n) = d(vg) pri grafu m x n. Ce je m = n = 1, je Stevilo dokonénih
poti iz edinega vozlis¢a enako 1, to pa je hkrati (8). Sedaj pa predpostavimo,
da trditev velja za vse pare (m/,n’), kjer je m' < ninn’ < nalim < m
in n’ < n, in preverimo, ali velja tudi za par (m,n). Pri tem upoStevamo,
da je 8tevilo dokonc¢nih poti iz vozlis¢a v;; enako vsoti Stevila dokonénih poti iz
njegovega desnega soseda in Stevila dokon¢nih poti iz njegovega spodnjega soseda.
To pomeni, da velja

P(m,n) = P(m—1,n) + P(m,n — 1),



saj v grafu ne moremo potovati niti v levo niti navzgor. Z upostevanjem induk-
tivne predpostavke in znane formule

-1 -1
(@) -G+ ()
q q—1 q
P(m,n) = P(m—1,n) + P(m,n —1)
m+n—3 m+n—3
= +
m— 2 m—1
_(m+n—2
B m—1
(b) Ta algoritem seveda ni pravilen, saj odpove vsakokrat, ko je do istega vozlisca
mogoce priti po ve¢ poteh. Najenostavnejsi protiprimer je graf s povezavami (1,

2), (2, 3) in (1, 3). Algoritem bi D(1) izrac¢unal kot 1, v resnici pa je rezultat
enak 2.

dobimo

in trditev je dokazana.

(¢) Ce vozliséa topologko uredimo, potrebujemo za to O(n + O(n)) = O(n) casa.
Sedaj lahko posami¢ne D(v) izra¢unamo po sledecem algoritmu:
function IZRACUNAJD(G)
Naj bodo vy, ..., v, vozlis¢a v obratnem topoloskem vrstnem redu
for i — 1 tondo
> N (v) je mnoZica sosedov vozlisca v <
if N (v;) = & then
D(’Uz) —1
else
D(Uz) —0
for w e N (v;) do
D(v;) < D(v;) + D(w)

Ce so vozlista urejena v obratnem topoloskem vrstnem redu, potem so pri ra-
¢unanju D(v) vrednosti D(.) za sosede vozlis¢a v Ze znane. Kljub dvojni zanki
je Casovna zahtevnost algoritma O(n), saj algoritem po zakljucku topoloskega
urejanja po enkrat obravnava vsako vozlisée in vsako povezavo.



@ Naj bo D(S) stevilo medsebojno razli¢nih nepraznih podnizov niza S. Na primer, niz
ababa ima 9 takih podnizov: a, b, ab, ba, aba, bab, abab, baba in ababa. Vsak podniz
Stejemo samo po enkrat, tudi ¢e v vhodnem besedilu nastopa po veckrat.

Naj bo SA priponska tabela, LCP pa tabela najdaljsih skupnih predpon pripon niza

S.
(a)
(b)

ZapiSite tabeli SA in LCP za niz ababa.

Vsak niz S vsebuje |S| medsebojno razli¢nih nepraznih predpon (in seveda tudi
pripon), niza S in T pa lahko vsebujeta manj kot |S| + |T'| razli¢nih predpon,
ker se lahko nekatere podvajajo. Koliko medsebojno razliénih nepraznih predpon
vsebujeta priponi na mestih ¢ — 1 in ¢ v leksikografskem vrstnem redu pripon
poljubnega niza S dolzine n? (V odgovoru boste najbrz uporabili tabeli SA in
LCP.)

Zapisite algoritem, ki za poljubno besedilo T v ¢asu O(n) izpiSe Stevilo medse-
bojno razli¢nih nepraznih podnizov, ¢e predpostavimo, da sta tabeli SA in LCP
za besedilo T' Ze izdelani. (Namig: zados¢a en sam sprehod po priponah niza.)

Resitve

(a)

(b)

Izhajamo iz zaporedja leksikografsko urejenih pripon (prvi stolpec).

T[SA[i]:] SA[i] LCP[i]

a

b 0
aba 3 1
ababa 1 3
ba 4 0
baba 2 2

Pripona, ki se nahaja na mestu ¢ — 1 v leksikografskem zaporedju, je dolga n —
SA[i — 1] + 1, zato vsebuje natanko toliko nepraznih predpon. Pripona na mestu
i seveda vsebuje n — SA[i] + 1 nepraznih predpon. Upostevati pa moramo, da je
LCP[i] takih predpon skupnih. Stevilo medsebojno razli¢nih predpon omenjenih
pripon je potemtakem

on +2 — SA[i — 1] — SA[i] — LCPJi].

Po priponah niza se sprehodimo v leksikografskem vrstnem redu. Ce je tabela
SA 7ze izdelana, je ta vrstni red enostavno T[SA[1] :], T[SA[2] :], ..., T[SA[n] :].
Pri sprehodu upo$tevamo, da i-ta pripona dolzine k = n — SA[i] + 1 predstavlja
k podnizov (vsaka predpona te pripone je eden od podnizov niza S), vendar
pa je samo k — LCP[i] od teh podnizov takih, da niso vklju¢eni v predhodno
obiskane pripone. Na primer, pri nizu ababa imamo taksno situacijo (podnizi, ki
jih predstavljajo predhodno obiskane pripone in jih zato ne smemo vec Steti, so
precrtani):

T[SA[i]:] LCP[i] Podnizi

a 0 a

aba 1 &, ab, aba

ababa 3 &, ab, aba, abab, ababa
ba 0 b, ba

baba 2 ¥, ba, bab, baba




Algoritem je sedaj enostaven:

function Pobnizi(S, SA, LCP)
n <« |S|
D0
for i — 1 ton do
D« D +n— SA[i] +1— LCPJi]

return D



@ Podana je 8ahovnica N x N (v obeh dimenzijah gredo koordinate od 1 do N), figure
pa naj imajo Stevilke od 1 do F. Pri obi¢ajnem $ahu imamo N = 8 in F' = 6 (unpr.
1 = kralj, 2 = dama, 3 = trdnjava, 4 = lovec, 5 = skaka¢, 6 = kmet). Barvo figure
zanemarimo. Figura f na polju (x,y) naj bo predstavljena s tocko (z,y, f).

Za podano Sahovnico z razmes¢enimi figurami bi radi zgradili KD-drevo, pri katerem
na nivojih 0, 3, 6, ... delimo mnozico tock po koordinati z, na nivojih 1,4, 7, ... po
koordinati y, na nivojih 2, 5, 8, ... pa po Stevilki figure.

(a) Narisite KD-drevo za tocke A(1,8,5), B(2,7,4), C(3,6,3), D(4,5,2) in E(5,4,1).
Ce je ve¢ enakovrednih moznosti, lahko izberete katerokoli od njih.

(b) Ce mnozica tock vsebuje tocki T(z,y, f) in T'(z', 3/, f') z lastnostjo z = 2/ v y =
y' v f = f’, lahko v dolo¢enih okolis¢inah nastane tezava. Kaksne so te okolis¢ine
in kako bi regili nastalo tezavo?

(c) Sledeca slika prikazuje zacetno razporeditev figur pri obi¢ajnem Sahu:

310|412 |1]4 (5|3
6|16 |/6|6|6|6|6]|6

6|16 |6|6|6|6|6]|6
3|54 |211(4|5]3

Koliksna je visina (tj. Stevilo nivojev minus 1) KD-drevesa za tak$no razporedi-
tev?

(d) Kako bi se spremenil odgovor pri prej$nji podnalogi, ¢e bi tockam dodali Se ¢etrto
dimenzijo (barvo b € {0,1}) in bi ustrezno prilagodili gradnjo KD-drevesa, tako
da bi po novem tocke po koordinati x, y oziroma f delili na nivojih s Stevilkami,
ki so enakovredne 0, 1 oziroma 2 po modulu 4, po barvi pa na nivojih s stevilkami,
ki so enakovredne 3 po modulu 47

Resitve

(a)

(b) Tezave nastopijo, kadar skusamo dve ali ve¢ toc¢k z isto vrednostjo dolocene
koordinate deliti po tej isti koordinati. Problem lahko reSimo tako, da totko

(z,y, f) pretvorimo v (7,7, f) = (2|y|f,y|f|z, flz]y). Na ta nac¢in bo v primeru
(z,y,f) < (2,9, f") veljalo, denimo, T < 2’ v vseh treh situacijah: (1) x < 2/;



2Qz=a"ry<y;B)x=a"Ay=1y A f < f. Podobno velja za primerjavo
po koordinatah y in f.

(c) Najgloblji listi so na nivoju [lgn]. Seveda je tolikdna tudi visina drevesa. V
nasem primeru imamo [lg32] = 5.

(d) Odgovor se ne spremeni, saj je Stevilo nivojev drevesa odvisno zgolj od Stevila
tock, ne pa od Stevila dimenzij, po katerih jih delimo. Vsaka delitev namre¢



