Algoritmi in podatkovne strukture 2 — drugi izpitni rok
30. junij 2026

Ime:

Priimek:

Vpisna stevilka:

l.naloga: — 0d 20 (6 +7+7)

2.naloga: — 0d 20 (5 +5+5+5)

3.naloga: — 0d 20 (7 +6+7)

4. naloga: —— 0d 20 (6 +7+7)
Skupaj: — od 80

Za reSevanje imate na voljo 100 minut ¢asa. Vse odgovore obvezno utemeljite!



@ Podan je enosmerno povezan seznam S = (x1,x2,...,ZTy), Kjer so vsi elementi med
seboj razliéni. Za vsak element je podana verjetnost iskanja tega elementa (p(zy) za
ke {l,...,n}). Definirajmo

C(8) = 3 kplar).
k=1

(a) Kolik3en je C'(S) za seznam S z n elementi, kjer so vse verjetnosti iskanja enake
1/n?

(b) Dokazite, da minimalno vrednost C(.) dosezemo tako, da elemente v seznamu
uredimo po padajocih verjetnostih iskanja. (Namig: spomnite se na frizerja z
vaj.)

(c¢) Recimo, da seznam uredimo s slede¢im algoritmom:
function URreDI(S, [, r) > Vrne urejeno kopijo podseznama S|l : r].
if r > [ then
me | +7)/2]
L «— URreDI(S, I, m)
R — UREDI(S, m+ 1, 1)
> Izdelamo wurejen seznam, sestavljen iz elementov seznamov L in
R. V obeh seznamih pricnemo s prvim elementom. V wvsaki ite-
raciji nato vzamemo vecjega od trenutno obravnavanih elementov
seznamov L in R, ga dodamo na konec izhodnega seznama in se
premaknemo na nasledngi element seznama L (¢e smo element vzeli
iz L) oziroma R (¢e smo element vzeli iz R). Postopek ponavljamo,
dokler pri obeh vhodnih seznamih ne prispemo do konca. <
T «— ZL1i(L, R)
else
T « nov seznam z elementom S[[]
return T’

Ker so seznami drugacni od tabel, je ¢asovna zahtevnost tega algoritma gotovo
Q(n?). Imam prav?
Resitve

(a) Magji kaselj:

(b) Uporabimo obi¢ajen trik pri pozre$nih algoritmih: predpostavimo, da optimalen
nek drug, nepozreSen seznam S = (yi, ..., Yn). Naj boi < jin p(y;) < p(y;); e
seznam ni pozreSen, potem tak par gotovo obstaja. Elementa y; in y; zamenjamo
med seboj, tako da dobimo seznam S’. Racunajmo:

C(8") = C(S) —ip(ys) — jp(y;) + jp(ys) + ip(y;)



=C(9) —p(ys)(i — j) + py;) (i — 4)
=C(S) — (i — ) (p(yi) — p(y;))
< C(9),

saj je i —j < 01in p(y;) — p(y;) < 0. Skratka, z zamenjavo elementov, ki tvorita
inverzijo, smo pridelali seznam z manjSo vrednostjo C(.), kar je v nasprotju s
predpostavko, da je seznam S v tem smislu optimalen.

Ne, Fiirst, biksas ga: problem razdeli§ na dva problema enake velikosti, za zli-
vanje Ze urejenih seznamov pa potrebujes O(n) Casa — ni¢ ve¢ kot za tabele.
Rekuren¢na enacba se torej glasi

T(n) =2T(n/2) + O(n).

Po krovnem izreku je a = 2, b= 2in d = 1. Ker je a = b%, je Gasovna zahtevnost
enaka T'(n) = ©(nlogn).



@ Na n zaporednih sedezev bi radi razporedili k& < [n/2] oseb, tako da je med zapore-
dnima osebama vsaj en prost sedez. Stevilo moznih razporeditev ozna¢imo z R(n, k).

Na primer, R(7,0) =1, R(7,1) =7, R(7,2) = 15, R(7,3) = 10 in R(7,4) = 1.

(a) Zapisite rekuren¢no enacbo za R(n, k). (Namig: kateri dve moznosti imamo pri
obravnavi prvega sedeza?)

(b) Zapisite algoritem za ra¢unanje R(n, k), ki temelji na dinami¢nem programiranju
po metodi od spodaj navzgor.

(c¢) Koliksna je ¢asovna in koliksna prostorska zahtevnost algoritma iz prejsnje tocke?

(d) Dokazite, da je Gasovna zahtevnost algoritma, ki R(n, k) ra¢una naivno po enacbi,
enaka ((";1)) )

Resitve

(a) Za prvi sedez imamo dve moznosti: (1) nanj posadimo eno od oseb; (2) nanj
ne posadimo nobene osebe. Ce izberemo moznost (1), resimo podproblem za
k — 1 oseb in n — 2 sedeZev (saj na drugi sedeZ ne smemo posaditi nikogar),

v nasprotnem primeru pa reSimo podproblem za k oseb in n — 1 sedezev. Ce
upostevamo Se robne primere, dobimo

0 v primeru k > [n/2];
R(n,k) =<1 v primeru k = 0;
R(n—2,k—1)+ R(n—1,k) sicer.

(b)  function RAZPOREDITVE(n, k)

inicializiraj tabelo D[0: n,0 : k]
for i — 0 to n do

D[i,0] < 1
D[1,1] « 1
for : < 2 to n do

for j — 1 to min(k,[i/2]) do

D[i,j] < D[i —2,j — 1] + D[i — 1, ]

return D[n, k]

(c) Tako ¢asovna kot prostorska zahtevnost je enaka O(nk).

(d) Na$ R je definiran rekuren¢no, binomski simbol pa prav tako:

n—1\ (n—2 N n—2
k S \k-1 k)’
¢e zanemarimo robne primere, ki pri dolo¢anju rac¢unske zahtevnosti praviloma
niso bistveni.

k./
k' < k. To lahko zapisemo kot R(n', k") > c("/k_,l) za nek ¢ > 0 in od nekega nj,
in k({, naprej.

Induktivno predpostavimo, da velja R(n’, k") = Q ((nlfl)) za vse n/ < m in

Ker funkcija R(n, k) pri fiksnem & monotono naras¢a v odvisnosti od n, velja

R(n,k)=R(n—2,k—1)+ R(n—1,k)
> R(n—2,k—1)+ R(n — 2,k)






@ Naj bo A(P) deterministi¢ni kon¢ni avtomat za iskanje vzorca P.

(a) Narisite (ali kako drugace zapisite) A(ababaab). Da bo slika preglednejsa, izpu-
stite povezave, ki vodijo v stanje 0.

(b) Formalno zapisite ali opisite mnozico nizov, ki avtomat A(P) privedejo v konéno
stanje (zanima nas torej jezik avtomata A(P) za splosen P).

(c) Cejed(s,c) =tzat<sinceX, potem zanesljivo vemo, da je Z(i) = j (gre za
Z-funkcijo, ki smo jo spoznali na vajah) za nek i in j. Kolikdna sta ¢ in j7
Resitve

(a)

(b) Jezik avtomata A(P) je mnozica vseh nizov (besedil), pri katerih je zadnjih |P|
znakov enakih P:
L(A)={TeX* | P2T}

(c) Ker je t < s, vemo, da ¢ ni enak P[s + 1], saj bi sicer veljalo §(s,c) = s+ 1. Po
definiciji funkcije § pa velja P[: t] =2 P[: s]c oziroma P[1:t] = P[s —t+ 2 : s]c.
Zaradi ¢ # P[s+1] velja P[1 :t] # P[s—t+2: s+1], vendar pa je P[1:t—1] =
Pls —t+2:s]. To pomeni, da je Z(s —t+2) =t—1 oziroma i =s—t+ 2 in
j=t—1.



@ Med navpi¢nima premicama z = a in = b (a < b) je razpetih n daljic; i-ta med njimi
ima levo krajis¢e v tocki (a,y;), desno pa v tocki (b, y,). Noben par daljic se med sebo]
ne seka. To pomeni, da teh n daljic razdeli pas [a,b] x (—00,0) na n + 1 intervalov

(I1, ..., In41). Sledeca slika prikazuje primer za n = 7:
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Za totko T'(z,y), kjer je x € [a, b], bi radi ugotovili, v katerem od teh n + 1 intervalov
se nahaja. Zaradi enostavnosti predpostavimo, da se tocka ne nahaja na nobeni daljici,
ampak samo strogo znotraj enega od intervalov.

(a) Kako bi za tocko T'(x,y) (z € [a,b]) ugotovili, ali se nahaja nad daljico med
toctkama A(a,y;) in B(b,y,)? Pogoj zapisite v obliki matemati¢nega izraza.

(b) Interval, v katerem lezi to¢ka T, lahko u¢inkovito pois¢emo, ¢e pred tem zgradimo
uravnotezeno dvojisko iskalno drevo. NariSite drevo za primer na gornji sliki in na
kratko opiSite postopek doloc¢itve iskanega intervala z uporabo taksnega drevesa.

(c) Opisite postopek gradnje taksnega drevesa. Koliksna je ¢asovna zahtevnost gra-
dnje?
Resitve

(a) Tocka T se nahaja nad daljico AB natanko tedaj, ko vektorja AB in AT tvorita
levi zasuk, torej ko je AB x AT > 0. Ker je AB = (b—a,yr —y) in AT =



(x — a,y — y1), lahko iskani pogoj zapisemo kot

AB x AT = (b—a)(y — y)) — (z — a)(yr — y;) > O.

(b) Naj zapis T' < d pomeni, da toc¢ka T lezi nad daljico d.

Iskanje po taksnem drevesu je enostavno, saj se zgolj premikamo od korena proti
listom v skladu z odgovori na vpraSanja. Ko prispemo do lista, nam oznaka v
listu razkrije iskani interval.

(c) Daljice uredimo po y-koordinatah njihovih sredid¢ih tock, za kar potrebujemo
O(nlogn) ¢asa. Naj bodo dy, ..., d, daljice, urejene na opisani nagin.

V primeru n = 0 je drevo sestavljeno iz enega samega lista, ki predstavlja edini in-
terval, v nasprotnem primeru pa v koren postavimo vpraSanje T < d[n /2], nato pa
rekurzivno zgradimo levo poddrevo za daljice dy, ..., dj,/2)-1 in desno poddrevo
za daljice dj, 2141, - - -, dn. Gradnja torej traja

T(n) = O(nlogn) + U(n)
Casa, kjer je
U(n) =2U(n/2) + O(1).
Resitev spodnje rekurenéne enacbe je U(n) = O(n), tako da je T'(n) = O(nlogn).

Ce daljic ne bi vnaprej uredili, bi v rekuren¢ni enacbi namesto ©(1) imeli O(n)
(mediano bi potem morali poiskati z algoritmom hitrega iskanja) in bi vnovi¢
prisli do O(nlogn).



