Ime in priimek Vpisna Stevilka
Linearna algebra: 1. poskusni kolokvij
8. april 2020

Cas pisanja: 90 minut. Dovoljena je uporaba enega lista velikosti A4 z
obrazci. Uporaba elektronskih pripomockov ni dovoljena. Rezultati bodo
objavljeni na ucilnica.fri.uni-lj.si. Vse odgovore dobro utemelji!

1. naloga (25 tock)
Dani sta premici

x -1 6-z y+1

> =y = 3 in q:x—-2= 3 =z+3.

p:
a) (8) Poisci enacbho ravnine 3, ki je vzporedna premici p in vsebuje premico q.

Resitev: Normala ravnine ¥ bo pravokotna na smerna vektorja p in ¢, zato bo vzporedna
vektorskemu produktu

2 1 10
pxd=| 1|x]|3]|=]|-5
-3 1 5

Naj bo torej n = [2,—1,1]7. Za tocko na ravnini lahko izberemo katerokoli tocko s premice
q, na primer Q (2, -1, —3). Potem je

N-7g=2-2+(-1)-(-1)+(-3)-1=2
in iskana enacba ravnine je
Si2x—-y+z=2.
b) (9) Tocko A(1,0,6) projiciraj na ravnino > v tocko A’.

ReSitev: Ker je

1 2 1+ 2k
1_;A'=1_;A+k-ﬁ= 0 +k| —1 = -k €2z,
6 1 6+k

velja
2(1+2k) — (k) + (6+ k) =2,

od koder dobimo k = —1. Sledi, da je ¥4 = [-1,1,5]7, zato je resitev A’ (-1, 1, 5).

¢) (8) Poisci parametricno enacbo premice p’, ki je projekcija premice p na ravnino 3.

Resitev: Premica p’ vsebuje tocko A’ in ima smerni vektor p, zato je njena enacba

M A w N




2. naloga (25 tock)

Podana je matrika

1 1 b
A=la b a-bl|, a,becR.
1 1 0

a) (5) Pri kakSnih vrednostih parametrov a in b je matrika A obrnljiva?

ReSitev: Matrika A mora biti polnega ranga. Preverimo za katere vrednosti parametrov a in
b to velja. Odgovor dobimo po prvem koraku Gaussove eliminacije:

1 1 b 1 1 b
a b a-b|~|0 b-a a-b-ab
1 1 0 0 0 -b

Da bi matrika A imela poln rang, vsa Stevila na glavni diagonali morajo biti razli¢na od 0.
Lahko sklepamo, da je matrika A obrnljiva, Ce veljata dva pogoja:

b+a in b=0.

b) (11) Za parametra a in b izberi najmanjSo celoStevilsko dopustno nenegativno vre-
dnost pri katerih je matrika A obrnljiva in izracunaj inverz matrike A.

1 1 1
ReSitev: Izberemo a = 0 in b = 1 ter izraCunamo inverz matrike A= |0 1 -1
1 1 O
1 1 1|1 00 1 0 0/-1 -1 2
[AlT]={01 -1/0 1 0]~..~]0 101 1 -1 |=[1]A1]
11 0|0 01 0011 0 -1
c) (9) ResSi matricno enacho AX — A + 21 = 0.
Resitev: Enacbo lahko zapiSemo v obliki
X=A1A-2D
in poenostavimo v
X=I-2A""1
ReSitev matricne enacbe je:
1 0 0 -1 -1 2 3 2 -4
X=/01 0f-2]11 1 -1|=|-2 -1 2
0 01 1 0 -1 -2 0 3



3. naloga (25 tock)

Najbo a = [;] € R2. V vektorskem prostoru vseh 2 x 2 matrik, R2*2, opazujemo podmno-

zici
U:={AeR>*:Ad =24}
in V:={AeR>?:Ad =ATa}.
a) (5) Za matriki X = [:3 g] terY = [_22 5] ugotovi ali sta vsebovani v U oziroma V.

ReSitev: Ker je

jeXeU. Iz

a4 4[4[ ]

sklepamo, da X ¢ V. Podoben racun pokaze,dajeY ¢ VinY eV,

b) (12) Katera (kateri) od zgornjih podmnozic v R2*2 je vektorski podprostor? Ce je pod-
prostor, utemelji zakaj je. Ce ni podprostor, utemelji zakaj ni.

Resitev: Naj bo O 2 x 2 matrika samih nicel. Potem je Oa = 0 #2d,zato O ¢ U in U ni
vektorski podprostor. Zavse X,Y € V, x € R pa velja

X+Y)d=Xa+Ya=X'a+Y'a=X"+YHa=Xx+Y)"a
in
(xX)d = x(Xd) =x(XTd) = (aXNd = («X)'a,
zato je Y vektorski podprostor.

c) (8) Za tisto (tisti) podmnoZico, ki je podprostor v R2*2 poisc¢i bazo in dolo¢i dimenzijo.
Resitev: Vemo, da je V vektorski podprostor. Naj bo
a b
A- [ @ b ] |
Potem je Ad = [a+2b,c+2d]"in A'd = [a+2c,b+2d]"iniz Ad = ATa dobimo sistem

a+2b=a+2c,
c+2d=>b+2d,

ki je resljiv pri pogoju ¢ = b za poljubne parametre a, b in d. Torej

o) [a ol Le o) Lo gl e[ ]2 4]0 2]

Ena mozZna baza za V je torej {E11,E12 + E21,E2p} in dim(V) = 3.



4. naloga (25 tock)

Naj bo
3 5 3 1
-3 -5 -3 -1
A=13 5 3 1

1 1 -1 -1

a) (12) Koliko sta dimenziji stolpcnega prostora C(A) in niCelnega prostora N(A)? PoiSci
bazi za oba podprostora.

Resitev: Po Gaussovi eliminaciji za matriko A dobimo

1 0 -4 -3
01 3 2
A~10 0 0 o0
00 0 O

Dobimo dva pivota (torej je dim(C(A)) = 2) in dve prosti spremenljivki (torej je tudi
dim((N(A)) = 2). Za bazo za C(A) lahko vzamemo {ad1,d»} (prva dva stolpca matrike
A), zabazo za N(A) pa lahko vzamemo {71, 1>} = {[4,-3,1,0]7,[3,-2,0,1]"}

b) (6) Z d; oznacimo i-ti stolpec matrike. Izrazi stolpec a3 kot linearno kombinacijo stolp-

cev di in do.

ReSitev: Iz zgornje reducirane oblike matrike A lahko preberemo

—

ds =—4d; +3a>

¢) (7) Koliko je dimenzija prostora C(A) N N(A)? Doloci bazo za C(A) N N(A).

Resitev: Ce za bazo C(A) vzamemo {d;, d»} in za bazo N(A) vzamemo {71, 72}, lahko
odgovore dobimo z Gaussovo eliminacijo na matriki [ad 1, d», 71, M2].

100 3
o 010 -2
(a1 a2 i "2]~001 1

000 0

0Od tod ugotovimo, da je dim(C(A) + N(A)) = 3 in dim(C(A) N N(A)) = 1. Iz reducirane
oblike lahko izrazimo 71> kot linearno kombinacijo

N>=3d;—-2d» + 1N
kar lahko zapiSemo tudi kot

No—MN1=3a; -2ar

Ker je na levi strani ocitno vektor iz N (A), na desni strani pa vektor iz C(A), je dobljen vek-
tor v preseku C(A)NN(A). Za bazni vektor lahko potem vzamemo n,—n1 = [-1,1,-1,1]T.



