TEORETICNI DEL

1. (5 tock) Naj bosta vektorja @ in b dolzin ||@|| = 2, ||b|| = 1. in naj oklepata kot 3
Izracunajte skalarni produkt vektorjev a + bter @ —b.

—, —,

(@+b)-(@—b)=d-@+b-d—a-b—b-b (distributivnost)
= ||@||* = ||b|]*> (simetricnost skalarnega produkta)
=4—-1=3

(Opomba pri toc¢kovanju: Ce ste se zmotili pri ra¢unanju 2> — 12, ste vseeno
prejeli 5 tock. Za racunanje vektorskega produkta: O tock. Za racunanje
(@+0b)-(a—0b)=|l@a+b|||-]||@—b|[cosF: O tock.)

2. (5 tock) Naj za obrnljivi matriki A, B € R™*" velja (AB)* = A?B?. Pokazite, da
matriki A in B komutirata, torej, da je AB = BA.

Najprej pogoj (AB)? = A?B? razpiSemo v ABAB = AABB. Ker sta A in B
obrnljivi matriki, lahko enakost z leve mnozimo z A~! in z desne z B~!. Tako
dobimo BA = AB.

(Opomba pri toékovanju: Ce ste iz predpostavke AB = BA pokazali, da velja
(AB)* = A?B?, niste prejeli tock.)

3. (b tock) Naj bo A € R**" dana matrika. Ali je mnozica vseh realnih n x n matrik
X, za katere velja AX = 0, vektorski podprostor v R"*"?

Da. Naj bosta X,Y € R"*", za Kateri velja AX = 0in AY = 0. Za vsaki realni
Stevili a, 8 € R velja

AlaX +Y) =aAX + BAY =0+ 0=0,

torej tudi za linearno kombinacijo aX + Y velja A(aX + 3Y) = 0.
(Opomba pri tockovanju: Ce ste napisali, da je prostor enak N(A), ste prejeli
2.5 tocke. Vsak stolpec matrike X je namrec iz N(A).)

4. (10 tock) Naj bo A € R**!! matrika ranga 7. Izracunajte (z utemeljitvijo):

A. dim N(A) B. dim C(AT) C. najmanjSo  singu-
larno vrednost ma-
G C(AT) trike A.
1m = .
- - Vse singularne vredno-
— Ty _ —
?er ]]Vtzjz)mg(ﬁ)_; z 4Je rang(A") = rang(4) = sti matrike A so nene-
— _ B . gativna Stevila in enaka
. . korenom lastnih vre-
Ali pa dimC(AT) = . . T
dimN(A)E = 11 — dnosti matrike AA" €

R Matrika AAT €
R ni obrnjiva, saj
matrika A ni polnega
ranga. Zatorej ima
vsaj eno lastno vrednost
enako 0. Sledi, da je naj-
manjsa lastna vrednosti
matrike A enaka 0.

dimN(A)=11—-4="T.




(Opomba pri tockovanju: A. in B. del sta bila vredna 5 tock, C. del 5 tock.)

5. (5 tock) Zapisite primer taksnih linearno neodvisnih vektorjev @b € R? in
takSne nenicelne linearne preslikave ¢ : R?> — R? (ali njene matrike), da bo-

=,

sta ¢(a) ter ¢(b) linearno odvisna vektorja.

Najpogostejsi primeri dobrih preslikav in vektorjev:

e ¢ je projekcija na z-0s, @ = i b= j

e i=1b= 7, ¢ ima matriko 4 = E 8} v standardni bazi.
e i=1ib= 7, v ima matriko 4 = L ﬂ v standardni bazi.

(Opomba pri tockovanju: Ce niste porac¢unali (a) ter ¢(b) in ugotovili, da sta
linearno odvisna, ste prejeli 7.5 tocke.)

6. (5 tock) Zapisite primer takSne obrnljive matrike P € R3*3, katere stolpci so
paroma ortogonalni in ne velja P~ = PT,

ZapiSete lahko poljubno 3 x 3 matriko s paroma ortogonalnimi stolpci, ki pa

niso dolzine 1. Denimo
1 1 0

-1 0
003/ [0 0 1

(Opomba pri tockovanju: Potrebno je bilo utemeljiti, da je P~! = P (bodisi,
da P nima ortogonalnih stolpcev, bodisi ste eksplicitno izrac¢unali). Ce tega
niste utemeljili, ste dobili 7.5 tocke. Ce ste napisali primer matrike P, ki nima
paroma ortogonalnih stolpcev, utemeljili pa, da velja vse ostalo, ste dobili 2.5
tocke.)

7. (5 tock) Ce za A € R™" velja A?> = 0, potem pokazite, da je 0 edina lastna
vrednost matrike A.

Naj bo X lastna vrednost matrike A.

e Potem je )\? lastna vrednost matrike A? = (0. Ker ima ni¢elna matrike vse
lastne vrednosti enake 0, je \? = 0, torej A = 0.

e (Ali pa na dolgo) Naj bo nenicelni vektor 7 lastni vektor matrike A, A7 =
M. Ce enakost z obeh strani pomnozimo z leve z A, dobimo A%*(7) =
A(NT) = M(AZ), torej 0 = A\?7 in ker je # neniéelni vektor, je \2 = 0, torej
tudi A = 0.

8. (5 tock) Denimo, da sta si matriki A € R"*" in B € R"*" podobni. Pokazite, da
sta si tedaj tudi A + I,, in B + [,, podobni.

Naj bo A = PBP~! za neko obrnljivo matriko P. Potem je
A+1,=PBP '+ 1,=P(B+1,)P",

torej sta si tudi matriki A + [,, in B + [,, podobni.

(Opomba pri tockovanju: Ce ste iz A = P(B + I,)P~! pokazali, da velja A =
PBP~!, ste dobili 2.5 tock. Argumenti z determinantami, sledjo, diagonalizacijo
niso zadostni za podobnost, zato niste prejeli tock.)




9. (5 tock) Zapisite primer nesimetri¢ne obrnljive matrike C' € R**4, za katero velja
rang(C' + I) = rang(C — I) = 3 ter rang(C + 2I) = rang(C' — 2I) = 4.

Zapisemo lahko poljubno nesimetricno 4 x 4 matriko, ki ima lastni vrednosti 1
in —1 (saj rang(C+1) = rang(C'—I) = 3), nima pa lastnih vrednosti 0 (obrnljivost),
2in —2 (rang(C + 2/) = rang(C — 2I) = 4). Denimo

-1
0
0

S O O
S W o O
w o O =

(Opomba pri tockovanju: Ce ste zapisali matriko z dvojno lastno vrednostjo
1 in dvojno lastno vrednostjo —1 in za katero so veljale vse omejitve (pa tega
niste preverili), ste prejeli 7.5 toéke. Ce ste napisali nesimetriéno matriko, za
katero so veljale vse omejitve, ste prejeli 7.5 tocke.)




