2. kolokvij iz Linearne algebre
(Ljubljana, 1. 6. 2012)
Cas resevanja je 90 minut. Naloge so enakovredne. Dovoljena je uporaba
enega ali dveh AJ listov s formulami. Rezultati bodo objavljeni na strani ucil-
nica.fri.uni-1j.si.

|Vse odgovore dobro utemelji! |

1. Podatke v tabeli
x, 1 1/2 1/3 1/4
Yi -1 2 4 )

bi radi aproksimirali s funkcijo oblike

f(x):aJrg.

Dolo¢i konstanti a in b, da bo f(z;) najboljSa aproksimacija za y; po metodi najmanjsih
kvadratov.

Resitev: Uporabimo metodo najmanjsih kvadratov in sestavimo normalni sistem

ATAz = ATp (1)
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in desne strani b=[—1,2,4,5]T. Matrika sistema (1) je enaka
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Sistem resimo z Gaussovo eliminacijo in dobimo
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desne strani pa

S : 1
in resitev b=2 in a=5(5 — 5a)

2. Vektorji { 1 ] { _41 ] { _42 ]

i

so linearno neodvisni. (Tega ni treba preverjati.) Pois¢i ortonormirano bazo vektorskega

ROTON

ta podprostor.

Resitev: Ortonormirano bazo pois€éemo z Gram-Smidtovim postopkom. Najprej
poisfemo ortogonalno bazo {v1,vs2,vs}. Izberemo prvi vektor

V1=1Uu,



in

Naslednji vektor vy izberemo kot linearno kombinacijo

v = avy + buo,
tako da velja
vy -9 =0.
Dobimo naslednjo ena¢bo za a in b
V1 Ve =av1 V1 +bvy-us=4a+6b=0

in izberemo resitev a =3 in b= —2. Naslednji vektor v bazi {v;} je
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Namesto ve, lahko izberemo tudi vo/5
(1) (1)
Vo = -1 n —l -1
C . =51 1
1 1

Tretji vektor v bazi izberemo kot linearn kombinacijo

v3=avi + bvs + cus,

tako da so izpolnjene enacbe

v1-v3 = 4a+4c=0
vg-v3 = 4b+4c=0

in kot reSitev lahko izberemo ¢=1, b=-1 in a = —1. Tretji vektor je enak
—-1-1+4 2 1
e —-14+1-2 | | -2 - _ 1 -1
S [ S I B=31 1
-1-1 -2 -1

Ce stolpce q1, g2 in g3 postavimo v matriko ), dobimo ortogonalno porojekcijo kot

11 1 3 -1 1 1
11 1 1
11 -1 -1 1 -1 3 1 1
_ T_ = 1 _ —
P*QQ*41711 17111711 4 11 3 -1
1 1 -1 1 1 -1 3
. Naj bosta
[1131 [2200}
02 —12 . 4120
A=lg0 2 2| ™™ By 141
00 0 1 1221

Pois¢i determinanto matrike X, ki je reSitev enacbe

AX=B.



Resitev: Seveda se ho¢emo na vsak nacin izogniti reSevanju sistema, zato uporabimo last-
nosti determiniante (multilplikativnost) in dobimo ena¢bo

det (AX)=det A-det X =det B.

Determinanta X je torej enaka
det B

det A°

Z determinanto matrike A ni veliko dela, saj je matrika zgornje trikotna in je determinanta
enaka produktu diagonalnih elementov det A=4. Determinatno B pa pois¢emo z Gaussovo
eliminacijo

det X =

2200 2 2 00 2 2 00 1 0 00
4120 4 1 20 1 2 00 1200_4
4141 3-120 3-120 3 -120 7
1221 1 2 21 1 2 21 1 2 21
Determinanta matrike X je enaka 1.
. Podana je matrika
1 -2 0
A= 0 -1 0
-2 4 0
Diagonaliziraj matriko A in izradunaj A2°12,
Resitev: Matriko diagonaliziramo, tako da pois¢emo lastne vrednosti.
1-x =2 0 1\ 9
det(A—X)=| 0 —-1-X 0 |==X ==-A1=X)(=1-=-N),
0 —-1-2A
-2 4 —-A
lastne vrednosti so nicle det (A — AI), se pravi Ay =0, A2 =1 in A3 =—1. PoiS¢emo Se lastne

vektorje za vse tri lastne vrednosti. Za A =0, resitev lahko uganemo

0
V1= 0
1
Za A =1, reSimo sistem
0 -2 0 -2 4 -1
0o -2 0 |~ 0 =2 0
-2 4 -1 0 0 O

in lastni vektor je

in lastni vektor je

Matriko A lahko diagonaliziramo A = SAS~!, kjer je S matrika sestavljena iz lastnih
vektorjev

0 —5 1 00 0
S=10 0 1 in A= 01 0
1 1 -2 00 —1



Potenco A%°'2 je sedaj preprosto izracunati
A2 — (GAS— 12012 = GAS—IGA...STISAS 1 = SA20126 -1
Inverzno matrike S~! sploh ni treba izracunati, ampak le regimo sistem

A2012S:SA2012. (2)

/ 0 —5 1 \ 000 / 0 —5 1
SA*=1 09 o 1 010])=lo o 1 |
1 1 =2 001 0 1 -2
Celotno enac¢bo (2) transponiramo in reSujemo matri¢ni sistem S 7(A2912)T = (SA2012)T,
Razsirjena matrika sistema je

Matrika SA2°!2 je enaka

001 000 1 1 -2 1 1 =2 11-211 -2
201 —20 1 |~ -102 -102 |~[01 0010 |~
1 1 =2 1 1 =2 0O 01 0 0 O 00 1 00 O
10010 -2
~l 01001 0 |
00100 0
To pomeni, da je
1 00
A2 0 10
—200

|Vse odgovore dobro utemelji! |




