Ime in priimek Vpisna Stevilka

Linearna algebra: 2. kolokvij
29. maj 2019

Cas pisanja: 90 minut. Dovoljena je uporaba enega lista velikosti A4 z
obrazci. Uporaba elektronskih pripomockov ni dovoljena. Rezultati bodo
objavljeni na ucilnica.fri.uni-lj.si. Vse odgovore dobro utemelji!

1. naloga (25 tock)

Na vektorskem prostoru matrik R?*? definiramo preslikavo s predpisom

H(X)=JX - XJ

2 1
=10
a) (5) Pokazi, da je ¢: R?*2 — R2*? linearna preslikava.
Resitev: Za X,Y € R?*? velja

za dano matriko

PX+Y)=JX+Y)—(X+Y)J=JX -XJ+JY =Y J=0¢(X)+ o(Y).
Za X € R?*? in a € R velja
o(aX)=JaX)— (aX)J=a(JX — XJ) = ap(X)

b) (10) Zapisi matriko, ki predstavlja ¢ v standardni bazi R?*2.
Resitev: Izracunamo vrednost ¢ za vsak standardni bazni vektor iz {F11, E12, Eo1, Faa}.

N N

P(Er2) = -8 (1)]:}312

$(Ey) — __11 _()J:Ell—Egl—Egg
¢(E2) = -8 é]—Eu,

0 0 1 0
-1 1 0 1
=10 0 -1 0
0 0 -1 0
c) (10) Doloé¢i dimenziji za jedro ker(¢) in sliko im(¢).
Resitev: Po Gaussovi eliminaciji ostane
1 -1 0 -1
0 0 1 O
A~1o 0 0 o0
0 0 0 O

Imamo dva pivota in dve prosti spremenljivki, torej dim(im(¢)) = dim(ker(¢)) = 2.
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2. naloga (25 tock)

Naj bo
1 -1 —4
0 2 1
4= 13 0
0o 2 3

a) (10) Poisci ortonormirano bazo za stolpéni prostor A, C'(A).
Resitev: Oznadcimo stolpce matrike A z aj, as, a3 in ra¢unamo nove ortogonalne bazne vektorje
stolpénega prostora C'(A):

1
0
u; = a1 = 1
0
2
as - u —2
uz = az — u; = 9
up - U -
-2
0
as - up as - U -1
u3 = as— u; — Uz = 0
up - uqp u92 - u9
1

Dobljene vekorje Se normiramo, da dobimo ortonormirano bazo za C(A).

1 1 0
1 10 1]-1 1 |-1
0 -1 1

b) (5) Pois¢i ortonormirano bazo za nicelni prostor AT, N(AT).
Resitev: Po Gaussovi eliminaciji na AT dobimo

c) (10) Poisci pravokotno projekcijo vektorja v = [4, —1, —1,4]T na C(A).
Resitev: Ker Ze imamo ortonormirano bazo {qs} za C(A)+ = N(AT), je najlazji nacin, da od
v odstejemo projekcijio v na qg.

) V-q4 -3
Proj voui) =V — qq4 = 1
q4 - Q4




3. naloga (25 tock)

Podatke v tabeli

zelimo aproksimirati s funkcijo oblike f(z) = ax + % v smislu linearne metode najmanjsih kva-
dratov.

a) (5) Zapisi pripadajo¢ sistem linearnih enac¢b za parametra a in b. Zapisi matriko A in desno
stran b tega sistema (A[}] = b).
Resitev: Matrika sistema in desna stran sta

b) (20) Poisci funkeijo f, ki v smislu linearne metode najmanjsih kvadratov najbolje aproksimira
podatke iz tabele, tj. tiste vrednosti za a in b, da bo |A[¢] — b||* minimalno.
Resitev: Matrika in desna stran normalnega sistema sta

T, [0 4] T4
AA_[4 3 A=,

Resitev normalnega sistema lahko dobimo z Gaussovo eliminacijo.
1 0| 2
T T -~

[ATA|ATb | [0 1_4}

Funkcija, ki najbolje aproksimira podatke, je torej f(z) = 2z — 2
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4. naloga (25 tock)

Naj bo
1 2 =2
A=12 1 -2
2 2 -3

a) (5) Doloci lastne vrednosti matrike A.
Resitev: Izra¢unamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

I-Xx 2 —2 1—X 2 0
det(A —\) = 2 1-X =2 |=| 2 1-X —1-X
2 2 —3-) 2 2 —1-X
I-Xx 2 0
= 2 1-X —1-X[=(-1-=X2%1-)),
0 1+Xx 0

kar pomeni, da imamo lastne vrednosti \j2 = —1in A = 1.

b) (10) Ce je mozno, diagonaliziraj matriko A, tj. poiséi diagonalno matriko D in obrnljivo
matriko P, da bo A = PDP~!, ali pa utemelji, zakaj to ni mozno.
Resitev: Bazi za lastna podprostora N(A — Ag 1) in N(A — A31) lahko dolo¢imo z Gaussovo

eliminacijo.
[2 2 —2] 1 1 -1
[A=XoaI] = |2 2 =2/~ {0 0 0
12 2 2] 0 0 0
[0 2 —2] 1 0 1
[A=X3I] = |2 0 2|~ |0 1 1
2 2 0 | 0 0 0

Vidimo, da je dimN(A — Ay 11) = 2, kar pomeni, da je A mozno diagonalizirati. Ena mozna
izbira takih matrik D in P, da bo veljalo A = PDP~!, je

-1 0 O 1 -1 1
D=0 -1 0|,P=|0 1 1
0 0 1 1 0 1
c) (10) Izracunaj A—2019 4 4-2018
Resitev: Ce opazimo, da velja
(_1)72019 0 0 (_1)72018 0 0
D—2019 — 0 (_1)—2019 0 — Din D—2018 — 0 (_1)—2018 0 =7
0 0 172019 0 0 1-2018

lahko brez ra¢unanja P~! ugotovimo, da je

2 2 =2
AT A72018 = pp=20p=l g pp=Bpl = pppTl L PIPT = A4 T= |2 2 -2
2 2 =2



