2. popravni kolokvij iz Linearne

algebre
(Ljubljana, 30. 6. 2016)

Cas resevanja je 90 minut. Naloge so enakovredne. Dovoljena je
uporaba dveh A4 listov s formulami. Rezultati bodo objavljeni na
strani uctlnica. fri.unt-17.sz.

Vse odgovore dobro utemelji!

1. Dani sta premica p in ravnina X..

(a) Poisci presecisce premice p in ravnine .
(b) Pod kaksnim kotom se sekata p in >.? Dovol; je izra-
¢unati kosinus kota.

(c) Prezrcali premico p preko ravnine 2.

Resitev: PreseciS¢e poiS¢emo enostavno tako, da reSimo
sistem enacb za premico in ravnino skupaj:
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Raz$irjena matrika sistema je
1 0 4 1 3 0 7 1307
0 -1 —3 =2 ~10 2 1 7|~|(0217
1 -1 1 2 0 -41 -5 0039



Koordinate presecis¢a so resitve sistemaz = 3,y = (7 —
z)/2 =2inx =7 — 3y = 1. Presetis¢e P(1,2,3).
Kosinus kota med premico in ravnino lahko dolo¢imo s

skalarnim produktom med smernim vektorjem premice
¢ = [3,—1,2]" in normalo ravnine 7i = [1,—1,1]*:

cos(7—T—zx) = sina = e 6
2 lelflz] 143"

Se pravi, da je cos(a) = V1 —sina = /1 — 35 = \%

Zrcalno sliko premice pois¢emo tako, da prezrcalimo smerni
vektor premice ¢ preko ravnine. Formula za zrcaljenje
preko ravnine lahko izpeljemo s projekcijo na normalo:
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Zrcalna slika premice p je premica, s smernim vektorjem

e;, ki gre skozi presecis¢e P. ZapiSemo lahko kanoni¢no
enacbo:

b= = 7T T 3 T T
. Matrika X preslika vektor 4, = [1,1,2]T v vektor by =
(1, —1]7, vektor @, = [2,1,3]T v vektor b, = [2,—1]T in
vektor 43 = [2,—2,1]T v vektor b3 = [1,0]T. Pois¢i ma-

triko X. Ali je matrika X enoli¢cno dolo¢ena? Utemelji
zakaj! Namig: Zapisi matricno enacbo, ki ji zados¢a matrika
X.

Resitev: Matri¢no enacbo dobimo, ¢e upostevamo, da je
Xd; = b;. Naj bo A matrika, katere stolpci so vektorji



d; in z B matriko, katere stolpci so vektorji Ei. Ker velja
Xd; = b;, mora biti produkt XA enak matriki B. Resiti
moramo matri¢no enac¢bo

XA =B
za matriki
12 2
A= |11 =2 inB:[_l1 _21 (ﬂ
23 1

Enatbo XA = B transponiramo in dobimo ena¢bo ATXT =
BT, ki jo re$imo z gauss-jordanovo eliminacijo razsirjene
matrika sistema

11 21 -1 100 2 2
2 1 32 ~-1|~(010 1 1
2 -211 0 001 -1 -2
Resitev je
21 -1
X_[21—2]'

Enatba XA = B ima enoli¢no reSitev X = BA™!, saj je
matrika A obrnljiva.

3. Dana je matrika
1 2
A= |2 1
2 0 -2

O = =

(a) Poisdi ortonormirani bazi prostorov C(A) in N(A).

(b) Poisdi pravokotni projekciji vektorja [3,3,3] na C(A)
in N(A).



Resitev: Najprej dolo¢imo dimenzijo C(A), tako da nare-
dimo eliminacijo

1 1 2
A~ [0 -1 -3
0O 0 O

dimenzija C(A) je torej 2. Za bazo potrebujemo dva line-
arno neodvisna vektorja, kijulahko nato z gram-schmidtovim
postopkom ortogonaliziramo. Opazimo, da sta 1. in 3.
stolpec Ze ortogonalna, zato lahko gram-schmidta izpu-
stimo in vektorja le normiramo. Baza C(A) je

_ 1 L1
{f=3022" % =3021,-2"}.

Nicelni prostor je prostor reSitev sistema Ax = 0 in je
dimenzije 1. Za bazo potrebujemo eno nenicelno resitev
sistem Ax = 0, ki jo z obratnim vstavljanjem dobimo iz
reducirane matrike. Npr. x3 = 1, x = —3x3 = =3 in
x1 = —2x3 — x2 = 1. Ortonormirana baza je tako mnozica
z enim vektorjem

(7 = 1
VT
Ker imamo ortonormirane baze, lahko projekcijo vektorja
7 =033, S]T enostavno izracunamo kot linearno kombi-
nacijo baznih vektorjev g;, kjer so koeficienti enaki skalar-
nemu produktu (g;, v)

. 1 1
Prew? = (@1, 0§+ (72, 0) = 3[1,2,2]" +3(2,1, -2 = 2[7,11,8]".

[1,-3,1]"}.

in
prN(A)Z_j = (3,0)q3 = —ﬁ[l, -3,1]".



4. Poisci splosno reSitev sistema diferencialnih enacb
x = 3x—4y
y = 2x—3y
ter tisto resitev, ki zado$¢a zectnemu pogoju x(0) = 3 in
y(0) =2.
Resitev: Sistem diferencialni enacb lahko zapiSemo kot
eno vektorsko enacbo

HE =

Oznad¢imo z A matriko

a=15 Ja

Splosna reSitev sistema je enaka

i =ee (el )) o)

Za izratun exp(tA), najprej matriko A diagonaliziramo.
Pois¢emo lastne vrednosti, kot reSitve karakteristicne enacbe
3—A -4

2 -3-A
Dobimo dve lastni vrednosti A; = 1in A, = —1. Ostrezne

lastne vektorje pois¢emo kot nennicelne reSitve sistema
(A—A)X =0.Za A, =1dobimo

2 —4 1 -2
2 —4 0 O
lastni vektor je 7; = [2,1]T. Podobno dobimo, da je 7, =

[1,1]" lastni vektor za A, = —1. Matriko A lahko zapi-
Semo kot

A=SAS7! = E ﬂ [(1) —01] [—11 _21]

0 =det(A—Al) = =B-A)(-3—-A)+8=A"—1.




in
2 1] [e 0 1 -1

exp(tA) = Sexp(tA)S™ [1 1] [0 e‘t] [_1 ) ]

in splosno reSitev kot

x| 2 1] [¢ O 1 C

y| |1 1]]0 e f||-1 2 D

Resitev, ki zados¢a pogojema x(0) = 3 i
bimo, ¢e izberemo konstanti C = 3in D

2(C—D)et + (2D — Cle-
c D)e! + (2D — C)e~t |-
m

y(0) = 2 do-
2

x=2"+etiny=e+e".

Vse odgovore dobro utemelji!




