Ime in priimek Vpisna $tevilka

Linearna algebra: racunski izpit
26. junij 2024

Cas pisanja: 90 minut. Dovoljena je uporaba dveh listov velikosti A4 z
obrazci. Uporaba elektronskih pripomockov ni dovoljena. Rezultati bodo
objavljeni na ucilnica.fri.uni-lj.si. Vse odgovore dobro utemelji!

1. naloga (25 tock)

Premica p je dana z enacbo
p:x=t-1,yp=t+1,z=5-t.

a) (5 to¢k) Poisci tocki A in B na premici p, ki ustrezata vrednostim parametra t =0in ¢ = 1.
Vstavimo vrednosti t = 0 in t = 1 v parametri¢no enacbo in dobimo:

A:x=0-1=-1,y=0+1=1,z2=5-0=5; A(-1,1,5)
B:x=1-1=0,y=1+1=2,z=5-1=4; B(0,2,4)

b) (5 to¢k) Poisci enacbo ravnine ¥, ki vsebuje premico p in to¢ko C(2, 2, 3).

Najlazje je poiskati parametri¢no enacbo ravnine. Potrebujemo tocko na ravnini in 2 linearno
neodvisna vektorja, ki sta vzporedna z ravnino. Za tocko izberemo A(-1,1,5) za vektorja pa
AB=[1,1,-1]T in AC = [3,1,-2] .

Yix=-1+t4+3s,y=1+t+s,z=5-t-12s.
Ce Zelimo implicitno enac¢bo ravnine ax + by + cz = d , moramo izra¢unati normalo na ravnino:
n=ABxAC=[1,1,-1]"x[3,1,-2]T =[1,1,2]T

in nato Se prosti ¢len d = x +y + 2z = 10, tako da namesto x,y, z vstavimo koordinate tocke A, B
ali C. Implicitna enacba ravnine je

Yix+y+2z=10.

c) (5 to¢k) Poisci enacbo ravnine T, ki je pravokotna na premico p in vsebuje toc¢ko C.

V.

Ce je ravnina pravokotna na premico p, je njena normala n enaka smernemu vektorju pre-
mice p.
n=[1,1,-1]T.

Nato pois¢emo Se prosti ¢clend =x+y—z=2+2-3 =1 in dobimo enacbo ravnine:
Nx+y-z=1.

d) (5 to¢k) Poisci presecisce premice p in ravnine T
Presecisce pois¢emo tako, da koordinate tocke na premici vstavimo v enac¢bo ravnine:

(t—-1)+(t+1)=(5-1) = 1
3t-5 = 1
t=2

in t vstavimo nazaj v parametri¢ni zapis koordinat x,y in z:
x=2-1=1,y=2+1=3,z=5-2=3, P(1,3,3).

e) (5 to¢k) Doloci razdaljo med premico p in to¢ko C. Razdalja med p in C je enaka razdalji
med C in P (presecisce I in p).

d(p,C)=4d(P,C) = \/(1 —2)2+(3-2)2+4(3-3)2=V2.




2. naloga (25 to¢k)

V R3 sta dani podmnozici

U = {xeR:x=[2t+3s,~t+s,—s]T, t,s € R}
V = (xeR:x=[t+1,2t-s51]T, t,seR}.

a) (8 to¢k) Ali je U vektorski prostor? Ce je, pois¢i bazo in dolo¢i njegovo dimenzijo. Ce ni,
zakaj ne? Prostor U je podan parametri¢no in ga lahko izrazimo kot stolp¢ni prostor matrike:

2t + 3s 2 3 [t]

—-t+s|=]-1 1 S|
=S 0 -1
2 3
KerjeU=C(A)zaA=|-1 1 |,jevektorski podprostor. Baza prostora so stolpci matrike A:
0 -1
2 3
B=4|-11,| 1
01 [-1

b) (8 to¢k) Ali je V vektorski prostor? Ce je, pois¢i bazo in dolo¢i njegovo dimenzijo. Ce ni,
zakaj ne?

Vektorji iz V imajo 3 komponento vedno 1, zato V ne vsebuje ni¢elnega vektorja. Zato V ni
vektorski podprostor.

¢) (9 to¢k) Ceje U podprostor, pois¢i matriki A in B, daje C(A) = U in N(B) = U. Enako za V.
Za matriko A, za katero je U = C(A) lahko vzamemo matriko, katere stolpci so bazni vektorji

U:
2 3
A=[-1 1]
0 -1

Ce je B matrika, za katero je N(B) = U, potem je B-A = 0. Poleg tega mora biti dim(N(B)) = 2.
Ce ena¢bo BA = 0 transponiramo, dobimo ena¢bo ATBT = 0, ki ji mora zados¢ati matrika B.
Enacbo ATBT = 0 resimo z Gaussovo eliminacijo matrike AT:

2 -1 0 3 1 -1 -5 0 1
3 1 -1 2 -1 0 -2 1 0
in dobimo resitev x3 = —5x7,x, = —2x; in

B=[1,-2,-5].

Ker je rang B enak 1, je dim(N(B)) =2 in N(B)=U.



3. naloga (25 to¢k)

Dana je matrika

3
-1
-1 1
-1 -3

a) (10 tock) Pois¢i ortonormirano bazo prostora C(A).
Uporabimo Gram-Schmidtov postopek in najprej izracunamo ortogonalno bazo.

o = a;=[1,1,-1,-1]T
(01,a7)

0 - —Q0

2 (01,01) !

4
= [3,-1,1,-3]T - ny 1,-1,-1]7

= [2,-2,2,-2]".

Nato vektorja o; in 0, $e normiramo:

q1

42 =
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Ortonomirana baza C(A) je mnozica {q1,4,}.

[]-! ]-7_1;_]-]T1

[1,-1,1,-1]".

N = N

b) (15 to¢k) Poisci pravokotno projekcijo vektorja [1,2,2,3]" na C(A).
Ker imamo ortonormirano bazo prostora, lahko pravokotno projekcijo izracunamo tako, da
seStejemo pravokotne projekcije na posamezne bazne vektorje

P

[_1; 0; 01

17,

(91,v)q91 +{q92,v)q2
1 T 1 T
-1-=[1,1,-1,-1 -1)-=[1,-1,1,-1
ol 17+ (-1)- 51 )



4. naloga (25 to¢k)
Naj bo A matrika
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a) (2 to¢ki) Izracunaj AT A!

40
425 45 27
T ) _ —
AA_[O 6 3]§ g‘[27 45]‘

b) (5 to¢k) Izraéunaj karakteristi¢ni polinom matrike AT A in pois¢i vse njene lastne vrednosti
in pripadajoce lastne vektorje.

45-1 27

_ TaA_\7)—
p(A) =det(A" A-AI) ' 27 45-1

‘ =(45-1)2 =272

Lastne vrednosti poiS¢emo kot nicle karakteristicnega polinoma:

(45-1)2-272 = 0

(45-1)? = 27°
45-) = 27
A = 45+27.

Lastne vrednosti sta A = 72 in A, = 18. Lastne vektorje pois¢emo tako, da reS§imo sistem
ATA-AI=0:

45-72 27 =27 27] [1 -1
T —_ = = ~
ATA-l [ 27 45—72] [27 —27] [0 0]'

Resitev je v; = [1,1]7, ki je lastni vektor za I; = 72. Podobno dobimo

45-18 27 27 27| [1 1
T - = = ~
ATA-Ad [ 27 45—18] [27 27] [0 o]'

in lastni vektor v, =[1,-1] za A, = 18.

c) (8 to¢k) Poisci ortogonalno matriko V in diagonalno matriko D, da bo ATA = VDVT,
Ortogonalno matriko V dobimo tako, da lastne vektorje normiramo in postavimo v matriko,
v matriki D pa so lastne vrednosti po diagonali:

1 o1], 720
V‘ﬁ[l —1]1“13‘[0 18]'

d) (10 to¢k) Pois¢i kompaktni SVD razcep matrike A = ULV, kjer je U 3 x 2 matrika, za
katero velja UTU =1, ¥ 2 x 2 diagonalna matrika in V 2 x 2 ortogonalna matrika.

Velja ATA = (UXVT)TUuxvT = vxUTURVT = V32VT. Zato je V iz SVD razcepa enak
matriki V iz diagonalizacije matrike AT A, matrika 2 = D:

V—L 1 1 in ¥ - V72 0
V2|l -1 | o V18|
Matriko U pois¢emo iz enatbe A = ULVT => U = AVY !
4 0 1 1 2
1 7 0] 1
U:26—[]1L fl]V(?legz—z.
5 3 V2 wisl 32




