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Uvod

Naloge na naslednjih straneh so ve¢inoma prirejene iz nalog, ki so se pojavljale na kolo-
kvijih pri predmetu Linearna algebra za Studente univerzitetnega studija racunalnistva
in informatike na FRI med letoma 2012 in 2019.

Pri sestavljanju nalog za kolokvije so sodelovali Stevilni asistenti, ki so na FRI poucevali
ali Se poucujejo ta predmet, za kar se jim iskreno zahvaljujem. Posebej so k nalogam
prispevali Damir Franeti¢, Gregor Jerse, Peter Kink, Jelena Klisara, Jano$ Vidali, Damjan
Vrencur in Martin Vuk.

Za lazjo navigacijo po dokumentu so na voljo bliznjice. Ce kliknete na simbol ¥ ob
nalogi, boste skocili do resitve. Ce kliknete na simbol 4* ob regitvi, se boste vrnili k
besedilu naloge. Vseeno priporoc¢am, da nalogi posvetite nekaj ¢asa, preden se lotite
branja reSitve.

Ta zbirka vaj ni ucbenik. Informacije v okvirjih so tam le zato, da vas spomnijo na nekaj
najpomembnejsih dejstev, ki jih boste morali pri danem sklopu nalog znati in nikakor ne
predstavljajo 100% vsega, kar morate znati in razumeti pri tem predmetu. Priporo¢am,
da si pred reSevanjem vsakega sklopa preberete ustrezno poglavje v u¢beniku [1]. Tam
je teorija iz okvirjev natan¢no razloZena in reSevanje kolokvijskih nalog bo veliko laZje,
e jo boste razumeli.

Na skicah v prvem poglavju so v nekaterih primerih narisane povsem pravilne tocke,
premice in ravnine, v vecini primerov pa skica le prikazuje medsebojne odnose geome-
trijskih objektov, ne pa tudi pravilnih razmerij, kotov in razdalj, ker tako natanc¢na skica
za reSitev naloge ni potrebna. Kot je rekel slavni francoski matematik Henri Poincaré, je
geometrija umetnost pravilnega sklepanja z uporabo napacnih skic.






Oznake

N .. naravna stevila
R ... realna stevila
C ... kompleksna stevila
bfa .. vektor
AB .. vektor z zacetkom v A in koncem v B
a4 .. krajevni vektor tocke A
|bfal| .. dolzina (norma) vektorja a
a-b .. skalarni produkt vektorjev 4 in b
axb .. vektorski produkt vektorjev 7 in b
(a, b, ¢) .. meSani produkt vektorjev a, binc

Sapc ... ploscina trikotnika ABC

A ... matrika
AT ... transponiranka matrike A
detA .. determinanta matrike A

C(A) ... stolpi¢ni prostor matrike A (slika preslikave A)
N(A) ... niCelni prostor matrike A (jedro preslikave A)
V... vektorski (pod)prostor

V+ ... ortogonalni komplement prostora V
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POGLAVJE 1

Vektorji in geometrija

Naloge za preverjanje razumevanja

KOLINEARNOST

Vektorja x in y sta kolinearna, ¢e obstaja @ € R, daje y = ax ali pa x = ay.

Naloga 1. Al
Za vsak par vektorjev ugotovi, ali sta kolinearna:

a.a=1[3,69]Tinb =[1,2,3],
b.a=[1,0,-2,1]Tinb = [2,-4,0,3]",
c.d=1[-3,3Tinb =[10,-9]T,

d a=[1,-3Tinb=0

DoOLZINA VEKTORJA

Dolzina vektorja x = [x1,...,x,] je

2= 22 4 42 2
Il x]| —\/x1+x2+...+xn.

Naloga 2. Al
Dani so vektorji a = [3,-4]T, b = [2,-2,1]" in ¢ = [1,0,—4,1]". Izra¢unaj ||a||, ||b]| in
llcll.

SKALARNI PRODUKT

Najbo x = [x1,...,x,]Tiny = [y1,..., yx]". Skalarni produkt vektorjev x in y je
Xy =xy =(X,y) = xiy1+... + XuVYu

Pri tem je x - ¥ = 0 natanko tedaj, ko sta x in y pravokotna.
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VEKTORSKI PRODUKT

Vektorski produkt vektorjev x = [x1, %2, x3]" in v =[y1, 2, y3]T je

X X ? = [x2y3 — x3Yy2, —(x1Y3 — X3Y1), X1Y2 — x2y1]T-
DolZina vektorskega produkta || x x X || je enaka plos¢ini paralelograma, napetega

na vektorja x in . Pri tem je x X y = 0 natanko tedaj, ko sta x in y linearno odvisna.
Velja e x X y = —y X X.

MESANI PRODUKT

Za vektorje ¥, y,z € R? lahko izratunamo mesani produkt

(x,9,2) = (xXy)-Z€R.
Dolzina meSanega produkta |(X,y,z)| je enaka volumnu paralelepipeda, napetega
na vektorje x, y in z.

Naloga 3. <
Najboa =[1,0,2]", b = [-1,1,3]" in ¢ = [-3,1,4]". Izra¢unaj skalarni produkt a - b
vektorski produkt b X ¢ ter megana produkta (a, b, c) in (c, b, a).

Kol

Naj oznacuje ¢ kot med vektorjema x in y. Potem je
2 7 =3l [Fllces s
in

Ix x yll = llx[lllyll sin .

Naloga 4. Al
Za vsak par vektorjev izra¢unaj kot med njima:

2]",

[1, f AT,
[1,-1]7,d
[ T

[-2
=[20]
,f=11,1,2]".

a. a
b. ¢
c.e -1,1]
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PrREMICE v R>

Premica s smernim vektorjem p = [a, b, c]" skozi tocko A(xg, Yo, zp) ima parame-
tri¢no enacbo -
r=ra+tp, teR.
Kanonic¢na oblika enacbe te premice je
X—X0 Y—Yo z-2p
a b ¢’
Cejea,b,c # 0. Ceje katera od komponent smernega vektorja p enaka 0, moramo
pripadajoci del enacbe zapisati drugace. Na primer, ¢eje a,b # 0in c = 0, bo
kanoni¢na oblika enacbe premice
X—X0 Y—Yo
a b’

zZ = Zy.

Naloga 5. Al
Pois¢i parametri¢no in kanoni¢no enacbo premice, ki ima smerni vektor ﬁ =15,2, —6]T
in gre skozi to¢ko A(2, 2, -3).

Naloga 6. g
Dani sta premici

1 1-
p:x;r =Ty=z+1 in q:[1,0,-4]" +t[2, -3, 2]".

Poi&¢i smerna vektorja p in ¢, nato pa za vsako od premic e eno tocko, ki leZi na njej.

RAVNINE v R3

Ravnina z normalo 71 = [a, b, c]" skozi to¢ko A(xo, Yo, zo) ima enacbo
(r—74)-n=0.
Ce oznadimod =74 -1 = axg + byo + czo, lahko enacbo te ravnine zapisemo kot

ax +by+cz=d.

Naloga 7. &
Pois¢i enacbo ravnine z normalo 1 = [1,-2,3]T, ki gre skozi tocko A(5,0, —2).

Naloga 8. <
Dani sta ravnini

Y:2x+3y—-z=1 in A:x-3z=5.

Pois¢i normali ny, in 15, nato pa za vsako od ravnin dolo¢i $e eno tocko, ki leZi na njej.
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RAZDALJA MED TOCKO IN PREMICO

Razdalja tocke P do premice p skozi tocko A s smernim vektorjem p je

N 1. (Hr;;”— 7]

RAZDALJA MED TOCKO IN RAVNINO

Razdalja tocke P do ravnine X skozi tocko A z normalo n je
|1+ (o — 7))

A2 =15

Naloga 9. <
Dani so toc¢ka P (3,1, 1), premica
x=2 y+1 2-z
PPy T Ty

In ravnina
Y:2x+2y -z =4.
Pois¢i razdalji d(P, p) in d(P, L).

Kolokvijske naloge
Naloga 10. X3
Dani sta premici
-1 1—
p:x—7:yT:z+1 in q:—ngy:z+1.

a. Pois¢i ravnino X, ki je vzporedna premici p in vsebuje premico .
b. Dolo¢i pravokotno projekcijo A” tocke A(7,1, —1) na ravnino X.
c. Zapisi enacbo pravokotne projekcije p’ premice p na ravnino X.

Naloga 11. Al
Tabornik Polde je napel trikotni kos $otorskega platna med tocke A(0, 0,0), B(0, 3, 0) in
C(0, 3,2) ter postavil svetilko v to¢ko S(3, -1, 4). Platno na ravnino z = 0 mece trikotno
senco.

a. Katere od tock A, B in C leZijo na ravnini z enac¢bo z = 0?

b. Dolo¢i tocke A’, B in C’, ki predstavljajo oglis¢a sence. (Namig: Doloci tocke, v
katerih premice skozi S in A, B ali C sekajo ravnino z = 0.)

c. Izracunaj plos¢ino sence A’B’'C’.

Naloga 12. &
Oglisca tetraedra ABCD so podana s koordinatami

A(0,0,0), B(2,1,0), C(0,2,1) in D(3,1,5).
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a. Doloci enacbo ravnine L, ki vsebuje trikotnik ABC.
b. Doloci enacbo premice p, ki vsebuje to¢ko D in je pravokotna na X.

c. Poisci presecisc¢e D’ ravnine X in premice p.
d. Izracunaj prostornino tetraedra ABCD.

Naloga 13. Al
Dani sta ravnina
Y:2x+y+2z=9
in premica
p:x=3,y =z

a. Izrac¢unaj kot med premico p in ravnino X.
b. Pois¢i preseciSce premice p in ravnine X.
c. Poisci pravokotno projekcijo premice p na ravnino X.

Naloga 14. \Vg
Prostorski stirikotnik ABCD je podan z naslednjimi koordinatami:

AB3,6,3), B(6,3,9), C(-3,3,6) in D(-3,6,6).

a. Ali tocke A, B, C in D leZijo na isti ravnini?
b. Projiciraj tocke A, B, C in D naravnino A: x + y —z = 0.
c. Ali se projekciji daljic AD in BC sekata? Doloc¢i morebitno presecisce!

Naloga 15. Al
Dana je ravnina X na kateri lezijo tocke A(2,1,0),B(0,1,-1)in C(2,3,1).

a. Zapisi enacbo ravnine X.
b. Dolodi premico p, ki gre skozi to¢ko T(1, 2, 3) in je pravokotna na ravnino X.
c. Izracunaj razdaljo tocke T od ravnine X.

Naloga 16. Al
Dane so to¢ke A(3,1,2), B(6,4,5)in C(9,-2,-1).

a. Izrac¢unaj kot med daljicama AB in AC.
b. Doloci tezisce trikotnika ABC.
c. Zapisi enacbo premice, ki je pravokotna na trikotnik ABC in vsebuje njegovo

Vv v

teziSce.

Naloga 17. Al
Premici p in g sta dani z enacbama
-1 -4 -2
p:x—lz%zzz in q:x /
a. PoiS¢i preseciSce premic p in g.
b. Pod kaksnim kotom se sekata p in g?
c. Zapisi enacbo ravnine X, v kateri leZita p in g.

Naloga 18. Al
Ravnini X in A sta dani z enacbama

Y:x+y—-2z=0 in A:x+2y—-z=1

a. PoiS¢i parametrizacijo premice p, ki je presek ravnin X in A.
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b. Naj bo A’ ravnina, ki jo dobi$ z zrcaljenjem ravnine A preko ravnine L. Poisci
enacbo ravnine A’.

Naloga 19. Al
Dani sta premica p in ravnina X.:

p  x=——=2z-1,
Y x-2y+2z=1.

a. PoiS¢i preseciSce P premice p in ravnine X.
b. Doloci kot pod katerim se sekata p in X.
c. Prezrcali premico p preko ravnine L.

Naloga 20. Al
V R3 so dane to¢ke A(2,1,4), B(0,0,2), C(1,2,0) in D(3, 3,2).

a. PokaZi, da je lik ABCD kvadrat in izra¢unaj njegovo ploscino.

b. Poisci preostala oglisca kocke, ki ima kvadrat ABCD za eno od ploskev. Koliko
je takih kock?

c. Zapisi enacbo premice, ki gre skozi tocko A in vsebuje telesno diagonalo kocke.

Naloga 21. &
Dane so to¢ke A(2,0,4), B(3,2,2)in C(1,1,0).

a. Dolo¢i koordinate tocke D tako, da bo lik ABCD pravokotnik.
b. Pois¢i enacbo premice p, na kateri lezi diagonala BD pravokotnika ABCD.
c. Pois¢i enacbo ravnine L, ki je pravokotna na premico p in vsebuje tocko A.

Naloga 22. &
Naj bo vektor p pravokotna projekcija vektorja u = [6,0,3]" na vektor a = [2,2, -1]".

a. Izra¢unaj vektor p.
b. Ali je p normala na ravnino £ z ena¢bo 4x + 4y — 2z = (?
c. Pois¢i pravokotno projekcijo g vektorja # na ravnino X.

Naloga 23. Al
Premica p gre skozi to¢ko A(1, 1, 3) in ima smerni vektor ﬁ =[2,1,3]". Naj bo X ravnina,
ki vsebuje premico p in to¢ko B(2, 1, 4).

a. Zapisi kanonsko enacbo premice p.
b. Pois¢i enacbo ravnine X.

Naloga 24. \Vg
Premica p gre skozi tocko A(1,1,0) in ima smerni vektor ;3 =1[0,1,-1]". Premica qje
podana z enacbo
x+5 5_2—2
q . 2 - y - 2

Naj bo X ravnina, ki vsebuje premico p in je vzporedna s premico 4.

a. Pois¢i enacbo ravnine X.
b. Pois¢i pravokotno projekcijo v’ vektorja v = [-3, 3, 3]" na ravnino X.
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Naloga 25. Al
V R3 so dane to¢ke A(1,0,-1), B(1,2,3) in C(-1, 4, 5).

a. Poisci koordinate take tocke D, da bo ABCD paralelogram.
b. Dolo¢i enacbo ravnine X, v kateri lezi paralelogram ABCD.

v v

gre skozi njegovo sredisce.

Naloga 26. Al
Dani so vektorja u = [1,1,0]T in v = [2,2,1]" ter tocka A(1,3,5).

a. Zapisi enacbi premic p in g, ki se sekata v to¢ki A in sta vzporedni u in v.
b. Zapisi enacbo ravnine X, ki vsebuje premici p in 4.
c. Zapisi enacbe vseh ravnin, ki so od X oddaljene za V2. Koliko je takih ravnin?

Naloga 27. Al
Dane so to¢ke A(0,-1,3), B(4,0,2) in C(2,0, 3).

a. Izrac¢unaj plos¢ino trikotnika ABC.
b. Dolo¢i enacbo ravnine skozi A, B in C.
c. Zapisi enacbo premice, ki je pravokotna na trikotnik ABC in gre skozi tocko A.

Naloga 28. \Vg
Ravnine X, X in X3 so podane z enac¢bami
Y1:2x -y —-2z=3,
Yp:3x+y+2z=2,
Ya3:x—y—5z=-4.
Naj bo premica p presecisce ravnin Xj in X.
a. Zapisi enacbo premice p.
b. Doloci presecis¢e P premice p in ravnine X3.
c. Izra¢unaj kot med premico p in ravnino X3.

Naloga 29. Al
Na ravnini X lezijo to¢ke A(1,-1,3), B(2,1,1) in C(1, -1, 0).

a. Pois¢i enacbo ravnine X.
b. Dolo¢i enacbo premice p, ki poteka skozi toc¢ki A in D(1, 4, 3).
c. Dolo¢i pravokotno projekcijo premice p na ravnino X.

Naloga 30. <
Dani sta ravnina X: x + y = 5 in premica

cx—1=2-%
prx 2 2

a. Izrac¢unaj kot med ravnino X in premico p.
b. Doloci presecisce ravnine X in premice p.
c. Zapisi enacbo ravnine X', ki vsebuje premico p in je pravokotna na ravnino X.

Naloga 31. &
Naj bo p premica s parametrizacijo

p:7r(t)=11,0,1]" +t[1,2,1]".
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a. Pois¢i enacbo ravnine X, ki je pravokotna na p in gre skozi tocko A(1,1, 1).
b. Pois¢i enacbo ravnine A, ki vsebuje premico p in gre skozi tocko A(1,1, 1).
c. Zapisi parametrizacijo premice g, ki je presek ravnin X in A.

Naloga 32. Al
Dane so tocke A(3,2,1), B(3,0,-1) in C(1,1, 1) ter premica p z enacbo
x—4
: =-y-2=z-1
A Yy z

a. Izracunaj plos¢ino Sapc trikotnika ABC.

b. Doloci enacbo ravnine L, ki vsebuje tocko A in premico p.

c. Izra¢unaj projekcijo B’ tocke B na premico p.

Naloga 33. Al
Dani sta ravnini
Yix+2y-3z=3 in A:x—-y=3.

a. Pois¢i parametrizacijo premice p, ki je presek ravnin X in A.
b. Pois¢i enacbo ravnine X/, ki jo dobis, ¢e ravnino X zavrti§ okrog premice p za 90

stopin;j.
Naloga 34. <
Dani sta ravnina X in premica p z enacbama
-2 +1
Y:2x—-y+z=3 In p:xT:—y:Z2 .

a. Pois¢i koordinate tocke T, v kateri premica p seka ravnino Z.

b. Pois¢i parametrizacijo premice g, ki leZi v ravnini X in seka premico p pod pravim
kotom.

c. Pois¢i enacbo ravnine A, ki vsebuje premico p in seka ravnino X pod pravim
kotom.
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Sistemi linearnih enacb

Naloge za preverjanje razumevanja

SISTEM LINEARNIH ENACB

Sistem enacb, ki ga lahko zapiSemo v obliki
a1ix1+apxy +...+ad1ux,
az1X1 + dxpXy + ...+ dyXy

Am1X1 + AypX2 + ...+ AynXn

= by,

= bﬂ’I/

kjersoa;jinb; (i=1,...m,j=1,...,n)dana $tevilain x; (j = 1,...,n) neznanke,
imenujemo sistem m linearnih enacb z n neznankami. ZapiSemo ga lahko tudi v

matrini obliki AX = b, kjer je

a1 an a1n by
a1 Ay a2 — b

A = , b=
| Am1 Am2 Amn | | b

in x

X1

X2

Xn

Naloga 35.
Za vsakega od spodnjih sistemov ugotovi, ali je linearen.
a. 2x1—xp =-1, d. X1+ COS(XQ) —3x3 = 1,
5x1 +2xp, = 8. 3x1 + 2xp — e = -8.
b. nxy-3x3= 1, e. X1 —5x) + (sin E) X3
2X1 + XoX3 = 1, 4
—x1+ 2% —x3= —2. (V17 + cos m)x1 — X3 + 3x3
X1+ 2xp
C. X1 —Xp+2X3= T —X3,
2x1 — ZX3 = e.

Naloga 36.

Vse linearne sisteme iz prej$nje naloge zapisi v obliki Ax = b.
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Sistemi linearnih enacb

STEVILO RESITEV

Za stevilo resitev sistema linearnih enacb velja naslednje:

e lahko se zgodi, da sistem nima reSitev (enacbe so protislovne),

e lahko se zgodi, da ima sistem natanko eno resitev (je enoli¢no resljiv),

e lahko se zgodi, da ima sistem neskoncno reSitev, ki pa jih lahko izrazimo s
kon¢no mnogo parametri.

Ce je Stevilo enacb manjSe od Stevila neznank, potem sistem ne more biti enoli¢no
resljiv.

Naloga 37.
Za vsakega od spodnjih sistemov poskus$aj vnaprej napovedati Stevilo reSitev, nato pa
poiSci vse resitve.

.x+y= 3,
x—y= 1
x+y= 3,
x—y= 1,
Sy +y = 11.

.x+y=3.

x+y= 3,

2x +2y = 6.

x+y= 3,
2x+2y = 6,
-x—-y= -3

f.x+y= 3,
x+y= 5.

x+y= 3,
x—y= 1,
Sx —y= 7.

\Y
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POSTOPEK RESEVANJA

Pri reSevanju sistema lahko
e enacbo pomnozimo (delimo) z nenicelnim Stevilom,
e enacbi pristejemo (odstejemo) veckratnik druge enacbe,
e iz enacbe izrazimo eno od spremenljivk in jo v vseh ostalih enacbah zame-
njamo z dobljenim izrazom.

Namesto tega lahko na razsirjeni matriki sistema
|415].

naredimo Gaussovo eliminacijo, pri kateri lahko delamo naslednje elementarne
operacije na vrsticah:

e zamenjamo dve vrstici,

e pomnozimo vrstico z nenicelnim skalarjem,

e vrstici priStejemo veckratnik druge vrstice.
Ko z dovoljenimi operacijami pridemo do matrike, ki je zgornjetrikotna, lahko resitev
sistema dobimo s postopnim izraZanjem neznank od spodaj navzgor. Izrazanje je Se
laZje, ¢e uspemo z dovoljenimi operacijami uniciti Se nekaj elementov nad diagonalo.
Ce je sistem enoli¢no resljiv, lahko z dovoljenimi operacijami v razsirjeni matriki
matriko A nadomestimo z identiteto in iz zadnjega stolpca razsirjene matrike
preberemo resitev sistema.

Naloga 38.
Spodnja sistema resi s premetavanjem enacb.
a. x+y+z=3, b. x+y+z=3,
2x-y—2z=9, 2x —y—z=9.
x—z=4.
Naloga 39.
Spodnja sistema resi s pomocjo Gaussove eliminacije.
a. x+y+z=3, b. x+y+z=3,
2x—y—2z=9, 2x —y—z=9.
x—z=4.
Kolokvijske naloge
Naloga 40.
Podan je sistem enacb
x + 2y + 2z = 3,
x + 3y - z = 4,

2x + 3y + (a-1)z =

a. Kako sta resljivost in $tevilo reSitev odvisni od parametra a € R?
b. V odvisnosti od a zapisi reSitve danega sistema.
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Naloga 41. Al
Poisci stiri Stevila, za katera velja:

njihova vsota je enaka 4,

razlika med prvim in vsoto ostalih je enaka 3,

razlika med vsoto prvih dveh in vsoto zadnjih dveh je enaka 2 in
razlika med vsoto prvih treh in zadnjim je enaka 1.

Naloga 42. <
Dani so vektorji
[ 2] [0 ] -2 ]
- 2 - 1 R N -1
a= , b= , €= in d=
2 3 2
| 0 | i 1 ] | -1 ]

Dolo¢i tak vektor T = [x,y,z, w]" € R ki je pravokoten na vektorja a in binza katerega

veliac-7=d-7 =1.
Naloga 43. Al
Dan je sistem enacb

3x + 3y + z =5

-x + (a%-2)y = a,

2x + 2y + z = 4

a. Za katere vrednosti parametra a ima vec reSitev? Pois¢i te reSitve.
b. Za katere vrednosti parametra 2 nima nobene resitve?
c. Za katere vrednosti parametra a ima enoli¢no reSitev? Pois¢i jo.

Naloga 44. Al
Dan je sistem enacb
x + y = 1,
-x 4+ y + (@a-2)z = -1,
+ (@-2)y + 2z = 0.

. Sistem zapisi v obliki Ax = b. Za katere a je sistem enoli¢no resljiv?

. Pois¢i resitve sistema za vse tiste vrednosti parametra 4, pri katerih sistem ni
enoli¢no resljiv.

c. Poisci resitve sistema za vse tiste vrednosti parametra a, pri katerih sistem je

enoli¢no resljiv.

T o

Naloga 45. Al
Spodnji sistem linearnih ena¢b zapisi v obliki Ax = b in ga resi z uporabo Gaussove
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eliminacije.
X + 2y + 2z + 3w = 3,
2x - z - w = 2,
x + 2y + 6z - w = 3,
x — 2y + 5z - 12w = -1.
Naloga 46. Al
Dani so matrika A in vektorja by ter b;:
(1 12 2 3] [0 ] [ 3 ]
2 -2 0 4 2 - 1 - 2
A= ’ bl = ’ b2 -
0 111 0 1
| 0 111 | 1] | 1]

a. Ali obstaja vektor X1, daje Ax; = by? Ali obstaja vektor X3, daje Axy = by?
b. Poidi vse resitve sistemov Ax = by ter Ax = b,.

Naloga 47. Al
Resi spodnji sistem enacb z uporabo Gaussove eliminacije.
x + vy + 2z = 5,
X + w = 0,
x + 3y + z + w =5,
x + 3w = 0.
Naloga 48. Al
Poisci vse regitve sistema Ax = b, kjer je
1210 4
A=[1101]| in b=|0
3212 4

v v

Naloga 49. Al
Naj bo
1 u O v
A=|1 11| in b=]1
011 0

Re$ujemo sistem enacb Ax = b. Za katere vrednosti parametrov u in v ima sistem eno
reSitev, ni¢ resitev ali neskoncéno reSitev?
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Naloga 50. Al
Dan je sistem enacb

3x -2y = 1,
y+2z = -1,

|
e~

3x +y + (3a% — 6)z

a. Sistem zapisi v obliki Ax = b.

b. Za katere a sistem ni resljiv? Za katere a je enoli¢no resljiv?
c. Poi’¢i reditve sistema pria = —V2.

d. Pri katerem a je y = 3 reSitev sistema?



POGLAVJE 3

Matrike in sistemi

Naloge za preverjanje razumevanja

SESTEVANJE IN MNOZENJE MATRIK

Sestevanje matrik je komutativno: A + B = B + A za poljubni matriki A in B.
Sestevamo lahko le matrike iste dimenzije.

MnoZenje matrik ni komutativno: matrika AB v splosnem ni enaka matriki BA.
Zato ni vseeno, ¢e z matriko mnozimo z leve ali z desne strani. Matriki lahko
pomnoZimo, e je Stevilo stolpcev prve matrike enako Stevilu vrstic druge matrike.
Rezultat je matrika, ki ima toliko vrstic kot prva matrika in toliko stolpcev kot druga
matrika.

(L)
n k
—>
m A n B = m AB
Naloga 51. Al
Dani sta matriki
1 2 _ 10
= in B=
-1 1 -1 2
Izratunaj AB in BA. Ali sta rezultata enaka?
Naloga 52. Al
Dani sta matriki
10
120
-1 13
-1 2

Preveri, ali sta produkta AB in BA definirana. Ce sta definirana, ju izra¢unaj in primerjaj
dimenziji obeh dobljenih matrik.
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RESEVANJE MATRICNIH ENACB

Pri reSevanju matri¢nih enacb Zelimo obicajno uporabiti dejstvo, da za obrnljivo
matriko A velja AA1 = A1A = 1. Ker mnoZenje ni komutativno, v izrazu oblike
ABA~! matrik A in A™! ne moremo pokrajsati.

Pomembna posledica nekomutativnosti mnoZenja matrik je Se, da moramo inverz
produkta ra¢unati po formuli (AB)"! = B!A"l. Seveda tak inverz obstaja le v
primeru, ko sta matriki A in B obrnljivi.

Naloga 53. Al
Naj bosta A in B obrnljivi n X n matriki in C poljubna n X n matrika. Naslednje izraze
¢imbolj poenostavi:

a. ABAT1AB1A,
b. B1A"'ABCB™! - ACB!,
c. A>+2AB+B? - (A +B)>.

Kolokvijske naloge
Naloga 54. Al
Naj bo
10 3 2 13
A= 10 1 im B=|0 01
-1 2 -1 0 -1 1

Resi matri¢no enacbo (2A + B)X = A(X + ).

Naloga 55. Al
Resi matri¢no enacbo
AX-1=X-B,
kjer je
21 2 2 0 0
A=11 2 1 in B=|10 0 -1
21 2 0 -1 1
Naloga 56. <
Naj bo
1 21 21 2
A= -2 2 1 in B=|(1 3 2
311 11 2

Resi matri¢no enacbo AX'T = X" +1 - BT.
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Naloga 57. Al

Naj bo
31 6 6
A= in B= .
B EEE

Poiskati Zelimo tako matriko
X1 X2
4
X3 X4

XA+ A'X =B.

ZmnoZi in sestej matrike na levi in resi dobljen sistem enacb, da pois¢es matriko X.

da bo

Naloga 58. Al
Naj bo

1 2 9 6 3

A=[(0 2|,B=|6 4 2

10 321

Pois¢i matriko X, ki resi matri¢no enacbo
AXAT = B.

Naloga 59. Al

Matrika X slika tri vektorje iz R3 v tri vektorje v R? na naslednji nacin:

-1 0
0 1
, 1|+ , -1 |+ .
1 3
0

Pois¢i matriko X. Ali je matrika X enoli¢no doloc¢ena?

1
-3

2 |-
2

0

Naloga 60. X3
Dane so matrike
1 00
11
, 110 in l ]
11

1 01

31 2
01

Resiti Zelimo matri¢no enacbo AXB = C z neznano matriko X.

a. Katera od nastetih matrik najbo A, katera B in katera C, da bo ta matri¢na enacba
smiselna?
b. Pois¢i matriko X.

Naloga 61. Al
Poiséi vse regitve sistema Ax = b, kjer je

110 - 1
A= in b: .
[—213] [1]
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Najbo 7 = X1 — X, razlika dveh regitev sistema. Poig¢i mnozZico vektorjev, ki so pravokotni
na vse mozne razlike r.

Naloga 62. Al
Dani sta matriki

5 9 7
11 1
-1 -5 0
A= in B=|2 6 2
1 5 1
0 0 -1
| -2 -2 -1
Resi enacbo XB = A.
Naloga 63. Al
Dani sta matriki
-1 1 -1 1 00
A= 0 -1 0 in B=(0 01
2 2 1 0 -1 0
Pois¢i matriko X, ki resi enacbo
AXB=A+B.
Naloga 64. Al
ReSujemo matri¢no enacbo
AXB=AX+C

za dane matrike A, B, C in neznano matriko X.

a. Koliko re$itev ima ta enacba, ¢e sta A in B — I obrnljivi matriki? Kako se v tem
primeru izrazi X?
b. Poisci vse reSitve za primer

2 0 -2 4 -8 4
A=|(1 -1 1]|,B=31 in C=| 6 2 =2
3 -2 1 14 0 -2
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LU rAZCEP

LU razcep kvadratne matrike A (brez pivotiranja) dobimo, ¢e uspemo A zapisati
kot produkt spodnjetrikotne matrike L in zgornjetrikotne matrike U:

oziroma
ail a2
az1 a2
| An1 An2

a1n

azn

Ann |

A=LU

Uil

0

U2

U

0

Uln

Uop

Unn |

Tak razcep ne obstaja vedno. Vcasih moramo vrstice matrike A pred razcepom
premesati s permutacijsko matriko P (matriko, ki ima v vsaki vrstici in vsakem
stolpcu natanko eno enico). Dobimo LU razcep z delnim pivotiranjem, tj. razcep

oblike

PA =LU.

Rac¢uNaNjE LU rRAZCEPA

Ce LU razcep kvadratne matrike A obstaja, ga dobimo tako, da na A naredimo
Gaussovo eliminacijo po vrsticah, ki se kon¢a z zgornjetrikotno matriko U. Operacije,
ki smo jih pri tem izvedli, zapigemo v matriko L. Cesmoza 1 < j < i < n i-ti vrstici
odsteli [-kratnik j-te vrstice, potem je [;; = I.

Naloga 65.
Dane so matrike
1 3 2
A=10 2 1
220

a. Pokazi, da sta L in U faktorja v LU razcepu matrike A.
b. Najbob =[1,3, 2]". Poisdi resitev sistema Ax = b s pomocjo LU razcepa.

0
2

10
-2 1

in U=

c. Uporabi LU razcep za izraéun inverza A~'.

Naloga 66.
Dani sta matriki

a. Pois¢i matriko C = AB.

1
1
2

01
20
-1 1

in B=

-1
-1

b. Pois¢i LU razcep matrike C brez pivotiranja.

1
0

-1

1 3
0 2
00

-1
2

1
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c. Naj bo b = [2,6,2]". Z uporabo LU razcepa iz prejénje tocke resi enacbo Cx = b.



POGLAVJE 4

Determinante

Naloge za preverjanje razumevanja

NEKA] LASTNOSTI DETERMINANT

a. det(I) =1,

b. det(AT) = det(A),

c. det(A™1) = det#(Aﬁ’ e je A obrnljiva,

d. det(AB) = det(A)det(B) za A, B € R™",
e. det(aA) = a™ det(A) za A € R™",

Naloga 67. &
Za n X n matrike A, B in C naj velja

det(A) =2, det(B)=0 in det(C)=-1.
Izrac¢unaj, ¢e obstajajo:

det(AT), det(A7!), det(2A), det(AB), det((AB)™'), det((AC)™).

RACUNANJE DETERMINANTE

Determinanto lahko izracunamo tako, da jo postopoma prevedemo v trikotno
obliko in upostevamo, da je determinanta trikotne matrike (zgornjetrikotne,
spodnjetrikotne ali diagonalne) enaka produktu Stevil na diagonali. Pri tem lahko
e poljubni vrstici pristejemo poljuben veckratnik kake druge vrstice,
e poljubnemu stolpcu pristejemo poljuben veckratnik kakega drugega stolpca.
Ce zamenjamo dve vrstici ali dva stolpca, se determinanta pomnoZi z —1. Iz vrstice
ali stolpca lahko izpostavimo poljuben skalar.
Determinanto lahko ra¢unamo tudi z razvojem po vrsticah, z razvojem po stolpcih
ali s kombinacijo vseh treh pristopov.
Za 2 X 2 determinanto velja preprosta formula

a b
c d

=ad - bc.
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Kolokvijske naloge

Naloga 68. <
Poisdi vse take matrike X € R¥*2, za katere velja:

a. X je simetricna,

21

b. X komutira z matriko A = Lo ] in

c. det(X) = 4.
Naloga 69. <

Podana je matrika

a. Izracunaj det(Az), det(Az) in det(A4).
b. Poisdi rekurzivno zvezo, ki izraza det(Aj).
c. S pomocdjo matemati¢ne indukcije pokazi, da je

det(A,) = %(4”*1 -1)

za vsa nharavna Stevila n > 2.

Naloga 70. Al
Dani sta matriki
011 3] (3 1 0 0]
-1 01 1 1 1 -1 -1
A= in B=
-1 1 0 3 2 -1 0 0
-21 30 ] o 2 1 2

Izra¢unaj determinante matrik A, AT, B, AB, (AB)™}, AB~tin (B - A)™..

Naloga 71. &
Dani so vektorji

Q)
1]

_ N
S
1]

— =N
—
]
al
1]

2
Naj bo X matrika, za katero velja Xa = —b, Xb = b — ¢ in X¢ = ¢ — 4.

a. Zapisi matri¢no enac¢bo XG = H, ki ji zado$¢a matrika X, tj. izrazi stolpce matrik
G in H z vektorjia, b in c.
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b. Izra¢unaj determinanto matrike X, det(X).
c. Pois¢i matriko X.

Naloga 72.
Naj bosta X in y poljubna pravokotna vektorja iz R". Izracunaj

a. det(I + xy7),
b. det(I — xyT).

Naloga 73.
Naj bo A matrika
210 0]
-1 110
A=
220 2
-1 3 3 1]

Izra¢unaj determinante matrik A, A — I, ATA ter AT(A - I).

Naloga 74.
Izra¢unaj determinanti matrik BT(B + 2I) in (B + 2I)7!, &e je B matrika
(3500
3350
B =
3335
13333
Naloga 75.
Dani sta matriki
1 8 | (11
0 9 20
A= in B=
0 2 1 -1
0 3 | 03 0 -2

Pois¢i determinanto matrike X, ki resi enacbo AX = B.

Naloga 76.
Naj bo
1 t-1 1
A=|t-3 3 t
1 -1 -2

Poisci vsa Stevila t € R, za katera je determinanta matrike A enaka 0.



32 Determinante

Naloga 77. Al
Poisci vse vrednosti parametra ¢, za katere bo determinanta matrike
3 t 2
A=1|1 7 2
t t—-1 2

enaka 4.



POGLAVJE 5
Vektorski prostori in linearne preslikave

Naloge za preverjanje razumevanja

VEKTORSKI PROSTOR

MnoZica V z notranjima operacijama seStevanje (+) in mnoZzenje s skalarjem (-) je
(realni) vektorski prostor, ce velja:

U+v=0+u,

u+@w+w)=u+0)+w,

obstaja natanko en element 0 € V,dajeu +0=0+u = u,
za vsak u obstaja —u € V,daje u + (—u) =0,

1-u=u,

(aB)u = a(Bu),

(a +p)u = au + pu,

a(u +v) = au + av,

20 -0 0o TP

zavseu,v,w € Vinvsea,p € R.

VEKTORSKI PODPROSTOR

Naj bo V vektorski prostor in U C V podmnozZzica. Potem je U vektorski podprostor
prostora V, ¢e velja
a. izuy, up € U sledi, daje u; + up € U (seStevanje je notranja operacija v U), ter
b. izu € U, a € Rsledi, da je au € U (mnoZenje je notranja operacija v U).
Ekvivalentno, podmnoZzica U je vektorski podprostor, e je zaprta za linearne
kombinacije.

LINEARNA KOMBINACIJA

Naj bodo vy, ..., v, € V poljubni vektorji in ay, ..., a, € R. Izraz oblike
al’Ul + oo + anvn

imenujemo linearna kombinacija vektorjev vy, ..., v,.

Naloga 78.
Za mnozici

U={(xy)eR*|x-2y=0} in V={(x,y)eR*|x-2y=1}
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ugotovi, ali sta vektorska podprostora v R2.

LINEARNA PRESLIKAVA

Preslikava f: U — V je linearna, ¢e za vse vektorije x, y € U in vse skalarje @, f € R

velja
flax +By) = af(x) +Bf(y).
Preslikava je torej linearna, ¢e je slika linearne kombinacije linearna kombinacija slik.
Lahko pa tudi loceno preverjamo, Ce je preslikava aditivna in homogena. Preslikava
f: U — V jelinearna, ¢e za vse vektorje X, y € U in vse skalarje a € R velja
« fE+7) = f@+fF)in
o fla) = af(x).

Naloga 79. Al
Katera od preslikav f, g, h: R? — R?,

f(x/}/)z(xIX—y)/ 8(x/]/)=(x2/]/)z h(x/y):(xrl)/

je linearna?

JEDRO IN SLIKA

Za linearno preslikavo f: U — V lahko definiramo jedro

ker(f) = {x e U| f(x) =0}
in sliko
im(f)={jeV|FeU: () = y}.
Za dimenzije jedra, slike in domene preslikave f velja zveza

dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(U).

Kolokvijske naloge
Naloga 80. <
Naj bo
(100 1]
1001
A=
0110
01 10|

in naj bo U podmnoZica vseh vektorjev x € R?, za katere velja Ax = —ATx.

a. Dokazi, da je U vektorski podprostor v R*.

b. Ali sta vektorjaa = [1,-1,1, ~1]"in b =[1,0,0, -1]" vsebovana v U?
c. Pois¢i bazo in dolo¢i dimenzijo podprostora U.
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Naloga 81. Al
Naj bo
0
11 -1
A:[ in B=|1 3
2 3 -2
1 -6

a. Pokazi, daje V = {x € R®| Ax = B"x} vektorski podprostor v R>.
b. Pois¢i matriko D, za katero bo V = C(D). Ali je D natan¢no dolo¢ena?

Naloga 82. Al
Naj bo
1 0 1 1]
0O 1 21
A=
-1 3 52
2 -2 -2 0

a. Pois¢i bazi podprostorov C(A) in N(A).

b. Kateri od vektorjev a = [2,3,7,-2]Tin b = [2,0,-2,2]" leZi v C(A)? Tistega, ki
lezi v C(A), izrazi kot linearno kombinacijo stolpcev matrike A.

Naloga 83. \Vg
Podana sta vektorjaa = [2,1,2]Tinb = [1,2,2].

a. NajboU = {¥ € R3| a-X = b - x}. Alije U vektorski podprostor v R3?
b. Dolo¢i matriko A, da bo U = C(A). Koliksna je dimenzija U? Ali je matrika A
enoli¢no dolocena?

Naloga 84. &
Dana je matrika
2 035
0121
A=
103 4
2101

a. Pois¢i bazi za N(A) in C(A). Dolo¢i dim N(A) in dim C(A).
b. Zapisi mnoZico resitev sistema Ax = b za vektor b = [5,0,4, O]

c. Poigdi vektor ¥, ki redi sistem AX = b in je pravokoten na b. Koliko je takih
vektorjev?

Naloga 85. Al
Vzemimo a = [1,1,0]". Najbo V mnoZica vseh vektorjev v € R3, za katere velja
axv="0vXa.
a. Dokazi, da je V vektorski podprostor v R3. Koliko je dim(V')?
b. Pois¢i 3 X 3 matriki A in B, dabo V = N(A) = C(B).
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Naloga 86. Al
Dani so vektorji
-1 0 -3 1
51 = , 52 =2 , U3 = 2 in 54 =12
1 -2 2

a. Poi¢i dimenzijo in bazo linearne ogrinjace V vektorjev v1, 02, U3 in V4.
b. Izrazi vektor v4 kot linearno kombinacijo ostalih. Ali je reSitev enoli¢na?

Naloga 87. \Vg
Najbo e = [1,1]" € R? in najbo W € R**? podmnoZica vseh matrik X € R**?, za katere
velja

Xe=X'e.

_ [1 2
in B=

Definirajmo Se matriki
1 3
A=
2 -1
a. Ali matrika A pripada mnozici W? Ali matrika B pripada mnoZici W?
b. Preveri, da je W vektorski podprostor v R2%2,

c. Dolo¢i dimenzijo W in pois¢i bazo za W. Izrazi tiste od matrik iz prve tocke, ki
so vsebovane v W, v tej bazi.

2 -1

Naloga 88. Al
Naj bo

ter a = [1,-1]" € R?. Definiramo mnoZici
U={xeR?|x"Ax=0} CR* in V={XeR>|a"Xa=0}cR>.
a. Ali je U vektorski podprostor v R??

b. Alije V vektorski podprostor v R?*2?
c. Za tiste podmnozice, ki so vektorski podprostori, dolo¢i dimenzijo in pois¢i bazo.

Naloga 89. Al
Preslikava ¢»: R3 — R3 je podana s predpisom
d(x)=ax'a,

pri ¢emerje a = [1,0, 17"

a. Pois¢i matriko, ki pripada ¢ v standardni bazi R>.

b. Poisci bazi za ker(¢) in im(¢).
Naloga 90. Al
Preslikava ¢: R — R? ima predpis

O() = x (% +4),

kjerjea = [1,2,0]".
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a. Preveri, da je ¢ linearna preslikava.
b. Pois¢i matriko A, ki pripada ¢ glede na standardno bazo R3.
c. Dolo¢i ker ¢ in im ¢.

Naloga 91. Al
Zabazo {a,b,c} prostora R3 izberemo vektorje
a=[2,1,-1", b=[-1,01]", ¢=[0,-1,0]".

Linearna preslikava ¢: R? — R3 preslika te vektorje po pravilih
o@=a-b, ¢pb)=b-¢, ¢(©)=c-a.

a. Zapisi matriko A, ki pripada preslikavi ¢ v bazi {7, b, ¢}.
b. Dolo¢i inverz P~ prehodne matrike P = [a b c].

c. Pois¢i matriko S, ki pripada preslikavi ¢ v standardni bazi.
d. Dolo¢i jedro ker ¢. Ali je ¢ injektivna?

Naloga 92. \Vg
Oznacimo z V mnoZico vseh 2 X 2 matrik, za katere je
a'Aa =0,
pricemer je a = [1,-1]". Z ¢-: V — R? ozna¢imo preslikavo, dologeno s predpisom
A Aa.

a. Dokazi, da je V vektorski podprostor v prostoru vseh 2 x 2 matrik.
b. Doloc¢i dimenzijo in bazo podprostora V.

c. Dokazi, da je ¢ linearna preslikava.

d. Zapisi matriko preslikave ¢ v izbrani bazi in poi¢i jedro ter sliko.

Naloga 93. Al
Preslikava na prostoru 2 X 2 matrik ¢p: R?*2 — R?*2 naj bo definirana s predpisom

d(X) = AX - XA,

1 -2
A=
2 -1
a. Pokazi, da je ¢ linearna preslikava.
b. Izrazi matriko linearne preslikave ¢ v bazi prostora R?2 dani z matrikami

10 01 00 00
’ E2: ’ E3: ’ E4: .
00 00 10 01

c. Dolo¢i jedro in sliko linearne preslikave ¢.
Naloga 94. Al

Preslikavi ¢, 9: R?*2 — R? sta za matriko

pri Cemer je

Ei1=
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podani s predpisoma
P(X) = [xn1 + x22, det(X)]",
8(X) = [x11 +x22, X21 + x12]".
a. DokaZi, da je ena od obeh preslikav linearna, druga pa ne.

b. Za tisto, ki je linearna, dolo¢i matriko, ki ji pripada v standardnih bazah R?*? in
R2.

Naloga 95. Al
Na vektorskem prostoru matrik R*? definiramo preslikavo s predpisom

O(X)=JX - X]

i)

a. Pokazi, daje ¢: R?? — R? linearna preslikava.
b. Zapisi matriko, ki predstavlja ¢ v standardni bazi R>*2.
c. Dolo¢i dimenziji jedra ker(¢) in slike im(¢).

za dano matriko
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Ortogonalnost

Naloge za preverjanje razumevanja

Pravokotno projekcijo vektorja 4 na vektor u izratunamo po formuli
AU
proj(a) = —— u.

Naloga 96. <
Naj bosta a = [1,2,3]" in u = [1,0,1]". Izra¢unaj pravokotno projekcijo vektorja 2 na
vektor u.

Naloga 97. Al
Najbostaa =[1,2,3,4] inu = 3, ]T. Izradunaj pravokotno projekcijo vektorja a
na vektor .

NI—

1
/2/

NI—
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Ortogonalnost

GRAM-SCHMIDTOVA ORTOGONALIZACIJA

Z Gram-Schmidtovim postopkom iz mnoZice {01, ...,7,} linearno neodvisnih
vektorjev iz R" dobimo mnozico {u, ..., u,} paroma pravokotnih linearno neodvi-
snih vektorjev, ki razpenjajo isti podprostor. Izracunamo jih takole:

up = v,
= — 02Uy ~
Uy = 0Up— = = Ui,
Ui - uq
L G U3k
Uz = 03— =———=—U] — —— Uy,
U - Up - Up
N _ — ’Unu]_A vn'uZA Un un—]_ —
un = UH_A A1/11_A A‘I/lz_"'_A —~ un—l
Uy - uq Up - Up Up—1 - Un-1

Zai=1,...,n lahko definiramo $e vektorje

—

Gi= =
1 — N .
[

,gn} ortonormirana baza za podprostor, ki ga razpenjajo vektorji

Potem je {41, - - -
Ul,. . .,Un.

Razvoy ro ONB

Naj bo {q1, ..., g} ortonormirana baza prostora U in u € U. Potem je
u=W-q)q+...+ - gu)qn.
Kolokvijske naloge
Naloga 98.

Vektorski podprostor V' < R* je napet na vektorje

51 = [1/ 2/ 0/ Z]T/

v =1[2,-1,2,0]" in v3=[2,1,2,0]".

a. Pois¢i ortonormirano bazo za V.
b. Pois¢i ortonormirano bazo za V+.
c. Izra¢unaj pravokotno projekcijo vektorja x = [1,0,0,1]" na V.

Naloga 99.
Naj bo

I
N
S = = Ol

S N N =
|
—_
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a. Pois¢i ortonormirano bazo za stolpéni prostor C(A).
b. Pois¢i ortonormirano bazo za ortogonalni komplement C(A)*.
c. Najbo x = [1,0,-9,0]". Pois¢i taka vektorja x1, x» € R*, dabo

X = 9?1 + 9?2,
pri tem pa x1 € C(A) in x; € C(A)*. Ali sta taksna vektorja X7 in x; enoli¢no
dolocena?
Naloga 100. A4

Vektorski podprostor V C R* je linearna ogrinja¢a vektorjev
v1=[1,1,-1,-1]", v =[2,1,-1,0]" in v3=[3,1,-1,1]".

a. Pois¢i ortonormirano bazo za V in dolodi dim V.
b. Pois¢i ortonormirano bazo za V+.
c. Pois¢i pravokotni projekciji vektorja x = [0,1,0,1]" na V in V*.

Naloga 101. Al
Dana sta vektorska podprostora

U={[x,y,z]" eR¥;2x+y-32=0} in V={[x,vy,z]" €eR®; x =2y =3z}.

a. Dokazi, da sta U in V vektorska podprostora v R3.

b. Dolo¢i baziza U in V.

c. Dopolni bazo za U do baze prostora R>.

d. Doloc¢i bazo ortogonalnega komplementa prostora V.

Naloga 102. <
V R* so dani vektorji

S
Il
al
[l

Q)
Il

O O =
N © =, =
o © O N
S O O W

a. Pois¢i ortonormirano bazo podprostora U, ki ga napenjajo ti vektorj.
b. V tej ortonormirani bazi zapisi pravokotno projekcijo vektorja u = [1,2,3,4]" na
podprostor U.

Naloga 103. &
Naj bosta u = [1,-2,2]T inv = [2,2,1]" vektorja v R>.

a. Zapisi projekcijsko matriko P na podprostor, ki ga napenjata vektorja i in v.
b. Izraéunaj Px za x = [9,9,9]".
c. Izrazi vektor Px kot linearno kombinacijo vektorjev u in v.

Naloga 104. Al
Naj bo V vektorski podprostor v R3,
V={lx,y,x+y]":x,y € R}.

a. Pois¢i bazo prostora V.
b. Pois¢i ortonormirano bazo prostora V.
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c. Doloti pravokotno projekcijo vektorja a = [2,1,0]" na V.

Naloga 105. Al
Podmnozica V C R? je podana z naslednjim opisom:

V=A{lxyz]"eR’|y =2}

a. Pokazi, daje V vektorski podprostor v R>.

b. Pois¢i bazo prostora V.

c. Pois¢i bazo ortogonalnega komplementa V+.

d. Zapisia = [2,1,3]" kot vsoto pravokotnih projekcijna V in V.

Naloga 106. - Al
Za matriko A in vektor b,
1 1 3
A=|1 -1, b=|3],
0 2 3

poisci pravokotno projekcijo b na stolp¢ni prostor C(A) matrike A.

Naloga 107. <
Pois¢i ortonormirano bazo podprostora V v RS, ki ga napenjajo vektorji
[ 2] [ 1] [ 5 | [ 4 ]
1 3 0 3
=21, vo=| 2|, va=|4|, va=|-21|, v5=
0 -2 2 -7 -3
0 0 0 2 2
Naloga 108. &
Dana je matrika
[1 0 1
011
A=
010
i 1 01

a. Pois¢i ortonormirano bazo za podprostor C(A).
b. Pois¢i ortonormirano bazo za podprostor C(A)*.

Naloga 109. Al
Dana je matrika
1231
A=|11 010
4 4 8 2

a. Pois¢i ortonormirano bazo stolpénega prostora C(A).
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b. Dolo¢i pravokotno projekcijo vektorja a = [5,3, —2]" na C(A)*.
c. Dolo¢i pravokotno projekcijo vektorja a na C(A).
Naloga 110. Al
Pois¢i ortonormirano bazo stolpénega prostora C(A) matrike
(1.0 1]
113
A=
1 01
|11 3]
in ortonormirano bazo ni¢elnega prostora N(AT) matrike AT.
Naloga 111. &
Naj bo
(1 2 3]
100
A=
01 2
|11 2]
a. Pois¢i ortonormirano bazo za C(A).
b. Poisc¢i ortonormirano bazo za C(A)*.
c. Projiciraj vektor a = [5,2,4,0]" na C(A).
Naloga 112. Al
Naj bo
(1 -1 4]
0 2 1
A=
1 3 0
0 2 3
a. Pois¢i ortonormirano bazo za stolpéni prostor A, C(A).
b. Pois¢i ortonormirano bazo za nicelni prostor AT, N(AT).
c. Pois¢i pravokotno projekcijo vektorja a = [4, -1, —1,4]" na C(A).
Naloga 113. \Vg
Pois¢i ortonormirano bazo linearne lupine vektorjev
2 0
v1=|2| in vp= ,
1 1

nato pa to bazo dopolni do ortonormirane baze celega R>.
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REéEVAN]E PREDOLOCENEGA SISTEMA PO METODI NA]MAN]éIH KVADRATOV

Is¢emo neznano funkcijo f(x) = y z neznanimi parametri a1, ..., a4, pri ¢emer
poznamo njene vrednosti f(x;) = y;zai=1,...,n (k <n). Najbox = [a1,...,a;]"
vektor neznanih parametrov. Ce namesto predolocenega sistema Ax = b resimo

kvadratni sistem ATAX = ATb, je dobljena resitev priblizek prave resitve po metodi
najmanjsih kvadratov.

Naloga 114. Al
IS¢emo funkcijo oblike

c
f(x) =C1x + ;2,

ki bo aproksimirala naslednje podatke:

1
-1 -4

-4 -1

Xi

Yi

Q1 [ NI=

5

a. Iz f(x;) = y; dobimo predolocen sistem linearnih enacb za c; in c;. Zapisi matriko
in desno stran tega sistema.

b. Dolo¢i parametra c; in ¢, po linearni metodi najmanjsih kvadratov tako, da bo f
predstavljala najboljSo aproksimacijo za zgornje podatke.

Naloga 115. \Vg
Metka vozi avtomobil s konstantno hitrostjo, njen sovoznik Janko pa si po vsaki uri
voznje zapiSe stanje Stevca kilometrov. Dobi naslednjo tabelo:

t\l 2 3 4
5\150 220 330 420

a. Zahitrost avtomobila v in prevoZeno pot s(t) velja zveza s(t) = vt +5s¢. S pomodjo
podatkov iz zgornje tabele zapisi sistem enacb v obliki

v N
A =b

50

in poisci resitev dobljenega sistema z linearno metodo najman;jsih kvadratov.

b. S kaksno hitrostjo Metka vozi avtomobil? Koliko kilometrov je bilo na Stevcu
pred zacetkom voZnje?

c. Oceni stanje na Stevcu kilometrov po peti uri voznje.

Naloga 116. &
Poisci tisti vektor x, ki je po metodi najmanjsih kvadratov najboljsi priblizek za resitev
sistema

2 1] 7

3 2. | -9
X =

2 2 -2

-1 0
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Naloga 117. Al
Vrednost funkcije f je podana v tirih tockah:

f3 =7, f(1)=-1, f(-1)=8 in f(-3)=16.
Z metodo najmanjsih kvadratov poisi enacbo kvadratne funkcije g(x) = ax? + bx + c,
ki se najbolj prilega funkciji f v omenjenih stirih tockah.

Naloga 118. Al
Podatke v tabeli
xi| 0 123
Yi -5 -2 43
bi radi aproksimirali s funkcijo oblike
f(x)=ax+0.

Doloci konstanti a in b tako, da bo f(x;) najboljsa aproksimacija za y; po metodi
najmanjsih kvadratov.

Naloga 119. \Vg
Podatke (x, y) iz tabele

7elimo aproksimirati s funkcijo oblike f(x) = ax? + %.
a. Zapisi predolocen sistem enacb za parametra a in b.
b. Dolo¢i parametra a in b po linearni metodi najmanjsih kvadratov, da bo f

predstavljala najboljSo aproksimacijo za zgornje podatke.
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Lastne vrednosti

Naloge za preverjanje razumevanja

LASTNE VREDNOSTI IN LASTNI VEKTOR]I

Naj bo A kvadratna matrika. Vektor x#0 je lastni vektor za lastno vrednost A, ce
velja
Ax = Ax.

Naloga 120.

—

iny = [ , ] lastna vektorja matrike

e

R 1
Preveri, ali sta x = [ )

RAéUNAN]E LASTNIH VREDNOSTI IN LASTNIH VEKTORJEV

Lastne vrednosti so resitve enacbe
det(A - AI) = 0.

Lastne vektorje pri lastni vrednosti A dobimo tako, da dolo¢imo nicelni podprostor
matrike A — Al

Naloga 121.
Preveri, ali sta @ = 2 in = 3 lastni vrednosti matrike
31
A= .
2 4
Naloga 122.

Dolo¢i lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti @ = 2 matrike

31
2 4|
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DIAGONALIZACI]A MATRIKE

Naj ima matrika A € R"™" 5 linearno neodvisnih lastnih vektorjev x1, . .., x,. Naj

bo P = [x1 X» ... X,] matrika, v katero smo po stolpcih zlozili lastne vektorje in naj
bo
(A4 0 0 0]
0 A, 0 O
D =
O 0 . 0
0 0 0 Ay |

matrika, ki ima po diagonali pripadajoce lastne vrednosti. Potem je A = PDP~!.
Pravimo, da je matrika A diagonalizabilna. Ce ima matrika A manj kot n linearno
neodvisnih lastnih vektorjev, potem je ne moremo diagonalizirati.

NEKAJ DEJSTEV

a. Lastne vrednosti zgornjetrikotne matrike so enake njenim diagonalnim
elementom.

b. Sled matrike (vsota njenih diagonalnih elementov) je enaka vsoti lastnih
vrednosti (Stetih z veckratnostjo).

c. Determinanta matrike je enaka produktu lastnih vrednosti (Stetih z veckra-
tnostjo).

d. Ceje A = PDP7!, potem je A¥ = PD¥P~! za vse k € N.

e. Vse lastne vrednosti simetri¢ne matrike so realne. Lastni vektorji realne
simetri¢ne matrike, ki pripadajo razli¢nim lastnim vrednostim, so med seboj
pravokotni.

f. Vsako realno simetri¢no matriko A lahko zapisemo kot A = QDQT, kjer je
Q ortogonalna matrika lastnih vektorjev, D pa diagonalna matrika, ki ima
na diagonali pripadajoce lastne vrednosti matrike A.

Kolokvijske naloge
Naloga 123. Al
Naj bo
5 -4 -8
A=12 -1 -4
2 -2 -3

Poi¢i prehodno matriko P in diagonalno matriko D, da bo veljalo A = PDP~!. Nato
izra¢unaj A2, Ali lahko (v tem primeru) to stori§, ne da bi izra¢unal P~1?
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Naloga 124. Al
Dana je matrika
4 0 -6
A=|3 -2 -3
3 0 -5

a. Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.
b. Alije A diagonalizabilna? Ce je, pois¢i matriki P in D, dabo A = PDP~!, sicer
pa povej, zakaj ne.

Naloga 125. Al
Dana je matrika
2 0 4
A=112 1
00 -2

a. Pokazi, daje A1 = -2 lastna vrednost matrike A in poiS¢i pripadajoci lastni vektor
01.

b. Pokazi, daje vy = [0,1,0]" lastni vektor matrike A in dolo¢i pripadajoco lastno
vrednost A,.

v v

veckratnost.
Naloga 126. Al
Dana sta vektorja u = [1,0,0]Tinv = [0, 1, -1]". Naj bosta A in B matriki
A=[uv] in B=AA.
Diagonaliziraj matriko B in izracunaj B'?. Pri tem matrike B ni treba eksplicitno
izracunati, da jo diagonaliziras. Pomagaj si z dejstvom, da sta vektorja u in v pravokotna.

Naloga 127. Al
Podana je matrika
1 00
A= 1 20
-1 -3 1

a. Pois¢i lastne vrednosti matrike A.
b. Ce je mogoce, matriko A diagonaliziraj.

Naloga 128. Al
Naj bo A matrika
11 -1
A=| 1 0 O
-1 0 0

a. Pois¢i bazo nicelnega prostora N(A).
b. Pois¢i bazo stolpénega prostora C(A).
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c. Kateremu lastnemu podprostoru A je enak N(A)? Kateri lastni vektorji A so
vsebovani v C(A)?
d. Poisci najprej lastne vektorje in nato Se pripadajoce lastne vrednosti A.

Naloga 129. Al
Naj bo A matrika
1001
0110
A=
0110
1001

a. Pois¢i ortonormirano bazo nic¢elnega prostora N(A).

b. Pois¢i ortonormirano bazo stolpénega prostora C(A).

c. Izra¢unaj A%. Kaj ti A2 pove o lastnih vektorjih in pripadajocih lastnih vrednostih
matrike A?

d. Poi&¢i ortonormirano bazo R*, sestavljeno iz lastnih vektorjev matrike A, in zapisi
A kot produkt A = QDQT.

Naloga 130. Al
Dana je matrika
2 11
A=13 01
4 -4 3

a. Pois¢i lastne vrednosti ter pripadajoce lastne vektorje matrike A. Ali lahko
matriko A diagonaliziramo?

b. Ali obstaja neni¢eln vektor x € R3, da je Ax vsaj dvakrat daljsi vektor, tj. || Ax|| >
2||x]|? Ce tak x obstaja, ga poisci!

Naloga 131. Al
Dana je matrika
313
A=|1100
300

a. Poisci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike A.
b. Pois¢i diagonalno matriko D in obrnljivo matriko P, dabo A = PDP~.
c. Pois¢i diagonalno matriko D in ortogonalno matriko Q, dabo A = QDQT.

Naloga 132. Al
Dana je matrika

Il

|
WIN WIN W=
WIN W= WIN
W= WIN WIN

Diagonaliziraj A in izra¢unaj p(A), kjer je p(x) = x?18 — x2 + 2x.
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Naloga 133. Al
Poisci vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike
4 6 -6
A=12 -1 -1
5 4 -6
Ali obstaja taka matrika P, dabo A = PDP~1?
Naloga 134. <
Dana je matrika
101 -1]
-2 11 -1
A=
100 1
100 1]

a. Poisci vse lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike A.

b. Je matrika A podobna diagonalni matriki? Ce je, zapisi pripadajoco diagonalno

matriko D in prehodno matriko P.

Naloga 135.
Dana sta matrika A in vektor v,
(2 -1 -1 4] 1]
1 0 21 ~ -1
A = , 0=
1 2 01 1
|4 -1 -1 2] -1 |

a. Preveri, da je v lastni vektor matrike A. Kaj je pripadajoca lastna vrednost?

b. Izradunaj (A3 + A% + A)v.
c. Poisdi vse lastne vrednosti matrike A.

d. Ugotovi, ali je A podobna diagonalni matriki, ali pa razloZzi, zakaj ni.

Naloga 136.
Zrcaljenje je matrika, za katero je Z2 = I.

. Kaksne lastne vrednosti lahko ima matrika zrcaljenja Z?

T o

Zapisi pripadajoci matriki Z1 in Z».
. Pois¢i lastne vrednosti in lastne vektorje matrik Z1 in Z5.

. Opisi preslikavi R12 in Rp;.

-~ 0O QN

Naloga 137.

V R3 naj bo r1 rotacija okrog x-osi za § in r, rotacija okrog z-osi za §.

a. Zapisi matriki Ry in Ry, ki pripadata linearnima preslikavama rq in 7.
b. Zapisi matriki Ry2 in Rp1, ki pripadata preslikavama 71 o rp in r o r1.

. Zapisi matriki Rqp in Ry, ki pripadata preslikavama z; o z; in z3 o zj.

\Y

\Y

. VR? naj bo z; zrcaljenje ¢ez simetralo lihih kvadrantov in z; zrcaljenje ¢ez y-os.

. Poisc¢i lastne vrednosti matrik R in R in rezultat geometrijsko interpretiraj.

\Y
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c. Kompozitum rotacij okoli premic skozi izhodiSce je spet rotacija okoli premice
skozi izhodiSc¢e. Za Ry in Rp1 dolo¢i osi rotacij.
d. Kako bi za Rj; in Ry dolodili kota rotacij?

Naloga 138. Al

V R naj bo r; rotacija okrog x-osi za ¥ in r; rotacija okrog z-osi za —%.

a. Zapisi matriki Ry in Ry, ki pripadata linearnima preslikavama rq in 7.

b. Zapisi matriki Ry in Ry, ki pripadata preslikavama rq o 3 in 72 o 1.

c. Kompozitum rotacij okoli premic skozi izhodisce je spet rotacija okoli premice
skozi izhodiS¢e. Za Ry in Ry dolo¢i osi rotacij.

d. Kako bi za Rj, in Ry dolodili kota rotacij?

REKURZIVNA ZAPOREDJA S POMOé]O RAZVOJA PO BAZI 1Z LASTNIH VEKTORJEV

Naj bo zaporedje (a,)en $tevilsko zaporedje in X = [ans1, an]" zaporedje vektorjev,
ki za vsak n zadosc¢a zvezi
Xny1 = Axy
za neko matriko A € R?2. Denimo, da sta v; in v, lastna vektorja matrike A pri
lastnih vrednostih A1 in Ay. Izrazimo xy kot linearno kombinacijo lastnih vektorjev:
)?0 = 0(51 alx 552
Potem je
En = Anfo = A”(a51 el ﬁ?z) = O(An(?)l) ol ﬁA”(?}z) = a(Al)”51 ar ﬁ(/\z)naz.

Iz zgornje enakosti lahko iz ustrezne komponente vektorja x, razberemo a,,.

Naloga 139. &
Zaporedje (a,)nen je dano z rekurzivno zvezo

an = 3”71_1 + 4an_2

in za¢etnima ¢lenoma ap = 3 ter a1 = 7. S spodnjimi koraki doloc¢i eksplicitno formulo
za ay.

a. Poisci tako matriko A, da lahko zgornjo rekurzivno zvezo zapise$ v obliki
J?n = Afn—l

za vektor X, = [a,, a,-1]".
b. Poisci lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje matrike A.
c. Pois¢i eksplicitno formulo za ay,.

Naloga 140. Al
Zaporedje (a,)qen je podano rekurzivno z enacbo
g, = ap-1+ ap-2
! 2

ter z zacetnima ¢lenoma ag = 0 in 41 = 1. Dolo¢i splosni ¢len zaporedja a;,.
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Naloga 141. Al
Zaporedji (a,)nen in (by)nen sta dani z rekurzivnima zvezama

anp = 3ap-1—2by,
by = 2a,.1-2by1,

in za¢etnima ¢lenoma ap = 3 ter by = 3. Poisci eksplicitni formuli za zapored;ji a,, in b,,.

Naloga 142. Al
Zaporedji (a,)nen in (by )new sta podani rekurzivno z zacetnima ¢lenoma ag = 4in by = 3
ter enacbama

a, = 4a,-1—6b,_1,

bn 3”;/[-1 - 5bn_1.

a. Izra¢unaj ¢lena a3 in by.
b. Pois¢i eksplicitno formulo za zaporedje a;,.

Naloga 143. &
Dan je sistem linearnih rekurzivnih enacb

ay, = ap-1+by_q,

by = ap-1-"by-1,

z zaCetnima vrednostima ag = 1in by = 2.

a. Izrac¢unaj a3 in bs.

b. Zapisi zgornji sistem v obliki Xy = AXp_1, kjer je Xn = [an, b
c. Pois¢i lastne vrednosti in lastne vektorje matrike iz prejSnje tocke.
d. Zapisi formuli za a, in b, in izra¢unaj aso1s.

Naloga 144. Al
Poisci splosno resitev sistema diferencialnih enacb

x = =2y,

y = x+3y,

ter tisto reSitev, ki zado$¢a zacetnemu pogoju x(0) = 3 in y(0) = 2.






Resitve

1. Vektorji in geometrija

Resitev naloge 1. @

a. Kerje
a =369 =3[1,23] =3b,

sta vektorja a in b kolinearna.

b. Ce enakost 2 = ab zapiSemo po komponentah, vidimo, da bi moralo veljati
1=2a,0=-4a,-2=0in1 = 3a. Ker $tevilo a € R, ki bi zados¢alo vsem $tirim

pogojem, ne obstaja, vektorja a in b nista kolinearna.
c. Opazimo, daje =2 - (=6) = 10 in 3 - (=6) = =9, torej je

b=1[10,-9]" = -6 [-3,3]" = —6q,

zato sta vektorja 4 in b kolinearna.
d. V tem primeru je b = 0 - 4, zato sta vektorja kolinearna.

Resitev naloge 2. 2ty

Iskane dolZine so

lal = V32+(-42 = V9+16 = V25 = 5,

16 = V22+(—22+12 = Vi+d+1 = Vo = 3,
lell = VI2+02+(—42+12 = V1+0+16+1 = V18 = 3V2.
Resitev naloge 3. @
Dobimo
ib = 1-(-1)+0-1+2-3=-1+6=5,
bxc = [4-3,—(-4-(-9),-1-(-3)]" =[1,-5,2[",
(a,b,c) = (@xb)-c=[-2,-51]"-c=6-5+4=5,
(C,b,a) = (cxb)-a=[-1,5-2"-a=-1-4=-5.
Resitev naloge 4. @~

a. Kerjed-b=1-(~2)+2-1=0, sta vektorja 7 in b pravokotna.
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b. Iz enakosti
c¢-d=|lc|llldll cos ¢

dobimo

1-24(=1)-0=V12+12V22 + 02cos ¢
oziroma

2 =2V2cos Q,

od koder izrazimo cos ¢ = % Od tu izra¢unamo iskani kot, ¢ = arccos (L) =7

V2
Seveda pa bi lahko vektorjema ¢ in d dodali ni¢elno tretjo komponento in uporabili
drugo formulo. Kerje[1,-1,0]"x[2,0,0]" = [0,0,2]", je po formuli z vektorskim
produktom
2 =2V2sin )

oziroma sin ¢ = % Dobimo @ = arcsin (%) = %.

c. Najprej izratunamo |je|| = V6 in ||j?|| = V6. Ce uporabimo formulo s skalarnim
produktom, dobimo

2-1+(-1)-1+1-2=V6V6cos ¢

oziroma
3 =6cos .
Od tu izrazimo cos ¢ = 3. Iskani kot je torej ¢ = arccos (3) = Z. Ker smo v R?,

bi lahko uporabili tudi formulo z vektorskim produktom. Ker je
exf=[-3,-33]" in |lex f]l = V27 = 3v3,
bi v tem primeru dobili

3V3 = V6V6sin Q.

Od tu lahko hitro izrazimo sin ¢ = % Dobimo ¢ = arcsin (%) =3

W

Resitev naloge 5. 4«
Parametri¢na enacba premice p je

p:[2,2,-3]" +t[5,2,-6]".
Kanoni¢na enacba premice p je

x=-2 y—-2 z+3
PP T T T e

Resitev naloge 6. @

Smerna vektorja sta p = [2,-3,1]" in ¢ = [2,-3,2]". Ena od to¢k na premici p je
A(-1,1,-1), ena od toc¢k na premici g pa B(1,0, —4). Ce Zelimo dobiti kak&no drugo
tocko na premici p (oziroma gq), pa moramo krajevnemu vektorju tocke A (oziroma B)
pristeti poljuben veckratnik vektorja p (oziroma ).
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Resitev naloge 7. @
Kerjen-74=1-5+(-2)-0+3-(-2) =5- 6 = —1, je iskana enacba ravnine
x =2y +3z=-1.

Resitev naloge 8. @
Iz enacb preberemo normali
ny =[2,3,-1]" in nx =1[1,0,-3]".

V drugem delu naloge i8¢emo tocke, katerih koordinate zado$c¢ajo enacbi ene ali druge
ravnine. Ni tezko uganiti, da enacbi ravnine ~ zado$¢ajo na primer tocke A1(-1,1,0),
A»(1,0,1) ali pa A3(0, 1, 2). Enacbi ravnine A pa zado$¢ajo na primer tocke B1(2,0, -1),
By(5,0,0) ali B3(11,0,2). Seveda je moznih resitev v obeh primerih e veliko ve¢.

Resitev naloge 9. @
Premica p ima smerni vektor p = [4, 2, —4]" in vsebuje tocko A(2, -1, 2), ravnina X pa
ima normalo 7 = [2,2, —1]" in vsebuje to¢ko B(2, 0, 0). Posebej izra¢unajmo
m—ra = [1,2,-1T,
px(rp—r1a) = [4,2,-4]"x[1,2,-1]" =[6,0,6]",

Ipll = V42 +22+(-42=Vi6+4+16=V36=6,

nato pa Se
?P _?B = [1/ ]-/ 1]T/
n-(mp—-1m) = [2,2,-1]"-[1,1,1]" =2+2-1=3,
Il = V22+22+(-1)2=Vd+4+1=V9=3.
Tako je
px (-, T :
d(P, p) = lp x (e = 7a)ll _ 1116,0,61'1l _ V2-36 _ N
1Pl 6 6
in o
dp,x) = =l _ 3 _
7] 3
Resitev naloge 10. 4

a. Normala na ravnino X mora biti pravokotna na premico p (da bo p vzporedna
ravnini) in na premico g (ker g leZi v ravnini). Ker sta smerna vektorja premic p
in g nenic¢elna in linearno neodvisna, lahko normalo ravnine X izra¢unamo kot
vektorski produkt smernih vektorjev p = [1,2,1]" in g = [-2,-3,1]T,

n=ng=pxq=1[5-3,1]".
Seveda bi lahko za normalo ravnine vzeli tudi katerikoli nenicelni veckratnik

vektorja 71. Za to¢ko na ravnini lahko vzamemo katerokoli tocko na premici g, na
primer Q(0, 1, —1). Tako dobimo enacbo za X:

n-r=n-ryp oziroma 5x-3y+z=—-4.
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Suika 1. Skica k nalogi 10.

b. Ta dellahko resimo na vec¢ na¢inov. Lahko se iz tocke A premaknemo za k-kratnik

normale, in pora¢unamo k tako, da bo dobljena tocka leZala na ravnini. Iz
o= T kil =
= [7,1,-1]" - k[5,-3,1]" =
= [7-5k,1+3k,-1-k]" e
in enacbe ravnine X dobimo enac¢bo
57 -5k)-3(1+3k)—1-k =—4,

ki ima reSitev k = 1. Torej je A’(2,4, -2).

Ce slucajno Ze poznamo formulo za pravokotno projekcijo enega vektorja na

drugega, imamo Se en moZen pristop. Pois¢emo vektor med katerokoli tocko na

ravnini, recimo Q(0,1,-1), in A(7,1,—1). Ozna¢imo ga z a in izra¢unamo
a=14—10=1[7,0,0]"

Projekcijo vektorja @ na 1 0zna¢imo z b in jo izratunamo po formuli

n-a_. 35. _
— N = —Nn =1.
n-n 35

Ce od krajevnega vektorja 74 odstejemo projekcijo b pristanemo ravno na ravnini
L. Projekcija to¢ke A na ravnino X je torej A’(2,4, -2).

. Smerni vektor projicirane premice p’ Ze poznamo, saj je enak p. Potrebujemo
Se eno tocko na premici p’. Dovolj je projicirati katerokoli tocko s premice p na
ravnino L. Ce opazimo, da to¢ka A iz prejénjega dela naloge leZi na premici, lahko
uporabimo kar Ze izrac¢unano tocko A’. Tako lahko takoj zapiSemo parametri¢no
obliko iskane premice:

p’:[2,4,-2]" +t[1,2,1]".

Resitev naloge 11. 2ty

a. Na ravnini z enac¢bo z = 0 leZijo tiste tocke, ki imajo tretjo komponento enako 0.

To sta torej tocki A in B.
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Siika 2. Skica k nalogi 11.

b. Ker A in B Ze lezita na ravnini, je A’ = A in B’ = B. Izrac¢unajmo enacbo premice
—_

p skozi S in C. Smerni vektor bo p = SC = [-3,4,-2]". Za to¢ko na premici
lahko vzamemo C in dobimo enac¢bo premice

p:[0,3,2]" +t[-3,4,-2]".
Vsaka to¢ka na premici p je torej oblike [-3¢,3 + 4t,2 — 2¢]T. Ce Zelimo, da bo

tretja komponenta enaka 0, mora biti f = 1 in dobimo C’(-3,7,0).
c. Plos¢ino trikotnika A’B’C’ najlazje izra¢unamo po formuli

S = 3IIA'B’xA’C’|| = §I[0,3,0]" x [-3,7,0]"|| =
= 1I[0,0,91"I = 4.

Resitev naloge 12. @

Suika 3. Skica k nalogi 12.
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—_

. Ravnina X bo vsebovala vektorja AB in AC, zato lahko za njeno normalo vzamemo

njun vektorski produkt:

ii = ABx AC =[2,1,0]" x[0,2,1] = [1, -2, 4]".

Za to¢ko na ravnini izberemo A(0, 0,0) in dobimo enacbo ravnine

n-r=n-rq4 oziroma x —2y +4z = 0.

. Ker mora biti premica p pravokotna na ravnino, lahko za smerni vektor vzamemo

kar normalo ravnine. Enac¢ba premice p je torej

p:[3,1,5]" +t[1,-2,4]".

. To¢ke na premici p imajo koordinate [3 +¢,1 — 2¢,5 + 4¢]T. Ko to vstavimo v

enacbo ravnine X, dobimo
3+t-2(1-2t)+4(5+4t)=0,

od koder izra¢unamo t = —1. To vstavimo v enac¢bo premice in dobimo to¢ko
D'(2,3,1).

. Prostornino tetraedra dobimo po formuli

V = 1Sapch,

kjer je Sapc plosc¢ina osnovne ploskve, /i pa viSina. Prvo izra¢unamo s pomocjo
vektorskega produkta:

SaBc = %||AB x AC|| = %”ﬁ” _ %\/ﬁ
Visina iz D na ploskev ABC je DD’, zato je

—_—\

h=DD'|| = |I[-1,2,-4]"|| = V21.
TorejjeV:%-% 21-21=12.

<‘

z
2

Resitev naloge 13. @™

Stika 4. Skica k nalogi 13.
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a. Najprej izratunamo kot 9 med smernim vektorjem premice p, p = [0,1,1]", in
normalo ravnine 7 = [2,1,2]". Uporabimo formulo za skalarni produkt:

7|l pll cos 9,
2.0+1-1+2-1 = V22+12+22V02+ 12+ 12¢cos 9,
3 = \/§V§cos\9,

1
—-= = cos¥
V2 ¢

n-p

\2

oziroma cos ¥ = +-. Od tod dobimo ¥ = 7. Kot ¢ med premico in ravnino je
takoenak p = 7 -9 =7 -7 = 7.
. Toc¢ke na premici p imajo obliko

[3,0,0]" +t[0,1,1]" = [3,¢,¢]".
To vstavimo v enacbo ravnine X in dobimo enacbo za t,

2:3+t+2t=09,

z reSitvijo t = 1. Ko to vstavimo nazaj v enacbo premice, dobimo presecisce
T3,1,1).
. Pravokotna projekcija p’ bo vsebovala tocko T. Dolo¢iti moramo $e smerni vektor,
ki ga dobimo kot razliko krajevnih vektorjev dveh to¢k na p’. Drugo tocko dobimo
tako, da poljubno od T razli¢no tocko s premice p projiciramo na ravnino X.

Izberimo kar tocko A(3, 0, 0). Ko se premaknemo za veckratnik normale iz tocke
A, dobimo to¢ko [3 — 2k, —k, —2k]". To vstavimo v enacbo ravnine in dobimo

2(3 - 2k) — k +2(=2k) = 9.

Resitev je k = —% in projekci_jz_a:‘l na ravnino je A’(%, %, %) Smerni vektor premice
p’ bo vzporeden vektorju TA’ = [%, —%, —%]T, recimo p’ = [2,-2,-1]". Iskana

enacba je torej
p’:[3,1,1]" +¢[2,-2,-1]".

Resitev naloge 14. @~

a. Izracunamo enacbo ravnine X, ki jo dolocajo tocke A, B in C in preverimo, ce

tocka D leZi na tej ravnini. Normalni vektor ravnine X bo vzporeden vektorju

AB X AC = [3,-3,6]T x [=6,-3,3] = [9, —45, —27]".
Izberemo si nn = [1, -5, —3]". Izra¢unamo $e
x-5y—3z =n-r = [1,-5,-3]"-[3,6,3]" = -36.

Torejje X: x —5y — 3z = —36. Ce vstavimo koordinate toc¢ke D, vidimo, da enacba
ni izpolnjena. Toc¢ka D torej ne leZi na X, to pa pomeni, da tocke A, B, C in D ne
leZijo na isti ravnini.
. Izra¢unajmo projekcijo A’ tocke A naravnino A: x+y—z = 0. 1z A se premaknemo
za nek veckratnik normale v to¢ko [3 + k,6 + k,3 — k]'. Ta tocka mora leZati na
ravnini, zato je
3+k+6+k—-3-k)=0,

od koder dobimo k = =2 in A’(1, 4, 5). Podobno izra¢unamo e

B'(6,3,9), C(-1,5,4) in D'(-2,7,5).

Opazimo, da tocka B Ze leZi na ravnini A, zato je B = B'.
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Stika 5. Skica k nalogi 14.

c. Tocke na daljici A’D’ imajo smerni vektor

—_—\

ra+tA'D’ = [1,4,5]" +¢[-3,3,0]" = [1-3t,4+3t,5]

zanek t,0 < t < 1. Tocke na daljici B’C’” imajo smerni vektor

—_

1 +sB'C" = [6,3,9]" +s[-7,2,-5]" = [6—7s,3+25,9—5s]"

zanek s, 0 < s < 1. Morebitno presecis¢e bo lezalo na obeh daljicah, zato bo
veljalo

[1-3t,4+3¢t5]" =[6-7s,3+2s5,9—55]"
oziroma po komponentah

1-3t = 6-17s,
443t = 3+2s,
5 = 9-5s.

Dobili smo sistem treh enacb z dvema neznankama. Ce je sistem enoli¢no resljiv
in leZita t in s med 0 in 1, potem se daljici sekata. Ce je sistem enoli¢no resljiv,
ampak je vsaj eden od parametrov vedji od 1 ali manjsi od 0, potem se sekata
premici, daljici pa ne. Ce sistem ne bi imel reSitev, bi v splognem to pomenilo, da
sta premici mimobeZni, vendar se to v tem primeru ne sme zgoditi, ker vemo, da
lezita v isti ravnini, vzporedni pa tudi nista, saj imata razlicna smerna vektorja.
Iz tretje enacbe lahko takoj izra¢unamo s = %. To vstavimo v drugo enacbo in
dobimo ge ¢ = L. Ce oboje vstavimo v prvo enacbo, vidimo, da je res izpolnjena.
Presecisc¢e P obeh daljic dobimo tako, da enega od parametrov vstavimo v
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parametrizacijo daljice:

[1-3t,4+3t,5]" = [1_g,4+%,5]T = [2,2,5]

Resitev naloge 15. @

Stika 6. Skica k nalogi 15.

a. Normalni vektor ravnine bo vzporeden vektorju

ABXAC = [-2,0,-1]"x[0,2,1]" = [2,2,-4]".

Izberimo # = [1,1,-2]". Za to¢ko na ravnini uporabimo toc¢ko A. Ker je n-ry =3,
je enacba ravnine
Yix+y—2z=3.

b. Smerni vektor premice, pravokotne na ¥, bo enak 7, zato se enacba te premice

glasi
p:[1,2,3]" +t[1,1,-2]".

c. Razdalja d med to¢ko T in ravnino X je razdalja med T in pravokotno projekcijo
T’ tocke T na X.. Ker je premica p pravokotna na X in vsebuje T, bo T’ presecisce
p in X. Toc¢ke na p imajo koordinate [1 +£,2 +¢,3 — 2t]7, in ko to vstavimo v
enacbo za X, dobimo

1+t+2+t-2(3-2t)=3.
Torejjet =1inT’(2,3,1). Zdaj lahko izracunamo

ITT = 1,1, 21|l = 12+ 12+ (-2 = V6.

Resitev naloge 16. @

—_

a. Najprej izratunamo AB = [3,3,3]" in AC = [6,-3,-3]T, potem pa opazimo, da

je AB - AC = 0, torej sta vektorja pravokotna in je kot med njima 7 = 90°.
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Suika 7. Skica k nalogi 16.

b. Tezisce se izrac¢una po formuli

. 1. - . 1
o= 5(rA+rB+rc) = 3[18,3,6]T = [6,1,2].

c. Premica, ki bo pravokotna na ravnino trikotnika ABC, bo imela smerni vektor,
vzporeden normali, ki jo izracunamo kot

ii = ABxAC = [0,27,-27]".
Najbo p = [0,1,-1]". Enac¢ba premice se torej glasi
p:[6,1,2]" +t[0,1,-1]".

Resitev naloge 17. @~

Ny

Suika 8. Skica k nalogi 17.

a. To¢ke na premici p lahko zapigemo kot [t + 1,3t,2t + 1]T, tocke na premici g pa
kot [3s+4,25+2, —S]T. IS¢emo taki vrednosti za parametra t in s, da bosta zgornji
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trojici po komponentah enaki. Iz prve komponente lahko izrazimo t = 3s + 3 in
vstavimo v drugo, pa dobimo 3(3s + 3) = 25 + 2 oziroma s = —1 in zato f = 0.
Oboje vstavimo Se v enacbo, ki jo dobimo z izenacenjem tretjih komponent in
vidimo, da je tudi ta izpolnjena. Tocka, ki leZi v preseku obeh premic, ozna¢imo
jos T, ima torej koordinate T(1,0, 1).

b. Ozna¢imo kot med premicama s ¢ in smerna vektorja premic z p = [1,3,2]" in
g =[3,2,-1]". 1z enakosti

p-q=1plliqll cos ¢

dobimo
3+46-2 = V12+32+224/32 422 1+ (-1)2cos ¢,
7 = l4coso,
cosp = 3.

Torejje ¢ = 5 = 60°.
c. Normalni vektor 7 ravnine ¥ bo pravokoten na oba smerna vektorja, zato bo
vzporeden z vektorskim produktom p x g = [-7,7,-7]". Izberimo na primer
n =[1,-1,1]", za tocko na ravnini pa kar presek premic T. Enacba ravnine se
potem glasi
X—y+z=2.

Resitev naloge 18. @

Siika 9. Skica k nalogi 18.

a. Za tocke, ki leZijo v preseku ravnin, morata biti izpolnjeni obe enacbi. 1z enacbe
ravnine X izrazimo x = 2z — y in vstavimo v enacbo ravnine A, pa dobimo
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2z —y +2y —z = 1 oziroma y = 1 — z. To¢ke v preseku so torej [3z — 1,1 -z, z]"

kar je ravno parametrizacija premice

p:[-1,1,0]" +z[3,-1,1]".

7

. Uporabili bomo formulo za zrcaljenje to¢ke A preko ravnine X:

?A// = ?A - 2 pI'O]ﬁZ (PA),

kjer je P poljubna tocka na ravnini . V nasem primeru je najlazje izbrati eno od
tock s premice p, na primer P(-1,1,0). Za tocko A vzemimo tocko s krajevnim
Vektor]em r4 = 1p + n. Na ta nacin bomo dosegh da se bo predstavnik normale

ny = = PA prezrcalil preko ravnine X v vektor PA’ ’, kibo torej predstavljal normalo
ravnine A’. Najprej posebej izra¢unajmo A(0, 3, —1) in

TZA 1’124

T
proj; (PA) = ny = 2[1,1,-2]" = [2,2,-2] .
ny - fy,
Iz zgornje formule za projekcijo ¢ez ravnino zdaj dobimo
B T T
= 03,1 - [3,3,-9]" = [-3.4.4"

Izracunamo Se vektor P_A'\’ = [—%, 5 g]T. Za normalo 7, lahko vzamemo
katerikoli vzporedni vektor, na primer na = [-2,1,7]". Enac¢ba ravnine A’ se
torej glasi

N: =2x+y+7z=3.

Pri tem smo za to¢ko na ravnini seveda uporabili to¢ko P.

Resitev naloge 19. @

Stika 10. Skica k nalogi 19.

a. Tocke na premici p imajo parametrizacijo [t,2t + 1,¢ + 1]7. Ce to vstavimo v

enacbo za ravnino X, dobimo
F=2Q2t+1)+2(t+1)=1,

od koder izracunamo t = —1. Tocka, ki leZi v preseku ravnine X in premice p je
torej P(-1,-1,0).
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b. Normalni vektor ravnine X je n = [1,-2,2], smerni vektor premice p pa ﬁ =
[1,2,1]. Kosinus kota 9 med normalo in smernim vektorjem dobimo iz formule

p-n =|plllinll cos 9.
Kerje ||pll = V6 in||7]| =3, je
1-4+2=3V6cos 9,

od koder izrazimo cos 9 = _3%/6' [zra¢unamo

1
arccos [———| ~ 97.8°.
( 3\/8)

Kot med vektorjema je seveda lahko vecji od 90°. Kot med premicama, dolocenima

z vektorjema p in 71, je v tem primeru enak 8’ ~ 180° — 97.8° = 82.2°. Kot med
premico in ravnino je zato enak

@ =90°-9 ~ 90°-822° = 7.8°

Ra¢un bi malce poenostavili, ¢e bi namesto vektorja 71 uporabili vektor —7.

c. Prezrcaljena premica p’ bo vsebovala toc¢ko P, v kateri premica p seka ravnino.
Dolo¢iti moramo le $e smerni vektor p’. To naredimo tako, da izberemo poljubno
od P razli¢no to¢ko A na premici p in jo prezrcalimo ¢ez ravnino X v tocko A”.

-

Potem bo p’ vzporeden vektorju PA”.
To¢ko A lahko na primer izberemo tako, da je 74 = 7p + p. Dobimo A(0, 1, 1).
Uporabimo formulo

?Au = FA -2 pl‘Oj;Z (PA).

Najprej izratunamo PA=[1,2,1"in

PA-n
nen

proj;):(ﬁ) = ﬁ = _%[1/ _212]1-1

nato pa Se
- 2 T
rar = [0, 1, 1]T + 5[1/ _21 2] = [%’ g’ %] :

Smerni vektor p’ bo torej vzporeden vektorju

—_—

n_ > = _r11 14 1317
PA" =1 =1 = 5,5, 5] -
Ce izberemo na primer p’ = [11, 14, 13]", dobimo enacbo

p’: [-1,-1,0]" +t[11,14,13]".

Resitev naloge 20. @™

a. Izra¢unamo vektorje 1@, B_\C, C_D\ in ﬁ;
AB = [-2,-1,-2[",
BC = [1,2,-2]",
CD = [2,1,2],

—

DA = [-1,-2,2].
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Stika 11. Skica k nalogi 20.

Ker je 1@ = D_C\ in B_C\ = zﬁ, so nasprotne stranice v Stirikotniku ABCD
vzporedne in je ABCD paralelogram. Ker so dolZine vseh zgornjih vektorjev
enake, je ABCD romb. Izra¢unamo $e skalarni produkt

AB-AD = [-2,-1,-2]"-[1,2,—2]" = —2-2+4 = 0.

Sledi, da kot pri A meri 7 = 90°. Ker je ABCD romb, je kot pri C enak kotu pri
A, kota pri B in D pa sta komplementarna A, zato so vsi $tirje koti pravi. Romb
ABCD je torej kvadrat.

Ker je

ICD|| = V22 +12 + 22 = V9 = 3,
je dolZina stranice kvadrata enaka 3, njegova plosc¢ina pa 9.
. Preostala oglis¢a kocke dobimo tako, da za¢nemo v vsakem od oglis¢ kvadrata
in se v smeri, pravokotni na ravnino kvadrata ABCD, pomaknemo za dolZino
stranice kvadrata. Pravokotno smer dolo¢imo s pomocjo vektorskega produkta.
Ker je
AB X AD =[-2,-1,-2]" x[1,2, -2]" = [6, -6, =3]",

bo iskani vektor dolZine 3 v tej smeri enak v = [2, -2, —1]". Seveda se lahko iz
vsake od to¢k A, B C in D premaknemo za v ali pa za —v, zato sta re$itvi dve.
Premik za v nam da oglis¢a

A'4,-1,3),B'(2,-2,1),C’(3,0,-1) in D'(51,1),
premik za —v pa oglisca
A”(0,3,5),B"(=2,2,3),C"(~1,4,1) in D"(1,5,3).

Iskani kocki sta ABCDA’B’C’D’ in ABCDA”B”C”D”. N
. Ker imamo dve kocki, bosta resitvi dve, in sicer premici z enacbama 74 +tAC in

74 +1AC”. Kerje AC’ = [1, -1, -5]" in AC” = [3,3,-3]T, dobimo
p’:[2,1,4]" +t[1,-1,-5]"
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in
p”:[2,1,4]" +[-3,3,-3]".

Resitev naloge 21. @~

Srika 12. Skica k nalogi 21.

—_\

a. Na]pre] preverlmo ¢ejenaloga dobro sestavl]ena inje kot med AB in BC pravi. Res,
AB (1,2, 2] BC =[-2,-1,-2]"in AB BC 0. Zatobo ABCD pravokotmk
¢e bo vektor AD D — 14 enak vektorju B C. Iz enakosti ip — 74 = B C dobimo

7y =74+ BC = [2,0,4]T +[=2,-1, 2] = [0,-1,2]"

in iskana tocka je torej D(0, -1, 2).
b. Smerni vektor premice p bo vzporeden z vektorjem

—

BD = m—-1m = [-3,-3,0]".
Izberimo na primer p = [1,1,0]". Ker bo premica p vsebovala tudi to¢ko D,

dobimo enacbo
p:[0,-1,2]" +¢t[1,1,0]".
c. Ravnina bo pravokotna na premico p, &e bo p njena normala. Kerje p - 74 = 2, se

enacba ravnine glasi
x+y=2

Resitev naloge 22. @
a. Ker je
6:-2+0-2+3-(-1) 9
24224(-12 9’
je projekcija vektorja u na vektor a enaka

Q=
b Q1] )

p = proju = Lla=3-= [2,2,-1]".
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Stika 13. Skica k nalogi 22.

b. Na ravnino X so pravokotni vsi vektorji oblike [4k, 4k, —2k]T, torej tudi p, ki ga
dobimo pri k = 1.
c. Ker smo Ze izra¢unali pravokotno projekcijo p vektorja # na normalo ravnine, je

g =1u-p =106073]"-122-1" = [4,-2,4]".
Ce tega ne opazimo, moramo izbrati dva linearno neodvisna vektorja v ravnini
Y, na primer v1 = [1,-1,0]" in v, = [1,1,4]", in izra¢unati koeficienta

u-o u-vy 18 _
50, 18

:2:3 in 1,

0101
potem pa dobimo g kot

g = 3v1+0y = [3,-3,0]" +[1,1,4]" = [4,-2,4]".

Resitev naloge 23. @™

Stika 14. Skica k nalogi 23.

a. Premica p ima parametri¢no enacbo

p:[1,1,3]" +¢[2,1,3]".
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Koordinate to¢k na premici so torej x = 1+2t,y = 1+t in z = 3+ 3t. Ce iz vsake
od teh enacb izrazimo t, dobimo kanonsko obliko enac¢be premice p,

x-=1 _1_2—3
p' 2 _y - 3

b. Najprej pois¢imo dva vektorja, ki lezita v ravnini X. Eden bo

G=AB = rs—7a = [2,1,4]"=[1,1,3]" = [1,0,1] .

Drugi je lahko kar smerni vektor p. Normala ravnine bo pravokotna na oba, zato

bo
n=rpxq=1[213"x[1,01]" = [1,1,-1]".
Za to¢ko na ravnini izberemo A in izratunamo 7 - 74 = —1. Enacba ravnine je torej
Yix+y—-z=-1
Resitev naloge 24. @

Stika 15. Skica k nalogi 24.

a. Ker X vsebuje premico p in je vzporedna premici g, bosta oba smerna vektorja
leZzala v ravnini X. To pomeni, da bo normala vzporedna vektorskemu produktu

5X§ = [0/11_1]TX [2/ 1/ _2]T = [—1,—2, —Z]T.

Izberimo 1 = (1,2, 2]T. Za to¢ko na ravnini vzamemo A in izratunamo 74 - 1 = 3.
Enacba ravnine je torej

Y:x+2y+2z=3.

b. NajlaZje je, ¢e od vektorja v odstejemo njegovo projekcijo na normalo ravnine :

s

v = U-projv=
. v-n -
= 00— == =
n-n
-~ 9.
9
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Resitev naloge 25. @

Stika 16. Skica k nalogi 25.

N

a. Za tocko D bo veljalo, da je zﬁ = B_C\, torej bo 1p — 74 = 1c — 1g. Od tu izrazimo
o = To—Te+7a = [<1,4,5" = [1,2,3] +[1,0,-1]" = [-1,2,1]",
torejje D(-1,2,1).

produkt poljubnih dveh linearno neodvisnih pravokoten na ravnino. Na primer,

ABXAC = [0,2,4] x [=2,4,6]T = [-4,-8,4],

zato lahko za normalo ravnine vzamemo 7 = [1,2,-1]T. Kerjen-74 = 2, je
enacba ravnine

Yix+2y—z=2.

c. Premica p ima za smerni vektor kar normalo ravnine, tj. p = 1. Poiskati moramo
Se srediSce paralelograma S. LeZalo bo v razpolovis¢u obeh diagonal, zato bo

rs = 3(ra+rc) = [0,2,2]".
Enacba premice p je torej

p:10,2,2]" +t1,2,-1]".

Resitev naloge 26. @

a. Premici bosta vsebovali tocko A, smerna vektorja pa bosta enaka u in v. Torej
p:[1,3,5]" +t[1,1,0]" in gq:[1,3,5]" +s[2,2,1]".

b. Ker ravnina vsebuje smerna vektorja p = u in g = v, lahko normalni vektor
ravnine X dobimo kot vektorski produkt

N

n=uxv =[1,1,0]"x[2,2,1]" = [1,-1,0]".
Kerje A € Zin 74 - n = -2, ima ravnina enacbo

Yix—y=-2.
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Nyl

Ql

Stika 17. Skica k nalogi 26.

c. Ravnini, ki sta od £ oddaljeni za V2, bosta z ravnino ¥ vzporedni, zato bosta
imeli isto normalo. Vsebovali bosta toc¢ki A’ oziroma A”, ki ju dobimo tako, da se

iz A premaknemo vzdolz normale za +V2. Torej
- n 1
Fa e V2 = [1,3,507+ V2. —[1,-1,0" = [1,3,5]" £ [1,-1,0"
[ V2

Dobimo to¢ki A’(2,2,5) in A”(0,4,5). Kerje rar-n = 0in 7a» - n = —4, imata
ravnini enacbi

Y:x-y=0 in Y:x-y=-4

Resitev naloge 27. @

Stika 18. Skica k nalogi 27.
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Resitev naloge 28.

. Najprej izrac¢unajmo vektorski produkt

ABXAC = [4,1,-1]"x[2,1,0]" = [1,-2,2]".

Potem je

Sasc = 3l[1,-2,2]"| = IVI2+(-22+22 = 3.

— —\

. Normala ravnineje n = AB x AC = [1,-2,2]". Kerje 74 - n = 8, je njena enacba

Y:x—-2y+2z=28.

. Premica ima za smerni vektor normalo ravnine in vsebuje tocko A, zato je njena

enacba enaka
p:[0,-1,3]" +t[1,-2,2]".

(b) in (c)

Stika 19. Skica k nalogi 28.

a. Toc¢ke na premici p leZijo na ravninah X; in X5, zato ustrezajo obema enacbama.

Dobimo sistem
2x -y -2z = 3,
3x +y+2z 2.

Iz prve enacbe najlazje izrazimo y = 2x — 2z — 3. To vstavimo v drugo enacbo
in dobimo 2 = 3x + 2x — 2z + 3 + 2z = 5x — 3, od koder takoj sledi x = 1 in zato
y = =2z — 1. Toc¢ke na premici p so torej oblike [1, -2z — 1, z]T, parametricna
enacba premice pa je zato enaka

p:[1,-1,0]" +z[0,-2,1]".

Seveda bi lahko nalogo resili tudi tako, da bi za smerni vektor premice p vzeli
vektorski produkt normal 711 in 71, za to¢ko na premici pa uganili eno tocko A, ki
zadosc¢a obema enacbama.

. Videli smo Ze, da so tocke na premici p oblike [1, -2z — 1, Z]T. To vstavimo v

enacbo tretje ravnine in dobimo

-4 =1-(-2z-1)-5z = 1+2z+1-5z = 2-3z,
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od koder takoj sledi z = 2. Premica p in ravnina X3 se torej sekata v tocki
P(1,-5,2). Seveda tocka P lezi tudi na ravninah X; in X, torej se v tej tocki
sekajo vse tri ravnine.

c. Najprejis¢emo kot 9 med smernim vektorjem p = [0, -2, 1]T premice p in normalo
n3 = [-1,1,5]" ravnine Z3. Uporabili bomo formulo

nz - p = ||n3ll||pll cos 9,
kjer smo s ¥ oznacili iskani kot. Dobimo
0-=1+(=2)-1+1-5 = (=12 +12+52y/02 + (-2)2 + 12cos 9,
3 = V27V5cos 3,
3 = 3V3V5cos 3,
1

V15
9 =~ arccos(0.258)

S = 75°%
Kot med premico in ravnino je torej enak
@ =90°-9 ~ 90°-75° =15

0
O
@
<
I

Resitev naloge 29. @

S|

Stika 20. Skica k nalogi 29.

a. Ker vektorja AB in AC lezita v ravnini ¥, bo njena normala n vzporedna
vektorskemu produktu
ABx AC = [1,2,-2]" x[0,0, =3]" = [-6,3,0]".
Najbon =[2,-1,0]". Kerjera-n =1-2+(=1)- (1) +3- 0 = 3, je iskana enacba
ravnine
Y:2x -y =3.
b. Smerni vektor premice p bo vzporeden vektorju AD = [0,5,0]". Najbop =
[0,1,0]". Za to¢ko na premici p lahko vzamemo kar A. Dobimo

p:[1,-1,3]+[0,1,0]".
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c. Pravokotna projekcija p’ premice p na ravnino X bo vsebovala to¢ko A, v kateri
proj jap p P

premica p seka ravnino. Izberemo Se eno od A razli¢no tocko na premici p,
na primer kar dano toc¢ko D, in jo projiciramo na X v tocko D’. 1z D se torej
premaknemo za nek veckratnik normale in pristanemo na X:

=1 +kn=[1,4,3]" +k[2,-1,0]" = [1 +2k,4 - k,3]".
Ker D’ lezi na L, velja 2(1 + 2k) — (4 — k) = 3 oziroma k = 1. Ker je

AD’ =7y —7a =[3,3,3]" - [1,-1,3]" = [2,4,0]",

lahko za smerni vektor premice p’ izberemo p’ = [1,2,0]" in dobimo enacbo
premice

p’: [1,-1,3]" +t[1,2,0]".

Resitev naloge 30. @

Stika 21. Skica k nalogi 30.

a. Najprej izra¢unamo kot 9 med normalo ravnine 7 = [1,1,0]" in smernim

vektorjem premice ﬁ =[1,2,2]" iz zveze
ii -5 = il cos 9.
Dobimo

1-1+1-2+0-2

V12 +12 + 02V12 + 22 + 22 cos 9,
@\/Ecos 9,

cos 3.

&l” w

Sklepamo, daje 8 = 7 = 45°. Iskani kot med premico in ravninoje ¢ = 7 -9 = 7.
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b. To¢ke na premici p so oblike [1 + ¢, -2 + 2¢, -3 + 2¢]T. Ce to vstavimo v enacbo
ravnine X, dobimo (1 +¢) + (-2 +2¢t) = 5 oziroma t = 2. Tocka, v kateri se premica
p in ravnina X sekata, je torej P(3,2,1).

c. Ker ravnina X’ vsebuje premico p, bo njena normala 7’ pravokotna na smerni
vektor p premice p. Ker je ravnina X’ pravokotna na ravnino X, bosta tudi vektorja
n’ in n pravokotna. Normala 71’ bo torej vzporedna vektorskemu produktu

pxn=[1,22]"x[1,1,0]" =[-2,2,-1]".
Najbo n’ =[2,-2,1]". Kerje P € X’ in je
n-mp=[2,-2,1"-[3,2,1]"=6-4+1=3,
je iskana enacba ravnine

Y:2x-2y+z=3.

Resitev naloge 31. @

Stika 22. Skica k nalogi 31.

a. Ker je ravnina X pravokotna na premico p, lahko za njeno normalo vzamemo kar
smerni vektor premice. Torejje ny, = p = [1,2,1]". Ker je

ny-ra=[1,2,1"-[1,1,1]"=1+2+1=4,
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se iskana enacba glasi
Yix+2y+z =4

. To¢ke na premici p so oblike [t +1,2¢,t + 1]7,t € R. Ker pri nobenem ¢ ne velja

[F+1,2¢,t+1]" =[1,1,1],

tocka A ne lezi na premici p. To pomeni, da tocka A in premica p doloc¢ata natanko

eno ravnino A. Ce bi tocka A leZala na premici p, bi bilo reSitev neskon¢no. Ker

ravnina A vsebuje premico p, je normalni vektor n pravokoten na smerni vektor
—

premice p. Prav tako je n, pravokoten na vektorje PA za vse totke P € p. Naj

bo Py(1,0,1). Potem je P(TLX =[0,1,0]" in normala 71 je vzporedna vektorskemu
produktu

5 x PoA =[1,2,1]"x[0,1,0]" = [-1,0,1] .
Najbo 115 = [1,0,-1]". Ker je
npn-7a=[1,0,-1]"-[1,1,1]" =1-1 =0,
je
Aix—-2z=0

iskana enacba.

. Tocke na premici g bodo resitve sistema

x+2y+z=4,
x—z=0.
Iz druge enacbe izrazimo z = x in vstavimo v prvo in delimo z 2, pa dobimo

x +y = 2 oziroma y = 2 — x. Tocke na premici g so torej oblike [x,2 — x, x]".
Enacba premice g je

g:10,2,0]" +¢[1,-1,1]".

Resitev naloge 32. i

(0)

Stika 23. Skica k nalogi 32.
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a. Plos¢ina je enaka
Sapc = MABxACI = 400,-2,-2]" x[-2,-1,0]| =
= [-2,4,-4]" = IVa+16+16 = 1V36 =
b. Na ravnini bodo poleg tocke A lezale tudi vse tocke s premice p, med njimi
tudi tocka P(4,-2,1). Zato bo normala ravnine n pravokotna na vektor P_\A =
[1,—4,0]". Prav tako bo 1 pravokotna na smerni vektor p = [2, -1, 1]" premice p.
Ker je
PAxp=[1,-4,0]" x[2,-1,1]" = [4,1,-7]",
lahko za normalno ravnine vzamemo kar vektor n = [4,1, —7]T. Izrac¢unamo Se
n-mp=1[41,-71"-[4,-21"=16-2-7=7
in zaklju¢imo, da je enacba ravnine
Yidx+y-7z=7.
c. Pois¢imo ravnino A skozi B, ki ima za normalo vektor ﬁ, in poglejmo, v kateri
tocki seka premico p. To presecisce bo B’. Ker je
=[2,-1,1]"-[3,0,-1]"=6-0-1=5,
je
AN:2x—y+z=05.
Tocke na premici p so oblike
rk)=1[4,-2,11" +k[2,-1,1]" = [4 + 2k, -2 — k,1 + k] .
Ce to vstavimo v enacbo ravnine A, dobimo ena&bo
24+2k)-(-2—-k)+(1+k)=5
zreSitvijo k = -1. Iz
r(=1) = [4+2(-1),-2 - (-1),1+ (-1)]" = [2,-1,0]"
dobimo iskano to¢ko B’(2, -1, 0).

Resitev naloge 33. i

a. Iz enacbe za A izrazimo x = 3 + y in vstavimo v enacbo za X, pa dobimo
3+ 1y +2y =3+ 3z oziroma y = z. To¢ke na preseku obeh ravnin so torej oblike
[3 +z,z,2]T, zato je iskana parametrizacija premice
p:[3,0,0]" +2[1,1,1]".
b. Ravnina X’ bo vsebovala premico p, zato bo njena normala n’ _pravokotna

na p = [1,1,1]". Poleg tega pa bo n’ pravokotna na normalo 7 ravnine X,
=[1,2,-3]". Naj bo torej

n=pxn=[1,1,1"x[1,2,-3]" =[-5,4,1]".

Za tocko na ravnini ' lahko vzamemo katerokoli tocko s premice p, na primer
P(3,0,0). Ker je n-mp=-5-3=-15, je iskana enacba ravnine

Y: —5x +4y +z =-15.

Resitev naloge 34. @
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Stika 24. Skica k nalogi 33.

Z/

Stika 25. Skica k nalogi 34.

a. Tocke na premici p so oblike

[2,0,-1]" + k[3,-1,2]" = [2 + 3k, -k, -1 + 2k]".
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Ce to vstavimo v enacbo za ravnino X, dobimo ena¢bo
22 +3k)—(-k)+(-1+2k)=3

z resitvijo k = 0. Iskano presecisce premice p in ravnine X je torej tocka T(2, 0, —1).

. Ker premica g lezi v ravnini X, je njen smerni vektor q pravokoten na normalo

n =[2,-1,1]". Ker premica g seka premico p pod pravim kotom, je § pravokoten
tudina p = [3,-1,2]". Naj bo zato

g=pxn=[3-1,2"x[2,-1,1]" =[1,1,-1]".
Za tocko na premici q lahko vzamemo kar tocko T. Enacba premice g je torej

g:[2,0,-1]" +¢[1,1,-1]".

. Ker ravnina A vsebuje premico p, bo njena normala pravokotna na p. Ker je

ravnina A pravokotna na ravnino ¥, bo njena normala pravokotna na n. Za
normalo ravnine A lahko torej vzamemo kar vektor g. Ker tocka T leZi na ravnini
Ainje
a ' ?T = [1/ 11 _1]T ' [21 OI _1]T = 3/
je iskana enacba
A:x+y—z=3.

2. Sistemi linearnih enacb

Resitev naloge 35. @

a
b.

. Ta sistem je linearen sistem dveh enacb z dvema neznankama x; in x».

Ta sistem ni linearen, ker se poleg neznank x1, x; in x3 pojavita Se produkta x1x;
in xpx3.

. To je linearen sistem dveh enacb s tremi neznankami x1, x2 in x3.
. Ta sistem ni linearen, ker se poleg neznank x1, x, in x3 pojavita Se izraza cos(x»)

in e*3,

. To je linearen sistem treh enacb s tremi neznankami.

Resitev naloge 36. @

Sistem

ZX1 — X2 = —1,
5x1 +2x7 = 8§,

lahko zapigemo v obliki AX = b pri

Sistem

A=

2 -1 - -1 ~ X1
, b= in x= .

X1—Xo+2X3= T — X3,
2x1 —2x3 = e,
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lahko zapigemo v obliki AxX = b pri
x
1 -1 3| - [=] . |7
= , b= mn x=| x
2 0 -2 e
X3
Sistem
. T
X1 —5xp + (sm Z) X3 = 2,
(\/ﬁ +cosT)x1 — x2 +3x3 = 2,
x1+2x = 1,
lahko zapigemo v obliki AX = b pri
1 =5 sinj 2 X1
A=| V17 +cosnt -1 3 ,l;z 2 in x=|x
1 2 0 1 X3
Resitev naloge 37. @

a.

Resitev naloge 38.

Sistem ima dve enacbi in dve neznanki. Enacbi nista enaki in nista protislovni,
zato bo sistem enoli¢no regljiv. Ce enacbi sestejemo, dobimo 2x = 4 oziroma
x = 2. Iz prve enacbe nato sledi, da je y = 1. Hitro se prepri¢amo, da dobljena x
in y ustrezata tudi drugi enacbi. Edina reSitev je torej x =2, y = 1.

. Sistem ima tri enacbe in dve neznanki. Ce so kaksne od enacb protislovne, potem

sistem ne bo regljiv. Ce je katera od enacb kombinacija ostalih dveh, se lahko
zgodi, da bo resSitev neskon¢no ali pa bo sistem enoli¢no resljiv. Ker sta prvi dve
enacbi enaki kot v prejsnji tocki, Ze vemo, da jima zado$cata x = 2, y = 1. Hitro
se prepri¢amo, da ustrezata tudi tretji enacbi. Ta sistem je torej enoli¢no resljiv.

. Sistem ima samo eno enacbo in dve neznanki, torej ne bo enoli¢no resljiv. Ker

enacba ni protislovna, bomo dobili enoparametri¢no druzino reSitev. Naj bo
x = t. Iz enacbe izrazimo y = 3 — x = 3 — t. ReSitve so torej pari (x, y) = (t,3 —t)
zavset € R.

. Sistem ima dve enacbi in dve neznanki, a opazimo, da je druga enacba veckratnik

prve. Sistem ne bo enoli¢no resljiv, ni pa protisloven. Ko odstranimo odvecno
drugo enacbo, je ekvivalenten sistemu iz prejSnje tocke, torej so reSitve pari
(x,y)=(t,3—t)zavset € R.

. Sistem ima tri enacbe in dve neznanki, ampak druga in tretja enacba sta vec-

kratnika prve in zato odvec. ReSitve so spet pari (x,y) = (t,3 —t) zavse t € R.

. Sistem ima dve enacbi in dve neznanki, vendar sta enacbi ocitno protislovni. Ce

od druge odstejemo prvo, dobimo protislovje 0 = 2. Sistem torej nima reSitev.

. Sistem ima tri enacbe in dve neznanki. Za prvi dve enacbi Ze vemo, da sta

izpolnjeni pri x = 2, y = 1. Vendar pa ta reSitev ne ustreza tretji enacbi. Sistem je
torej protisloven in nima resitev.

@
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a. Iz zadnje enacbe lahko izrazimo z = x — 4. Ce to vstavimo v prvi dve enacbi,

dobimo
x+y+x—-4=3,
2x—y+x—-4=9.
oziroma
2x+y =7,
3x —y =13.

Ce ti enacbi seStejemo, dobimo 5x = 20 oziroma x = 4. Sledi, da je z = 0.
Iz y = 7 — 2x lahko izracunamo Se y = —1. ReSitev sistema je torej trojica
(x,y,z) =(4,-1,0).

b. Ce enacbi sestejemo, dobimo 3x = 12 oziroma x = 4. Ko to vstavimo v prvo
enacbo, dobimo Se zvezo 4 + y + z = 3 oziroma y + z = —1. Od tu lahko izrazimo
y = —1—2z. Cebi x = 4 vstavili v drugo enacbo, bi dobili isto zvezo. Ta sistem
dveh enacb s tremi neznankami ni enoli¢no resljiv, dobimo neskon¢no druZzino
reSitev (4, -1 — z,z) s parametrom z € R.

Resitev naloge 39. @

a. ZapiSemo razsirjeno matriko sistema in jo preoblikujemo z Gaussovo eliminacijo:

1 1 1|3 1 1 1|3 1 1 1| 3 (11 1] 3
2 -1 -1}9((~(0 -3 -3|3|(~(f0 1 1|-1|~]J0 1 1|-1]~
1 0 -1]4 0 -1 -2|1 0 -1 -2 1 00 -1 0
11 1] 3 1 10| 3 10 4
~/011|-1|(~]01O0|-1|~]0 1 O0-1
0 01| O 0015 0 00 0

Sistem je enoli¢no resljiv. Iz zadnjega stolpca lahko preberemo resitev (x, y, z) = (4, —1,0).
b. ZapiSemo razsirjeno matriko sistema in jo preoblikujemo z Gaussovo eliminacijo:

1 1 1|3 3 1 0 0| 4

0 -3 -3|3 -1 01 1|-1]|
Iz prve vrstice dobimo x = 4 iz druge pa zvezo y +z = —1, od koder izrazimo (na primer)
y = —1 — z. Resitve so torej oblike (4, -1 -z,z)zaz € R.

1 1 1
2 -1 -1

3
9

111
011

Resitev naloge 40. @
Najprej od druge enacbe odstejemo prvo in od tretje dvakratnik prve:
x + 2y + 2z = 3,

y - 3z = 1,
-y + (@a-5z = -1
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Nazadnje pa Se novi tretji enacbi priStejemo novo drugo enacbo:

x + 2y + 2z = 3,
y - 3z = 1,
(a—8)z = 0.

Ce je torej a # 8, potem iz tretje enacbe dobimo z = 0, iz druge y = 1 in nazadnje %e iz
prve x = 1. V teh primerih je sistem enoli¢no resljiv in resitev je [1,1,0].

Ceje a = 8, je zadnja enacba trivialna in dobimo sistem dveh enacb s tremi neznankami,
ki ima enoparametri¢no druzino resitev. Ce piSemo z = t, dobimo iz druge enacbe
y =1+3tinizprvex =1 —8t. V tem primeru so regitve sistema [1,1,0]" + ¢[-8, 3,1].

Resitev naloge 41. @
Iz napisanega lahko zapiSemo sistem Stirih enacb s Stirimi neznankami
x+y+tz+w = 4,
x—(y+z+w)
(x+y)-(+w)
(x+y+z)-w

I
t_‘\N w

Ko odpravimo oklepaje, dobimo

x+y+z+w =
X=Y—2z-w

N L

x+ty—-z—w =
x+y+z-—w = 1.

Preostalim trem ena¢bam odstejemo prvo, da se znebimo spremenljivke x, nato pa jih Se
pomnozimo z —1:

x+y+z+w = 4,
2u+2z+2w = 1,
2z +2w = 2,
2w = 3.
Od tu pa Ze lahko izra¢unamo odgovor. 1z zadnje enacbe dobimo w = %, iz tretje z = —%,
nato iz druge y = —1 in nazadnje iz prve x = 2.
Resitev naloge 42. @

Vektor v bo pravokoten na a in b, ¢e bo veljalo a-v = b-v = 0. Dobimo torej sistem enacb

UL ol S Sl
STRRSTRRSTRRSY
I

~
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oziroma
2x + 2y + 2z = 0,
y + 3z + w = 0,
4 + 2y + z - w =1,
-2x - y + 2z + w = 1.

Ce prvo enacbo delimo z 2, tretji odstejemo dvakratnik prve in &etrti pristejemo prvo,
dobimo
X + Yy + oz =

4

-2y - 3z - w =

7

0
y + 3z + w = 0,
1
1

y + 4z + w

Na naslednjem koraku cetrti enacbi odstejemo drugo in tretji pristejemo dvakratnik
druge, pa imamo

X + Yy + oz = 0,

y + 3z + w = 0,

3z + w = 1,

z = 1.

Cetrta enacba pravi, da je z = 1. Ce to vstavimo v tretjo, dobimo w = —2. Nato iz druge
enacbe sledi, da je y = —1, in nazadnje iz prve enacbe izra¢unamo x = 0.
Hitro se lahko prepri¢amo, da je vektor [0, -1, 1, —2]" res resitev naloge.

Resitev naloge 43. @

Ce od prve enacbe odstejemo zadnjo, drugi enacbi pristejemo (novo) prvo, tretji pa
odstejemo dvakratnik (nove) prve, dobimo

X o+ y = 1,
(a—-1)(a+1y = a+1,
z = 2.

Vidimo, da bo $tevilo reSitev odvisno od druge enacbe.

a. Ce je a = —1, je druga enacba trivialna. Dobimo sistem dveh enacb s tremi
neznankami, ki bo imel enoparametri¢no druZino resitev. Ce vzamemo x za
parameter, lahko izrazimo y = 1 — x iz prve enacbe in dobimo reSitve

[x,1-x,2]".

b. Ceje a = 1, je druga enacba protislovna, ker dobimo na levi strani 0, na desni pa
ne. V tem primeru sistem nima reSitev.

c. Cejea ¢ {1,-1}, potem lahko drugo enacbo delimo z 4 + 1 in nato izrazimo
y = ;. Iz prve enacbe potem dobimo $e x = 1 — -1+, iz zadnje pa z = 2, zato
ima v tem primeru sistem natanko eno reSitev.

Resitev naloge 44. @
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1 1 0
a. A=| -1 1 a-2|inb=1[1,-1,0].
0 a-2 2

b. Ce naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki sistema [A|b] tako, da
drugi vrstici priStejemo prvo, tretji vrstici pristejemo drugo in od dvakratnika
tretje vrstice odstejemo a-kratnik druge, dobimo

11 0|1
0 2 a-—210
0 0 4a—a%|0

Ceje 4a — a? = 0, potem dobimo sistem dveh enacb s tremi neznankami, ki ni
enoli¢no resljiv. Za a = 0 imamo parameter z = f in iz druge enacbe dobimo
y =t,potem paizprveSex =1—t. Zaa = 4in parameter z = t dobimo iz druge
enacbe y = —t inizprve x =1 +1t.

c. Cejea ¢ {0,4}, potem iz tretje enacbe sledi z = 0, iz druge e y = 0 in iz prve
x = 1, torej je reSitev sistema [1, 0, 0]".

Resitev naloge 45. @

Naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [A|b]:

(1 2 2 3 (1 2 2 3] 3
2 0 -1 -1 0 -4 -5 —7|-4
1 2 6 -1 “lo o 4| ol
1 2 5 -12|-1| |0 —4 _15 | -4
1 2 2 3| 3 1 20 5| 3]
0 -4 -5 —7|-4 0 —4 0 -12| -4
0 1 -1 o 1 -1 h
0 0 8 -8| 0 0 0 0
(1 2 0 3 (100 -1|1]
010 1 010 31
001 -1(0] (001 -1]0
000 ofo] [000 00|

Ce piSemo w = t, izrazimo iz tretje enacbe z = t,izdruge y =1 -3t inizprve x =1 + £.
Dobimo enoparametri¢no druZzino resitev

[1,1,0,0]" +¢[1,-3,1,1]".

Resitev naloge 46. @
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a. Na razsirjeni matriki [A|b1b;] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in

dobimo
(1 122 3|0 3] 100 11/01]
2 -2 04 2|12 010 -10[00
4= 111001 " loo1 10 1
| 0 11111 000 00[10]

Vidimo, da je sistem Axy =b; protisloven, ker je zadnja enacba v poenostavljenem
sistemu 0 = 1. Za sistem Ax> = by dobimo enacbe

X1+ X4+X5 = 1,
Xp — X4 = 0,
X3+ x4+x5 = 1.

Hitro lahko na]derno eno resitev, na primer [1,0,1,0,0]".
b. Sistem AXx; = b; nima nobene reditve. Regitve sistema Ax; = bz so oblike

[1-2x4—2x5, x4, 1—x4— x5, x4, X5]',

kjer sta x4, x5 € R parametra.

Resitev naloge 47. @

Na razsirjeni matriki [A|b] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

112 0|5] (100 00
100 1|0 01001
131 1|5 N 00102
|10 0 3|0 | | 000 1/0]
Regitev je torej [x,y,z,w]" = [0,1,2,0].
Resitev naloge 48. @

Na razsirjeni matriki sistema [A|b] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

12104 100 1]0
1101{0)|~...~{0 10 0/0
321 2|4 001 -1|4

Vidimo, da ima matrika A rang 3, zato bo druZina resitev enoparametri¢na. Ce vzamemo
x4 za parameter, dobimo x3 = 4 + x4, x, = 0 in x; = —x4. ReSitve so torej oblike

[—x4, 0, 4+ x4, x4]".
Resitev, ki ima vsoto komponent enako 0, zados¢a pogoju
x4 +0+4+x4+x4=0,

torej ustreza izbiri parametra x4 = —4. Iskana resitev je X = [4,0,0, —4]T.
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Resitev naloge 49. @
Za¢nimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [A] I;]:
— 1 u 0o 1 u 0 v 1 u 0 (%
[Ap] = |1 1 1|1|~|01-u 1|1-0|~]|0 11 0|~
0 1 1[0 0 11 0 0 1-u 1|1-v
(1 0 —u| 10 -u|l o 100 1
~ 10 1 1 0O|l~101 1 0|l~101 1 0
0 1-u 1|1-vo 00 wu|l-o 0 0 ujl-vo

Cejeu = 0in v = 1, potem ima sistem enoparametri¢no druZzino resitev
T
[1/ X2, _x2] .

Cejeu =0in v # 1, potem sistem nima resitev. Ce je u # 0, potem lahko nadaljujemo z
Gaussovo eliminacijo:

100 1 100 1 100 1
011 0Of~{011 0|~|0 10 -2
00 ull-o 001 L2 001 L=
Za u # 0 ima torej sistem eno samo reSitev, in sicer
llr _1—7)1 1—U]T.
u u
Resitev naloge 50. @
a. Sistem lahko zapiSemo kot Ax = l;, kjer je
3 -2 0 1
A=|0 1 2| in b=|-1
3 1 3a*-6 4
b. Naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki sistema:
(3 2 0| 1 3 -2 o 1]
[A|b]= 0 1 201 |~|0 1 201 |~
3 1 3a%-6| 4 0 3 3a’-6| 3
-2 0| 1 3 2 0] 1]
~ 0 1 21-11~(0 1 2| -1
0 0 3a*2-12| 6 0 0 a*-4] 2

Pri tem smo najprej tretji vrstici odsteli prvo in nato drugo vrstico, nazadnje pa
smo jo Se delili s 3. Vidimo, da sistem ne bo regljiv, ¢e bo a? — 4 = 0, torej pri
a = £2. V nasprotnem primeru pa lahko iz tretje enacbe izrazimo z, ga vstavimo



Matrike in sistemi 89

v drugo enacbo, da dobimo y, in nato Se y vstavimo v prvo enac¢bo, da dobimo x,
zato bo za a # £2 sistem enoli¢no resljiv.

c. Cejea =-V2,jea’? —4=-2in je razsirjena matrika sistema po zgornji Gaussovi
eliminaciji enaka

3 -2 1
0O 1 2|-1¢{,
0 0 -2 2
pripadajoci sistem pa
3x-2y = 1,
y+2z = -1,
-2z = 2.
1z tretje vrstice dobimo z = —1. Iz druge nato izrazimo y = 1. Nazadnje iz prve
vrstice dobimo Se x = 1.
d. V splo$nem lahko pri a # +2 izrazimo z = ﬁ. Ce to vstavimo v drugo enacbo,
dobimo 4
y=—1—22=—1—a2_4.
Iz pogoja —1 — ‘124—_4 = 3 dobimo —1124—_4 = 4, nato ﬁ = —1innazadnje %> —4 = —1.

Od tu izrazimo a? = 3, torejje y = 3 pria = +V3.

3. Matrike in sistemi

Resitev naloge 51. @
Dobimo
1 2 10 -1 4 10 1 2 1 2
= in BA= = .
-1 1 -1 2 -2 2 -1 2 -1 1 -3 0

Rezultata nista enaka.
Resitev naloge 52. @

AB =

Tokrat imamo

10
120 5 2
AB = 2 1=
-1 13 -2 7
-1 2
1 120
120
BA = 21 = 1 5 3
-1 13
-1 -3 0 6

Produkta nista enaka. Se ve¢, nista niti iste dimenzije: AB je matrika dimenzije 2 X 2,
medtem ko je BA matrika dimenzije 3 X 3.

Resitev naloge 53. @
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a. Kerje A'A=1,BI=B,BB =1, Al = Ain mnoZenje matrik asociativno, je
ABAT'AB'A = ABIB'A =
= ABB7'A =
= AIA =
— AA =
= A%
b. Upostevamo, daje A™'A = I, IB = B, B"!B = I in mnoZenje matrik asociativno in
distributivno glede na vsoto (razliko), pa dobimo
B'A'ABCB™' - ACB™! = B'IBCB!-ACB™! =
= B'BCB'-ACB™! =
= ICB'-ACB™! =
= (I-A)CB™.

c. Kvadrat dvoclenika (A + B)? izratunamo kot produkt (A + B)(A + B), pri ¢emer
mnozimo vsak ¢len iz prvega oklepaja z vsakim ¢lenom iz drugega oklepaja brez
spreminjanja vrstnega reda faktorjev. Dobimo
A2 +2AB+B?>-(A+B)?> = A>+2AB+B>-(A+B)(A+B) =

= A’ +2AB+B>-(A>+AB+BA+B?) =
= 2AB-AB-BA =
= AB - BA.

Resitev naloge 54. @
Enacbo najprej preuredimo:

2AX +BX = AX+A,
AX+BX = A,
(A+B)X = A.

V tej obliki enac¢bo najlaZzje resSimo tako, da naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni
matriki

316/ 10 3
[A+B\A]~ 102 10 1]~...
11 0[-12 -1

(10 0]-1 -2
~lo1o0|=2 00
001/ 1 10

—_

Resitev je torej
-1 -2 1
X=1-2 00
1 10
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Ker je matrika A + B obrnljiva, bi lahko nalogo resili tudi tako, da bi izra¢unali inverz in
potem dobili X kot produkt

X=(A+B)'A,

ampak ker bi tudi inverz racunali s pomoc¢jo Gaussove eliminacije, je prva pot do resitve
laZja, saj se izognemo mnoZenju matrik.

Resitev naloge 55. @
Enacbo preuredimo:

AX - X
(A-D)X

I -B,
I -B.

Zdaj jo najlazje reSimo tako, da naredimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki

(11 2] 1

00
[A—IM—B] ~ 1111/ 011/~
211/ 010

~ 1 2 3
0 -1 -1 -1
Resitev je torej
0 -1
X = 3
-1 -1 -1
Resitev naloge 56. i

Najprej enacbo preoblikujemo:
AXT-XT = I-BT,
(A-DXT = I-BT

Od tu znamo izra¢unati X' s pomogjo Gaussove eliminacije na razsirjeni matriki

02 1|-1 -1 -1

[A.-I\I—BT] ~ 21121 2 —1]~...
310/-2 -2 -1

(10 0|2 -3 -1

~lo1o0| 4 7 2

00 1|-9 -15 -5
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Dobimo torej
-2 -3 -1
X'=| 4 7 2
-9 -15 -5
oziroma
-2 4 -9
X=|-37 -15
-1 2 -5
Seveda pa bi lahko Ze na zacetku transponirali celo enac¢bo. Dobili bi
XAT = X+I-B,
XAT-X = I-B,
X(AT-1) = I-B,
X (I-B)AT-I)7L.

Ker je matrika AT — I obrnljiva, bi tudi tako prisli do regitve.

Resitev naloge 57. @~

0 -1
A7l = .

To lahko naredimo z Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki [ A|I], lahko pa uporabimo

formulo
-1
a b 1 d -b
c d Cad-bc| —c al

Zdaj zapiSemo in preoblikujemo dano enacbo:

Najprej izracunamo

[xl X2 [31]+[0—1Hx1 x2<:»6 6 |
x3 xs || =10 1 3 || x x 0 -6 |
3x1—xp X1 —X3 —x4— —6 6—
|:3X3—JC4 x3]+ X1+ 3x3 x2+3x4< B 0 -6 |
3x1 — Xy — X3 x1—x4— >6 6—
X1+6x3—Xx4 XxXp+x3+3x4 - 0 -6

Dve matriki sta enaki takrat, ko sta enaki po komponentah, torej dobimo sistem Stirih
enacb

3X1 - X2 - X3 = 6,
X1 - x4 = 6
X1 + 6x3 — X4 = 0,

Xy + x3 + 3x4 = -—6.
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Sistem prepiSemo v razsirjeno matriko in naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah

3 -1-1 0 (100
1 0 0 -1 6 010
1 0 6 -1 0| ~~ |0oo01 -1
O 1 1 3 -6 ] i 0 00 -3 ]
Od tu preberemo reSitev x1 = 3, xp = 4, x3 = =1 in x4 = =3 oziroma
3 4
X = .
-1 -3
Resitev naloge 58. @

Najprej razmislimo, da mora biti X matrika velikosti 2 X 2 in zapiSemo

X1 X
x=|""7 ] .
X3 X4
Nato zapiSemo sistem in matrike pomnoZimo:
10 1] 9 6 3
X1 X
[1 2”220 - l6 4 2],
X3 X
> : 321
1 2 1
0 X1+2xy 2x2 X1
X3+ 2x4 2x4 X B ’
1 3 4 4 X3 | 3
X1+ 2% + ZX3 +4x4 2%y +4x4 x1+ ZX3 - — 9
2x3 + 4xy dxy 2x3 =
X1+ 2x» 2x7 X1 3

Sprva kaZe, da bomo z izenacenjem istoleznih koeficientov matrik na levi in desni
dobili sistem z 9 enacbami in 4 neznankami. Vendar z uporabo metode ostrega pogleda
zaklju¢imo, da so za vsako vrstico enacbe, ki ustrezajo prvemu stolpcu vsota tistih iz
drugega in tretjega stolpca, zato so odve¢. Preostalih 6 enacb se glasi:

2xy +4x4 =

7

X1+ 2x3

~

4X4 =
ZX3 =

~

ZXZ =

~

= NN W

X1 =
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Iz zadnjih Stirih enacb hitro dobimo reSitev x1 = x, = x3 = x4 in nato preverimo, da sta
pri teh vrednostih izpolnjeni tudi prvi dve enacbi. ReSitev je tako

11
11|
Resitev naloge 59. i
Naj bo
1 -1 0
-3 01
A=12 1 -1 in B= .
213
0 2 0

IS¢emo 2 x 3 matriko X, ki resi sistem XA = B. Ker smo navajeni, da je matrika neznank
pri reSevanju sistemov na desni strani znane matrike, enakost transponirajmo. Dobimo

ATXT = BT,

ZapiSemo razsirjeno matriko tega sistema in naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 20/-32 100/-1 8
[ATIBT]=| -1 12 01|~...~{0 1 0|-1 -3
0 -1 0/ 13 001, 0 6
Od tu preberemo
-1 8
X"=|-1 -3
0 6

in nazadnje
-1 -1 0
X = .
8 -3 6
Zgornji sistem je enoli¢no resljiv, zato je to edina matrika X, ki ustreza pogojem.

Resitev naloge 60. @

a. Vidimo, da sta obe kvadratni matriki obrnljivi, zato sklepamo, da bo ena od njiju
A, druga pa B, medtem ko bo C preostala 2 x 3 matrika. Torej

312

101 ] '

Matri¢no ena¢bo AXB = C najprej pomnozimo z leve z A~ in dobimo
XB=A"'C,

nato pa z desne z B!, da izrazimo X:

X =A"lcB.
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Ko torej ugotovimo, kako so matrike poimenovane, jih moramo samo $e zmnoziti,
da dobimo reSitev X. Matriki lahko zmnoZimo, ¢e se Stevilo stolpcev levega
faktorja ujema s Stevilom vrstic desnega faktorja, tj. mnoZzimo lahko m X n
matriko z n X [ matriko. To pomeni, da mora biti na levi strani matrike C matrika
dimenzije m X 2, na desni pa matrika dimenzije 3 X [ za poljubna m in [. Z
drugimi besedami,

[l
—
—_
—_
e——
=
-
ool
[l
[ S G Y
[ )
- O O

b. Za nadaljevanje najprej izracunamo oba inverza:

1
1 -1
A-lzlo 1] in Bl'=|-1 1
0 -1 1

Nazadnje samo Se pomnoZimo
1 00
1 -1 312 1 01
-1 1 0 (= .
0 1 101 . 1 -11

Resitev naloge 61. @

X =A"1CB1=

Najprej naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [A|b]:

1101 1101 1101 10 -11]0
1 0 33 1 01 1/1]

-2 1 3 3 011
Vidimo, da so re$itve oblike [z,1 — z, z]". Razlike r = X1 — x» so zato oblike

r=lz1-2z2, 1-21-(1-22), z1 —22]" = [z1 - 22, 22— 21, z1 — 22]" = [t, 1, t]",

torej gre za premico. MnoZica vektorjev, ki so pravokotni na premico [t, —t, t]" je seveda
ravhina z normalo n = [1, -1, 1], torej ravnina

x—y+z=0.
Do regitve lahko pridemo $e na en nacin. Kerje 7 = X1 — X, je
AT = A(F1-%p) = AX1—AX = b-b =0,
torej je mnozica vseh razlik kar nicelni prostor N(A), mnoZzica vektorjev, ki so pravokotni
nanje, pa N(A)* = C(AT). Ker je
10
AT~ 01|,

-1 1

je torej iskana mnozZica enaka

L({[ll 0/ _1]T/ [0/ 1/ 1]T})
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Hitro se lahko prepri¢amo, da gre natanko za ravnino, ki smo jo dobili zgoraj, ¢e
izrac¢unamo vektorski produkt obeh vektorjev. Dobimo namre¢ ravno normalo 7.

Resitev naloge 62. @
Enacbo transponiramo in dobimo (XB)T = AT oziroma
B'XT = AT,
Zdaj pa naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [BT|AT]:
(12 ol5 .11 2] [12 0|5 .11 2]
[BTIAT] = |16 0/9 55 2|~|04 0/4 44 0]~
12 -1/7 01 -1 12 -1|7 01 -1
5 -1 1 -2 2 11 -2
~ -4 4 0|~ -4 4 0|~
-1 1 1 -2 -1 -1
2 0] 5 -11 2] 00/ 3 1 -1 -2
~ 0 -11 0|~ 1 -1 1 0
0 1{-2 -1 0 -1 0 -2 -1 0 -1
Od tu preberemo
3 1 =2
3 1 -1 -2
T . 1 -1 -1
X' = 1 -1 1 0 in X =
-1 0
-2 -1 0 -1
-2 0 -1
Resitev naloge 63. @

Ker je matrika B ocitno obrnljiva, lahko enacbo zapiSemo kot sistem
AX =(A+B)B!

in jo re$imo z uporabo Gaussove eliminacije na razsirjeni matriki [A|(A + B)B~!]. Najprej
izratunamo, da je

10 0 0 -1 -1
B'=|l00 -1| in (A+BB't={0 1 1]/,
0 2 1 -1
nato pa
-1 1 -1/0 -1 -1 100/ 2 3 1
[A(A+B)B]=| 0 -1 0/0 1 1|~...~|0 10 0 -1 -1

2 2 112 1 -1 001{-2 -3 -1
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Od tu preberemo reSitev

2 3 1
X = 0 -1 -1
-2 -3 -1

Seveda bi lahko izra¢unali tudi A~! in regitev dobili kot
X =AY A+B)B,

ampak za izrac¢un inverza matrike A bi prav tako potrebovali Gaussovo eliminacijo na
matriki s tremi vrsticami in Sestimi stolpci, poleg tega pa bi morali izvesti Se eno dodatno
mnoZenje dveh 3 X 3 matrik.

Resitev naloge 64. @
a. Enacbo prepiSemo v
AXB-AX=C
innato v
AX(B-1I)=_C.

Ce sta matriki A in B — I obrnljivi, lahko pomnoZimo z leve z A~! in z desne z
(B - 1)7!, pa dobimo

X =A'CB-I)~".
V tem primeru ima torej enacba eno samo resitev.

b. Ce na matriki A naredimo Gaussovo eliminacijo, opazimo, da je rang enak 2, torej
matrika A ni obrnljiva. Matrika B — I = 3] — I = 2] je obrnljiva, torej reSujemo
matri¢no enacbo

AX=C(B-I)1.
Najprej izra¢unajmo desno stran. Matrika B — I = 2] mora imeti toliko stolpcev
kot jih ima desna stran enacbe AX(B —I) = C. Ker je veckratnik identi¢ne matrike,
ima tudi prav toliko vrstic, torej je B — I € R¥3. Zato je

: -1
4 -8 4

(200
CB-1)" = 6 2 2|0 =
14 0 -2([00 2
4 -8 4] 00 4 2
=6 2-=2||lofo|l=]3 1-1
14 0 -2|[0 0 3 7 0 -1

Sistem AX = C(B — I)~! re$imo tako, da najprej naredimo Gaussovo eliminacijo
na razsirjeni matriki [A|C(B — I)7!]:
2 0 -2{2 -4 2 10 -1} 1 -21
[AlIcB-DY=|1 -1 1|3 1 -1|~--~|01 -2/-2 =32
3 -2 1|7 0 -1 00 0] 0 00



98 Resitve

Oznadimo
10 -1 1 -2 1
M=|01 2|, di=|-2]|, do=|-3]|, ds=]2
00 0 0 0 0

[5¢emo 3 X 3 matriko X s stolpci X1, X7 in X3, ki bodo resili enacbe M X =d; za
i =1,2,3. Pig&imo x; = [a;, b;, ¢;]". Oglejmo si najprej sistem MXx; = di:
ap—-c1 = 1,
b1 —2c1 = -2.
Resitve so oblike x1 = [1 + ¢1, =2 + 2¢1,c1]’, kjer je c1 € R poljuben parameter.

Podobno dobimo Se X = [-2 + ¢2, =3 + 2¢2, c2]" in x3 = [1 + ¢3,2 + 2¢3, c3]" za
c2, c3 € R. Matri¢no enacbo torej reSijo matrike

1+ -2+ 1+c3

X=|-242c1 -3+4+2c 2+2€3 ,

€1 c2 €3

kjer so c1, ¢z, c3 € R poljubni parametri.

Resitev naloge 65. @

a. Matriki L in U sta pravilne oblike (L spodnje trikotna z enicami na diagonali in
U zgornje trikotna) in velikosti, zato moramo le Se preveriti, da res dobimo A, ko
izratunamo produkt LU.

b. Namesto sistema Ax = b zapiSemo sistem LUx = b, ozna¢imo Ux = y in najprej

reS$imo sistem Ly = b:

1 n 1
y2|=|3
2 -2 1 Y3 2

Iz prve vrstice takoj dobimo y; = 1, iz druge pa y, = 3. Oboje vstavimo v tretjo
enacbo, 2y — 2y, + y3 = 2, in izrazimo e y3 = 6. Takoje y = [1,3,6]T. Zdaj pa
re§imo Se drugi del problema, Ux = ¥:

1 3 2 X1 1
02 1 xp | =13
00 -2 X3 6

1z tretje vrstice dobimo x3 = -3, to vstavimo v drugo enacbo, da dobimo x, = 3,
in nazadnje oboje vstavimo v prvo enac¢bo, da dobimo Se x; = —2. ReSitev sistema
Ax = bje torej x = [-2,3,-3]".

c. Inverz 3 x 3 matrike s pomocjo LU razcepa dobimo tako, da trikrat uporabimo
zgornji postopek. Ozna¢imo neznani inverz z X in stolpce matrike X z x1, X7 in
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x3. Poleg tega naj ey, €; in e3 oznacujejo stolpce identi¢ne matrike. Z zgornjim
postopkom re$imo sisteme

Axi =e;.
Na prvem koraku re$imo sisteme Ly; = e; in dobimo vektorje
gl = [1/ O/ _2]T/ ?2 = [O/ 1/ Z]T/ ;?3 = [0/ O/ 1]T/
na drugem koraku pa re$imo sisteme Ux; = y; in dobimo resitve
T T
_ 1 1 - T - 11 1
X1 = lEI_EI 1] 7 Xy = [_1/ 1/ _1] 7 x3 - |:Z/ Z/_El .

Inverz je torej

1 1
2 L g
— 1 1
X = -5 1 1
1 -1 -3
Resitev naloge 66. @

a. Brez tezav zmnozimo

1 01 2 1 -1 10 O
C=AB=|1 20 -1 0 2|=({01 3
2 -1 1 -1 -1 1 4 1 -3

b. Uporabimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki C, da dobimo zgornjo
trikotno matriko U:

10 0 10 O 10 O
01 3|~{01 3|~[01 3
4 1 -3 01 -3 0 0 -6
Pri tem smo tretji vrstici odsteli Stirikratnik prve in nato Se drugo, zato bo v
matriki
1 0 O
L=|1Inx 1 0
Is1 I3 1

je

00 10 O
10 in U=(0 1 3
11 0 0 -6
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c. Sistem Cx = b najprej prepisemo v obliko LUx = l;, nato pa iz tega naredimo dva
sistema: Ly = b in Ux = y. Prvi sistem je

100]||wn 2
010]||yl|=]6
411 ||y 2

Iz prve enacbe dobimo 1 = 2 in iz druge y, = 6. Iz tretje enacbe nato izrazimo
y3 =2 —4y; —yo = =12, zatoje y = [2,6, —12]". Drugi sistem je torej

1 0 O X1 2
01 3 X2 | = 6
0 0 -6 X3 -12

Iz tretje enacbe dobimo x3 = 2, iz druge nato x, = 6 — 3x3 = 0 iniz prve x1 = 2.
Resitev je torej x = [2,0,2].

4. Determinante

Resitev naloge 67. @

Dobimo:

det(AT) = det(4) = 2

1
-1 _ _ 1
detd™) = @ T 2

det(2A) = 2"det(4) = 2",
det(AB) = det(A)det(B) = 2-0 = 0,

det((AB)™}) = det(1 AB) = % = ni definirana,
1N 1 _ 1 B 1 B _1
det((AC)™) = det(AC)  det(A)det(C)  2-(-1) 2

Determinanta det((AB)™!) ne obstaja, ker je det(AB) = 0 in bi pri ra¢unanju delili z 0.

Resitev naloge 68. i

Ker je matrika X simetri¢na, bo oblike

X =

Xy
y z
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za neke neznane x, y in z. S tem smo izpolnili prvi pogoj. Ker mora X komutirati z
matriko A, mora veljati

AX = XA,
2 1 x y< B [ x y 2 1
-1 0 y z | - | Yz -1 0|’
2x +y 2y+z— B —2x—y b
x -y | |2y-z y|

Dve matriki sta enaki, kadar so enake vse komponente, zato mora veljati

2x+y = 2x-y,

2y+z = x,
-x = 2y-z,
¥y =Y

Iz zadnje enakosti takoj dobimo y = 0 in s tem je izpolnjena tudi prva enakost. 1z druge
potem dobimo Se x = z in s tem velja Se tretja enakost. Torej mora biti X oblike

X[O“’]

Nazadnje upostevamo Ze tretji pogoj, det X = 4. Ker je det X = x?, sta re$itvi x = 2 in
x = —2. Edini matriki, ki ustrezata vsem trem pogojem sta torej 21 in —21I.

Resitev naloge 69. @

a. Prvo determinanto lahko izracunamo direktno. Za izrac¢un druge in tretje nare-
dimo najprej razvoj po prvi vrstici, nato pa drugo od obeh dobljenih determinant
razvijemo Se po prvem stolpcu.

det(Ay) Ll
e = = — 4 = .
2 2 5
52 0
2 2
det(As) = |25 2| = Sdet(d)-2| | =
025
— 5.21-2-10 = 85.
520 0
220
det(A4) 2520 5det(A3)-2|0 5 2
e = = e — =
i 0252 3
025
0025

5det(As) —4det(A;) = 5-85-4-21 = 341.
b. Podobno kot pri izra¢unu det(A4) opazimo, da velja
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c. Ker bomo v indukcijski predpostavki uporabili formulo

det(A,) = 5det(A,,_1) —4det(A,—2),

ki det(A,) izraza z dvema prejSnjima, moramo za bazo indukcije preveriti dve
zaporedni vrednosti. Formula

det(A,) = %(4”+1 -1)

ocitno veljazan =2inn = 3.
Za dokaz indukcijskega koraka uporabimo rekurzivno zvezo, ki smo jo izpeljali
pri prejsnji tocki, in dobimo

det(A;) = 5det(A;-1) —4det(A,—2) =
s gy g Ly 2
= 5 3@ -1)-4- 34" -1 =
- %(5-4"—5—4%4):
1

— 5(41’l+1_1)/

kjer smo v drugi vrstici uporabili indukcijsko predpostavko.

Resitev naloge 70. @
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Najprej izratunajmo det A, det B in det (B — A).

0113 011 O 01 0 0
-1 01 1 -1 01 -2 -1 0 1 -2
detA = = — —
-1 10 3 -1 10 3 -11 -1 3
-2 1 30 -2 1 3 -9 -2 1 2 -9
-1 1 -2 1 1 -2 1 1 -2
= —| -1 -1 3| = -1 3| = -2 5| =
-2 2 -9 2 2 -9 2 2 -9
1 1 -2
=0 -2 5|=1-(-2)-(-5) = 10.
0O 0 -5
3 1 0 O O 1 0 0
-2 -1 -1
1 1 -1 -1 -2 1 -1 -1
detB = = =—| 5 0 0| =
2 -1 0 O 5 -1 0 0
-6 1 2
0 2 -6 2 1 2
-1 -1
= 5 = 5(—2+1) = -5
1 2
3 0 -1 -3 0 -1 -3
2 1 -2 -2 1 -2 -2
det(B—A) = = =
3 -2 0 -3 -2 0 -3
2 1 -2 2 4 1 -2 2
0 -1 -3 0 -1 3 0 -1 O
= -4 1 -2 2| =14 1 -2 2| =4 1 -2 4| =
-2 0 -3 -2 0 3 -2 0 3
1 —
= 4 5 =4-(3—8)=—20.

Od tu brez tezav dobimo 3Se

detAT = detA = 10,
det(AB) = detA-detB = 10-(-5) = =50,

det(AB)™! = (det(AB))™! = —51—0,
detAB™! = detA-(detB)™! = 1—(; = -2,

1

det(B—A)™' = (det(B-A))! = ~55
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Resitev naloge 71. @

a. Matrika G mora po stolpcih vsebovati vektorje 4, b in ¢, matrika H pa vektorje
a-b,b-cinc - a. Torejje

1 -1 1 0
G=1211 m H=|1 0 -1
2 0 -1 1

b. Ker je XG = H, je tudi det X det G = det H. Ampak stolpci matrike H so o¢itno
linearno odvisni, zato je det H = 0. Ker je det G = —4 # 0, mora biti det X = 0.

c. Ker je det G # 0, je matrika G obrnljiva in lahko izrazimo X = HG™!. Inverz
matrike G izra¢unamo s pomocjo Gaussove eliminacije in dobimo

1 3 _1
i 1 1
-1 3 1 1
G=1 31 —3 ~3
1 _1 3
1 T4 1
Ta inverz pomnoZimo z leve s H in dobimo
1 -1 0
X=10 1 -1
-1 0 1
Resitev naloge 72. @

a. Pigsimo x = [x1,x2,..., %, iny = [y1,y2,--.,yn]". Tedajje

X1y1 X1Y2 X1Y3s .. X1Yn

X2Y1 X2Y2 X2Ys ... XolYp
Xyl =| X3y1 X3y2 X3Y3 ... X3Yu
i XnY1 XulY2 XnY3 ... XplYn ]
in
1+ x111 X1Y2 X1Y3 e X1Yn
X2Y1 1+ X2Y2 X2Y3 e X2Yn
I+ g?gT = X3Y1 X3Y2 1+ X3Yy3z ... X3Yn ,
XnlY1 Xnl2 XnY3 oo T+ xuyy ]
poleg tega pa je
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ker sta vektorja X in y pravokotna. Opazimo, da je

I+ -3yT) = -3y + 35" - GyHEYT) =
= I-(xy")(xy") =
= I-x(y'x)y' =
= I
Od tod sledi, da je
det(I +xy")det(I — xy") = det(I+xy")(I-xy")) = detl = 1,

zato moramo zares izracunati le eno od obeh determinant, drugo pa bomo potem
dobili iz te enakosti. Izra¢unajmo prvo. Pri tem si bomo pomagali z matriko

1_4T
x I

Poskrbimo za ni¢le pod diagonalo v prvem stolpcu, in sicer tako, da prvemu
stolpcu po vrsti odStevamo xi-kratnik drugega, xp-kratnik tretjega in tako dalje:

[ 1 Y1 —Y2 —Yn ] [ 1+X1y1 t...tXuYn —Y1 —Y2 —Yn ]
x1 1 0O ... O 0 1 o ... O
M=]x O 1 ... 0 ~ 0 0 1 ... O
| Xn 0 o ... 1 ] i 0 0 o ... 1

Ker sta x in i pravokotna, je x1y1 + ... X,y = 0, in ker je popravljena matrika
zgornjetrikotna z enicami po diagonali, je det M = 1. Po drugi strani pa lahko
matriko M popravimo tako, da odstevamo po vrsticah in dobimo

[ 1

—Y1 —n2 — —Y2 —Yn

X1 1 0 0 0 1+ X111 X1Y2 X1Yn

M= xo 0 1 0 ~10 Xo2Y1 1+ X2lY2 X2Yn
x, O 0 1 0  xui1 Xnl2 1+ x,yx

_yn |

[ 1

Tokrat je dobljena matrika blo¢no zgornjetrikotna in spodnji blok je ravno enak
I+XxyT,zatoje1l =detM = det(I +xy").
b. Pokazali smo, daje det(I + xyT) = 1, potem pa je tudi

1

dtI—_\AT :—_\A:l
et —xy’) det(I + xyT)

Resitev naloge 73.
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Najprej izracunamo

21
-1 1

detA =
2 2
-1 3
-2 2
S 21

in

det(A-1I) =

Od tu dobimo Se

in

00 0100
310 010
10 3110
= =-|—202|=--202]=
02 220 2
7 3 1 2 31
31 7 3 31
= 2-4=-6
11 00
110 010
10 10
=-2/-101|=-2/-101]=
2 2 -1 2
-1 3 3 —4 3 3
-1 3 30
-1 1
= 2(-3+4) = 2.
—4 3

det(ATA) = detAT-detA = (detA)?® = 36

det(AT(A=1)) = detAT -det(A—1) = detA-det(A-1) = =6-2 = —12.

Resitev naloge 74.

Ker je

det (BT(B +2I)) = det(B")det(B +2I) = detBdet(B + 2I)

indet (B + 2I)~! = (det(B + 2I))™!, zado’¢a izra¢unati det B in det (B + 2I). Hitro vidimo,

daje

detB

W W W W
W W LW U

35
3 3

W W U1 O

0 350 0
350

0 335 0
= :—2335

5 333 5
333

3 000 -2

= 4(9-15) = —24.

35 0
=-2|3 3 5
00 -2
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in
5500 55 0 0
550
3550 35 5 0
det(B+2I) = = =23 5 0] =
3355 33 5 5
3 35
3335 0 0 -2 0
55
= 10 = 10-10 = 100.
3 5
Torej je

in det (B + 21)~!

Resitev naloge 75.

=L
~ 100"

det(BT(B +2I)) = —24-100 = —2400

Ker je det(AX) = det Adet X = det B, bo

det B

det X =
€ det A

in se lahko izognemo reSevanju sistema. Ker je matrika A zgornje trikotna, je njena
determinanta enaka produktu diagonalnih ¢lenov, torej det A = 6. Izracunamo samo Se

detB =

o R N -

pa dobimo

Resitev naloge 76.

WK = O =

1 1 2 1
0 -2 -1 2
1 2| |1 1 -1 2
0 -2 0 3 0 -2
1 2 2 -1 2
3 1|l=| 6 0 -5]|=
0 -2 3 0 -2
3 1
detX = 2 = =,
€ 6 2

3

1 1 2 1
0 —2 -1 2
0 0 -3 B
0 3 0 -2
-5

= -12+15 = 3,
2
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Najprej izracunamo

1 t-1 1 1 t-1 1
detA = |[t-3 3 t|=]|03-(¢t-1)¢t-3) 3|=
1 -1 -2 0 —t -3

3-(t-1)(t-3) 3
- t 3|
= 9+3(t-1)(t-3)+3t =
= 943212t +9+3t =
= 3t2-9t = 3t(t - 3).

Determinanta bo torej enakaO0zat =0int = 3.

Resitev naloge 77. @
[zra¢cunamo
3 t 2 0 t-21 -4
detA = |1 7 21 =11 7 2| =
t t—-1 2 t t-1 2
0 t-21 -4
t—21 -4
= |1 7 21 = - =
-1-6t 2-2t
0 -1-6t 2-2t

= —(t=-21)2-2t)+4(1+6t) =
= —(2t -2t —424+42t) + 4+ 24t =
= 212 — 20t + 46.
Ker mora biti det A = 4, dobimo
212 — 20t + 46 =
212 - 20t +42 =
t2-10t+21 =
(t=3)(t-7) =

©C OO W

Resitvi sta torejt =3int =7.

5. Vektorski prostori in linearne preslikave

Resitev naloge 78. @
Naj velja (x1, y1) € U in (x2, y2) € U. Potem je x1 —2y; = 0in x2 — 2y, = 0. Za vsoto
(x1, 1) + (x2, ¥2) = (x1 + X2, y1 + Y2)
je
(x1+x2) =21 +y2) =(x1-2y1) + (x2-2y2) =0+0=0,
torej je (x1, y1) + (x2, y2) € U in smo pokazali, da je U zaprt za seStevanje.
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Najbo a € Rin (x,y) € U. Velja torej x —2y = 0. Za produkt s skalarjem a(x,y) =
(ax, ay) velja

ax —2ay = a(x -2y) =0,
torej je a(x, y) € U in sledi, da je U zaprt za mnoZenje s skalarjem.

Ker je U zaprt za se$tevanje in mnoZenje s skalarjem, je vektorski podprostor.

MnozZica V ni vektorski podprostor, ker ne vsebuje nicelnega vektorja, saj0—2-0 = 0 # 1.

Resitev naloge 79. @
Preslikava ¢ ni linearna. Najbo x = y = (1,1). Potem je g(x) = g(y) = (1, 1), ampak
gx+1y)=9(2,2)=(4,2) # 2,2)=(1,1)+(1,1) = g(x) + g(y).

Preslikava, ki ni aditivna, ni linearna. Namesto tega bi zadosc¢alo tudi, ¢e bi pokazali, da
¢ ni homogena, na primer za x = (1,1) in a = 2:

g(ax) = g(2,2) = (4,2) # (2,2)=2(1,1) = ag(x).

Preslikava & ni linearna, ker #(0,0) = (0, 1) # (0, 0), torej ne preslika ni¢elnega vektorja
v nicelni vektor.

Preslikava f pa je linearna. Oznac¢imo X = (x1,x2) in 3? = (y1, y2). Potem je

fx+y) = fti+y,x2+y)=
= (x1+y, (x1+y1) = (2 +y2)) =
= (x1+y1, (x1—x2)+(y1-12)) =
(x1,x1 = x2) + (Y1, 1 — y2) =

= f)+f(y),
zatoje f aditivna. Najbo $e @ € Rin x = (x, y). Ker je
flax) = f((ax,ay)) =

(ax,ax —ay) =
(ax, a(x - y)) =
alx,x —y) =

= af(x),

je f homogena. Ker je f aditivna in homogena, je linearna.

Resitev naloge 80. i

a. Ker je jedro linearne preslikave vedno vektorski podprostor domene in lahko
zapisemo U kot

U = {xeR*|Ax=-ATx} =
(xeR| (A+ANHx =0} =
ker(A + A7),

je U vektorski podprostor v R4,
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b. Najprej izracunamo

A+ AT =

SO = N =

— N R O

1
0
1
2

_ o = N

nato pa (A + AT)a =[0,0,0,0]"in (A + AT =[1,-1,-1,1]. Vektor a lezi v U,
vektor b pa ne.

c. Na matriki (A + AT) naredimo Gaussovo eliminacijo:

(210 1] (1 00 1]
aT_| 1O 2 010
0121 001 1
(121 0] 000 0

Matrika A + AT ima torej rang 3 in dim ker(A + AT) = dim U = 1. Ce vzamemo Ce-
trto komponento za parameter in z njo izrazimo ostale tri, dobimo parametrizacijo
[-t,t,—t,t]". Bazo za U tako tvori na primer vektor [1,-1,1, 17"

Resitev naloge 81. @

a. Kerje

V = {xeR¥|Ax=B"x} = {xeR*|(A-BN)x=0} = N(A-B")

ni¢elni prostor matrike A — BT, je seveda podprostor domene R>.

. Pois¢imo bazo za V = N(A — BT). Na matriki A — BT naredimo Gaussovo

eliminacijo po vrsticah:

A-B"=

1 0 -2 1 0 -2
-2 0 4 00 0]
Vidimo, da je rang matrike 1 in dim N(A — B") = 2. Ce vzamemo y in z za
parametra, so vektorji v N(A — BT) parametrizirani kot [2z,y,z]". Za bazo V
izberemo vektorja [2, 0, 1]7in [0,1,0]". Matrika D bo slikala v R3 in najlazje bo,

e vsak vektor iz baze V ustreza enemu stolpcu matrike D. Tako bo avtomati¢no
V = C(D). Ena moZna resitev je

D=

_ O N
oS = O

Seveda bi lahko izbrali drugo bazo za V in bi dobili druga¢no matriko D, za
katero bi bil stolpi¢ni prostor Se vedno enak V. Lahko bi dobili matriko z drugim
vrstnim redom teh stolpcev ali pa matriko, v kateri je vsak od stolpcev veckratnik
nasih. Nazadnje bi lahko $tevilo stolpcev poljubno povecali, paziti bi morali le,
da so vsi dodatni vektorji linearna kombinacija baznih in sta oba bazna vektorja
zares prisotna.
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Resitev naloge 82. @

a. Nicelni prostor dobimo tako, da naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 0 11] [1 0 1 1] 1 0 11
0 1 21 0 1 21 0 1 21
A= 0 53 52|700 3 63|70 0 00l
2 2 20| [2-2-20] [2-2-20
1 0 1 1 (101 1
0o 1 2 1 0121
“lo 0o 0o o] o000
02 -4 -2| [0000

Ce vzamemo x3 in x4 za parametra, dobimo parametrizacijo za N(A) z vektorji
oblike [—x3—x4, —2x3—x4, x3, x4]T. Ceizberemo x3 = —1in x4 = 0, dobimo vektor
v1 = [1,2,-1,0], &e izberemo x3 = 0 in x4 = —1 pa vektor v, = [1,1,0,-1]".
MnoZica {v1, 02} je primer baze za N(A). Stolpi¢ni prostor dobimo tako, da
naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

1 0 1 1] 1 0 01] 00 1]
0 1 21 0 1 21 0 01
A0 3 527 a o3 o627 302!
2 2 20| 2 2 -4 0| 2 20 0|
00 O] 000
0 0 1 0 0 0
T -1 30 3| |-1 300
2 20 2| | 2200

Baza za C(A) sta torej vektorja v3=1[1,0,-1,2]"inv4 = [0,1,3,-2]".

b. Poskusimo vektor a zapisati kot linearno kombinacijo vektorjev 03 in V4. Zanima
nas torej, Ce obstajata koeficienta « in f, za katera je a = av; + v, oziroma po
komponentah:

[2/ 3/ 71 _2]T = a[ll 0/ _1/ Z]T + ﬁ[ol 1/ 3/ _Z]T'

Iz enakosti prvih komponent takoj dobimo a = 2, iz drugih pa = 3. Vidimo,
da je pri teh vrednostih a in § vrednost tretje komponente na desni strani enaka
—a + 3 = 7, vrednost Cetrte pa 2a — 25 = —2. S tema koeficientoma torej res
vektor a zapiSemo kot linearno kombinacijo v3 in v4 ter velja a € C(A).

Poskusimo $e vektor b zapisati kot linearno kombinacijo vektorjev v3 in v4.

Zanima nas torej, e obstajata koeficienta y in 0, za katera je b = yv3 + 60y,
oziroma po komponentah:

[2,0,-2,2]" = y[1,0,-1,2]" + 6[0,1,3, -2]".

Iz enakosti prvih komponent takoj dobimo y = 2, iz drugih pa 6 = 0. Vidimo,
da je pri teh vrednostih y in 6 vrednost tretje komponente na desni strani
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enaka —y + 30 = -2, kar ustreza levi strani, vrednost ¢etrte komponente pa je
2y —26 = —4inne 2 kot na desni. Vektorja b torej ne moremo zapisati kot linearno
kombinacijo v3 in vy, zato b ¢ C(A). Ta del naloge bi lahko resili tudi tako, da

bi izra¢unali pravokotni projekciji vektorjev a in b na C(A). Vektor namre¢ leZi
v podprostoru U natanko tedaj, ko je njegova projekcija na U enaka vektorju
samemul.

Resitev naloge 83. @

a. Pigimo X = [x1, x2, x3]7. Potem lahko pogoj 4 - X = b - X zapiemo kot

@-b)-%=0
in po komponentah
1 X1 X1
-1 |- X2 = [1 -1 0] X2 = X1 — X2 = 0.
0 X3 X3

Vidimo, da je U ravnina z normalo [1, -1, 0]", ki vsebuje izhodisc¢e. Zato je U
vektorski podprostor. Alternativno lahko re¢emo, da je U = N(M) za matriko

M=|1-10].

. Najprej pois¢imo bazo za U. 1z matrike M lahko takoj preberemo, da so vektorji

v N(M) = U oblike [x1, x1, x3]7. Za bazna vektorja lahko torej vzamemo [1,1,0]"

in [0,0,1]". Ce bo matrika A imela za stolpca ta dva vektorja, potem bo seveda
C(A) = U, torej

A=

[ JR S QY
_ o O

Seveda bi lahko izbrali drugo bazo za U in bi dobili druga¢no matriko A, za
katero bi bil stolpicni prostor Se vedno enak U. Lahko bi dobili matriko z drugim
vrstnim redom teh stolpcev ali pa matriko, v kateri je vsak od stolpcev veckratnik
nasih. Nazadnje bi lahko $tevilo stolpcev poljubno povecali, paziti bi morali le,
da so vsi dodatni vektorji linearna kombinacija baznih in sta oba bazna vektorja
zares prisotna.

Resitev naloge 84. @~

a. Za N(A) naredimo Gaussovo eliminacijo na matriki A po vrsticah:

2035 [1 00 1
0121 010 -1
103 4 00 1

(210 1] (000 0
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Vidimo, da je rang matrike A enak 3 in bo zato dim N(A) = 1. Ce vzamemo
Cetrto komponento za parameter, dobimo za vektorje v N(A) parametrizacijo

[—t,t,—t,t].

Baza za N(A) je na primer {[1,-1,1,-1]"}. Za C(A) naredimo Gaussovo elimi-
nacijo na matriki A po stolpcih:

[2 0 3 5] [2 0 0|

0121 01 0
A= ~. i~

10 3 4 10 0

210 1| (2 1 -10 0|

Vidimo, da je dim C(A) = 3, baza pa je na primer
{[2/ O/ 1/ Z]T/ [O/ 1/ O/ 1]T/ [01 O/ 3/ _10]T}

b. Sistem Ax = b najlazje reSimo tako, da na razsirjeni matriki [A|b] naredimo
Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

(2 0 3 5|5 (100 1] 1
01210 010 —1]-2
A=l 103447 oo 1
21010 000 0] o0

Vidimo, da so resitve oblike
[1—t,-2+¢,1—t,¢t]".
c. Med resitvami sistema, ki so oblilje [1—t,-2+t,1—t,t]7,i8¢emo tiste, za katere
je skalarni produkt z vektorjem b enak 0. Veljati mora torej

5-1-t)+0-(-2+t)+4-1-t)+0-£t=0,

od koder izra¢unamo ¢ = 1. Edina reSitev sistema, ki je pravokotna na vektor b je
torej [0,-1,0,1].

Resitev naloge 85. i

a. Ta del lahko hitro reSimo z geometrijskim premislekom. Ker za vektorski produkt
vedno velja

AXv=-0Xa,
dobimo skupaj z zahtevo naloge
AX0=vXa
enakost v X @ = —v X @ oziroma v X a2 = 0. Ker je vektorski produkt enak 0
natanko tedaj, ko sta vektorja, ki ju mnoZimo, kolinearna, so v V ravno tisti

vektorji v, ki so vzporedni vektorju a. Z drugimi besedami, V je premica skozi

izhodig¢e s smernim vektorjem a. Taka premica je seveda vektorski podprostor
indimV =1.
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Druga moznost je, da primerjamo levo in desno stran in poiS¢emo parametrizacijo

zaV.lz
1 X X 1
X|lyl=]y|X
0 z z 0
dobimo
-z
- z
y—x -y

od koder sklepamo, daje z = 0in x — y = 0. Vektorji v € V so torej oblike
[x,x,0]7, zatoje V = L({a}) indim V = 1.
b. Primera matrik A in B, za kateraje V = N(A) in V = C(B), sta

1 -1 0 100
0 01 in 100
0 00 0 0O
Resitev naloge 86. @

a. Zlozimo vektorje v matriko

(10 -3 1]
A= 22 22
01 -2 2
in naredimo Gaussovo ehmmacqo po stolpc1h
[—1 0 -3 1 10 01 10 00
A = 22 22|~ 22 42|~ 22 -4 4|~
1 -2 2 01 -2 2 01 -2 2
(1000 100 0
~ 220 41|~ 2200
010 2 0100
Torejje dim V = 2, baza za V pa {01, 02}.
b. Pis§imo B B B B
Uy = av1 + fur + Y03
oziroma

[1,2,2]" = a[-1,2,0]" + B[0,2,1]" + y[-3,2,-2]".

Dobimo sistem enacb

-a-3y = 1,
20+ 2 +2y = 2,
-2y = 2.
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Iz tretje enacbe izrazimo = 2 +2y. Iz prve enacbe dobimo a = —1 -3y in druga
enacba je potem avtomati¢no izpolnjena. To pomeni, da reSitev ni enoli¢na, za
vsako izbiro y dobimo eno resitev. Izberimo na primer y = 0. Dobimo a = —1in
B =2, torej je

54 = —51 + 252.

Resitev naloge 87. @

a. Ker je Ae = [4,1]" # [3,2]" = ATe, matrika A ni element mnoZice W. Ker je
matrika B simetri¢na, je B = BT in zato tudi Be = BTe. Matrika B torej je element
mnoZzice W.

b. Najbosta X,Y € W poljubni matriki in @ € R poljuben skalar. Potem je Xe = XTe
inYe = YTe. Kerje

X+Y)e=Xe+Ye=X"e+Ye=(X"+YNe=(X+Y)Te
in
(@X)e = a(Xe) = a(XTe) = (aX)Te,
je podmnoZica W zaprta za seStevanje in za mnoZenje s skalarjem. Je torej
vektorski podprostor v R?¥2,
c. Zapisimo pogoj Xe = XTe v obliki (X — XT)e = 0. Naj bo

a b
c d

X =

Potem je
T 0 b-c 1 b-c 0
(X=X")e = = =
c—-b 0 1 c—Db 0
natanko tedaj, koje b — c = 0 oziroma b = c. V W so torej matrike oblike
a b
X =
b d
kjer so a,b,d € R poljubna stevila. Eno od moznih baz za W tvorijo matrike
10 01 ) 00
, Bx= in B3z= ,
00 10 01

torej je dim(W) = 3. Matriko B lahko v tej bazi zapisemo kot
B = By + 2B, — Bs.

4

By =

Resitev naloge 88. @

a. Pi§imo x = [x1, x2]". Potem je

o 10 X X
xTAx:[x1 xz]l ‘ 1]=[X1 xz][ !
X2 —X1 + X2

-1 1
Ker je edina resitev enacbe x% —X1Xx + x% =0 par (x1,x2) =(0,0),je U = {6} inje
U (trivialni) vektorski podprostor.

_ 42 2
=X]—X1x2 +x2.
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b. Naj bosta X,Y € V poljubni matriki in naj bo a € R poljuben skalar. Potem je
a'Xa=0ina'Ya = 0. Ker je

AX+Y)a=a"(Xa+Ya)=a'Xa+a'Ya=0+0=0,
jetudi X +Y € V. Ker je
a'(aX)a=a@Xya=a@Xa)=a-0=0,

je aX € V. MnoZica V je zaprta za seStevanje in za mnoZenje s skalarjem, zato je
vektorski podprostor.

c. Ugotovili smo Ze, da je U trivialni vektorski podprostor, zato je dim(U) = 0. Ce
piSemo

lahko izra¢unamo

ETXE:[l —1]

R e

Iz pogojaa — b — c +d = 0lahko izrazimo d = —a + b + c. V prostoru V so torej
matrike oblike

a b

c —a+b+c

X =

kjer so a,b,c € R poljubna $tevila. Torej je dim(V) = 3 in eno mozno bazo
prostora V sestavljajo matrike

00

11|

. 1o ol
= , = 1mn =
"“lo 41 27101 3

Resitev naloge 89. @

a. Matriko A, ki izraZa preslikavo ¢ v standardni bazi, dobimo tako, da izra¢unamo
slike standardnih baznih vektorjev e, e; in e ter rezultate zlozimo v stolpce
matrike. LaZje bo, &e prej zapisemo sliko splognega vektorja x = [x1, x2, x3]:

o[ m w ]

Il
o

[xl X2 Xs]

_ O -
Il

= 0 (x1+x3)=

X1+ X3

X1+ X3
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Sliko ¢(e1) dobimo tako, da v zgoraj izpeljano formulo vstavimo x; = 1 in
xy = x3 = 0. Podobno postopamo za ¢(e;) in ¢(e3) in dobimo

1 01

A= ¢@) ¢@) @) |=]0 0 0
1 01

b. Jedro preslikave ¢ oziroma njene matrike A dobimo tako, da na A izvedemo
Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 01 1 01
A~]10 0 0|~]000O0
101 0 00

V jedru so vektoriji x, ki regijo sistem Ax = 0, torej taki, za katere velja x1 + x3 = 0.
Ker imamo med tremi spremenljivkami samo eno vez, dobimo dvoparametricno
druZino regitev tega sistema. Baza za jedro sta tako vektorja [1,0,-1]Tin [0, 1,0].
Sliko preslikave ¢ oziroma njene matrike A dobimo tako, da na A izvedemo
Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

101 100
A~[0 0 O0Of~[0 0O
101 100

Stolpci tvorijo bazo slike, torej je im(¢) napeta na vektor [1,0,1]".

Resitev naloge 90. @
Preden za¢nemo odgovarjati na vprasanja, poenostavimo preslikavo ¢:

O(x) = ax(x+a) = axx+axa = ax¥x,
kerjea xa = 0 za poljuben a.

a. Preverimo:

Gpx+y) = ax(x+y) = axx+axy =
= o(x)+¢(y)
$(a¥) = ax(ax) = a(@xi) =
= ag(x).

Enakosti sledijo iz lastnosti vektorskega produkta.
b. Pois¢imo najprej predpis za ¢(x) za splogen vektor x = [x1, x, x3]":

¢p(x) = axx = [1,2,0]" x[x1,x2,x3]" =
= [2x3,—x3,x5 - 2x1]".
Slike baznih vektorjev so torej

P(e1) = [0,0,-2]", ¢(e2) = [0,0,1]" in ¢(es) =[2,-1,0],
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matrika A pa je enaka

0 0 2
A= 0 0 -1
-2 1 0

c. Jedro dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

00 2 0 01
A~ 00 -1{~ 0 00
-2 1 0 -2 10

Vidimo, da so v jedru vektorji [x1, x2, X3]T, za katere je x3 = 0 in xp = 2x7, torej je
baza jedra {[1,2,0]"} = {a}. Za sliko naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

00 2 00 2
A~ 00 -1(~]00 -1
-2 1 0 01 O

Baza im ¢ je torej {e3, 2e1 — e2}.

Resitev naloge 91. @~

a. V matriki A vsakemu od vektorjev a, b, ¢ pripada stolpec, v katerega zapiemo,
kako se slika tega vektorja izraza v bazi {a, b, c}, torej

1 0 -1
a=o@ o) 6@ |=-1 1 0
0 -1 1

b. Prehodna matrika P ima po stolpcih vektorje 4, b, c:

2 -1 0
P={ 1 0 -1
-1 1 0
Inverz P~! izra¢unamo s pomodjo Gaussove eliminacije na razsirjeni matriki
[P | I]:
2 -1 0/1 00 1001 01
1 0101 0f~...~]010|1T 02
-1 1 0]0 01 001[1 -11
Torej je
1 01

Pl=11 02
1 -1 1
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c. Za matriko S velja S = PAP1, torej

0 2 -1
S=10 2 1
0 -1 1

d. Jedro S dolo¢imo tako, da naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

0 2 -1 010
S=10 2 1(|[~...~]1001
0 -1 1 00O

Rang matrike je 2 in dim ker ¢ = 1, baza za jedro pa je na primer {[1,0,0]"}. Ker
jedro ni enako { 0}, preslikava ¢ ni injektivna.

Resitev naloge 92. @

a. Najbosta A, B € V in a € R. Potem je
A(A+B)a = a'Aa+a'Ba = 0+0 = 0
in
a'(aA)a = a(@a'Aa) = a-0 = 0.

MnozZica V je zaprta za seStevanje in za mnoZenje s skalarjem, torej je vektorski
podprostor.

x

Y ] Iz
z w

a'Aa = [1,-1] [

b. Najbo A =

Xy
z w

! 0
=x—-y—z+w =
-1 Y

sklepamo, da je

y

V={ |w=y+z—x}.

z

Ker imamo 4 koordinate in eno vez, je dim V = 3. Eno moZno bazo za V dobimo
tako, da postavimo po enega od parametrov x, y, z na 1 in ostala dva na 0. Eno
moZzno bazo V torej tvorijo matrike

Bl=[1 o [0 1], B [0 o].
0 -1 01 11
c. Najbosta A, B € V ter a € R. Potem je
¢p(A+B) = (A+B)a = Aa+Ba =
= ¢;(A) + ¢;(B),
p(aA) = (aA)a = a(Aa) =
= ap(A),

zato je ¢ linearna.
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d. Poglejmo, kam se s preslikavo ¢- preslikajo bazne matrike

. O L I
= , = 1mn =
"“lo -1 >“lo1 7111

glede na standardno bazo e1 =[1,0]7, ex =[0,1]". Ker je

. [1 o] 1 1] L2 1.2
-~ = = =1-e1+1-ep,
Pl 0o -1{|-1]| |1 e
(By) ol (-1)-& +(-1)-&
- = = =(-1)-e1+(-1)-ep,
Palb2 01| -1 -1 ! 2
(5 [0 0] 1] 0 0.3 10.3
— = = =0-e1+0-¢p,
PulPs 11[-1] o S

je matrika za ¢ iz baze {B1, By, B3} v standarno bazo {e1,e2} € R? enaka

1 -10
1 -10]
Ce na matriki naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah, dobimo
1 -10
0 00|
Ta matrika ima ocitno rang 1, zato je

dimkerqb; = dimV—dimimqf)Z =3-1=2.

V jedru so matrike oblike xB1 + xBy + zB3. Prix =1, z = 0 dobimo By + By, pri
x =0, z =1 pa B3. Torej bazo za jedro tvorita matriki

11 00
M1 = n M2 = .
00 11

Ce na matriki preslikave ¢ naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih, dobimo
100
100

zato bazo za im ¢ tvori vektor [1,1]" in dimim ¢ = 1.

7

Resitev naloge 93. @
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a. Najbosta X,Y € R?? in a € R. Tedajje
P(X+Y) AX+Y)-(X+Y)A =
= AX+AY-XA-YA =
= AX-XA+AY-YA =
= ¢(X)+ oY),
P(aX) = A(aX)-(aX)A
= a(AX) - a(XA)

= a(AX -XA) =
= ad(X).
b. Pisimo
a b
- c d]
in poracunajmo
P(X) = AX-XA =
(1 2 |[a b a b|]1 -2
"2 4 [c d‘_[c d”2 —1] B
[ a-2c b-2d a+2b —2a-b
- 2a—c¢ 2b—d‘_ c+2d —2c—d] -
[ 2b-2c 2a+2b-2d
" | 20-20c-2d 2b +2¢
Slike standardne baze so torej
0 2| [ 2 2
(P(El)=[2 NE P(E2) = 0 2],
2 0| [ 0 -2
¢(E3) = P ¢(Es) = S 0‘,

pripadajo¢a matrika iz baze {E1, E, E3, E4} v bazo {E1, E2, E3, E4} pa

0 -2 -2 0
2 2 0 =2
2 0 -2 -2
|0 2 2 0
c. Jedro dobimo tako, da na matriki preslikave naredimo Gaussovo eliminacijo po
vrsticah: ) ) ) )
0 -2 -2 0 10 -1 -1
2 2 0 -2 01 1 O
2 02 2| T |oo 0 0
0 2 2 0 (00 0 O
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Vidimo, da je rang matrike enak 2 in je jedro dvoparametri¢na druzina vektorjev
oblike [z + w, -z, z, w]T. Ce izberemo z = 1 in w = 0, dobimo [1,-1, 1,O]T, za
z=0inw=1pall,0,0, 1]". Baza za jedro sta tako na primer matriki

o

Za sliko naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih:

10
01

(0 -2 2 0] [ 100 0]
2 2 0 -2 0100
2 02 2| 7]l 1100
0 2 2 0] | -1 00 0]

Bazo im ¢ preberemo iz stolpcev. Predstavljata jo matriki
1 0 01
1 -1 10|

Resitev naloge 94. @

a. Najbo X = I in a = 2. Potem je det(X) = 1 in @(X) = [2,1]", hkrati pa je
det(2X) =4 in p(2X) = [4, 4]7. Ker @(2X) # 2¢(X), preslikava ¢ ni homogena
in zato ni linearna.

Naj bosta X, Y € R?*2 poljubni matriki in @ € R poljuben skalar. Potem je

3 X11  X12 Y11 Y12 _ 9 X11 + Y11 X12 + Y12
X21 X22 Y21 Y22

IHX+Y) = + =
X21 + Y21 X22 + Y22
B Yutyn+Xxpn+yn | X1t X2 Yyutyan |
X21 + Y21 + X12 + Y12 X21 + X12 Y21 + Y12

(X) + 9(Y).

X11 X12 axilp axi2
Sla =9 =
X21 X22 axy] (X2

[ ax11 + axo ] _ [ a(x11 + x22) ]

Prav tako je

IHaX)

axXr + axi OC(X21 + X12)
X11 + X22
= « = (XS(X)
X21 + X12

Preslikava 9§ je torej linearna.
b. Kerje 9(E11) = e1, 9(E1) = ez, 9(Ep) = e2in 8(Ep) = e1, je matrika preslikave 9 v bazah
{E11,E12,E2, Ex} in {e1, e2} enaka

1 001
Ag = .
lO 11 O]
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Resitev naloge 95. @

a. Naj bosta X, Y € R?? poljubni matriki in @ € R poljuben skalar. Potem je

PX+Y) = JX+Y)-(X+Y)] = JX+]Y-(X]+Y]) =
= JX-X]+]Y-Y] = ¢(X)+$(Y)
in
p(aX) = J(@X)—-(aX)] = a(JX)-a(X]) =

a(JX - X]) = adp(X),

torej je ¢ linearna.
b. Najprej izracunajmo

a b B [ 2 1 a b a b 21 B
¢ c d S lo1|]|c d cd||lo 1|
B [ 2a+c¢ 2b+d 2a a+b B
B c d 2 c+d |
B [ ¢ —a+b+d
B | —c —C

Ce vstavimo za eno od §tevil 4, b, ¢ in d vrednost 1 in za ostale tri 0, dobimo

En) [0 -1 .

¢(Eq1) = o ol = B2

(Ev) 01 E

¢(Ez) = 0ol T B
1 O

P(Ex) = = Enn— Ex — En,
-1 -1

() - (0 1] .

¢(Exn) = 0ol = B

torej je matrika, ki pripada preslikavi ¢ v standardni bazi, enaka

00 10]

11 01
Ay =

00 -1 0

00 -1 0|

c. Vidimo, da sta prvi in tretji stolpec matrike Ay linearno neodvisna, drugi in
Cetrti stolpec pa sta veckratnika prvega. Torej je rang matrike A, enak 2. Ker je
dim(im(¢)) = rang(Ay) = 2 in velja

dim(ker(¢)) + dim(im(¢)) = dim(R**?) = 4,
je tudi dim(ker(¢p)) = 2.
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6. Ortogonalnost

Resitev naloge 96. @

Dobimo

i~ 1-1+2-0+43-1 4
@) = =——=u= 1,0,1]" = =[1,0,1]" = [2,0,2]".
proj;(@) = &% ii = g e 1,017 = 511,011 = [2,0,2]
Resitev naloge 97. @~
Ce opazimo, da je vektor u enotski, si lahko prihranimo ra¢unanje imenovalca. Dobimo
T
. 1 1 1 1y . 10. __. |5555
pro]u(a)—(a-u)u— 1§+2§+3§+4§ M—EM—SM— lE,E,E,El .
Resitev naloge 98. @™
a. Z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo dobimo
i = o1 = [1,2,0,2]",
B o= m-2Mn _ 5 % - o200,
up - uq 9
Bo= molMg T o A T - [o § 4 -§]T
Vektorje i1, i3 in i3 $e normiramo. Ker je ||u1]| = ||u|| = 3 in ||us|| = %, dobimo
za ortonormirano bazo g; = ”Z—z” vektorje
T T T
R 12 2 R 2 12 - 21 2
= _/_/0/_ ’ = _/__/_/O 7 = 0/_/_1__ .
o l33 3] 1 [3 33] 7 [33 3]

b. Naj bo A = [v1,03,03]. Potem velja V+ = C(A)* = N(AT). Bazo V* bo torej
generiral vektor, ki razpenja N(AT). Vemo, da je en sam, ker iz dim(V) = 3 sledi
dim(V+) = 1. Ta vektor pois¢emo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 20 2 101 O
2 -120|~...~1010 0
2 120 001 -2

Jedro generira vektor uy = [-2,0,2, 1]". Ko ga normiramo, dobimo
T
R 2 21
=|—5 0/ AN’ A .
14 l 33 3]
c. Ce oznacimo z x; projekcijo vektorja x na g;, potem velja

J?=§1+3?2+J?3+9?4

in projekcija x na V je enaka

pI‘O]'VJ? = .')?1 + 3?2 + 3?3.
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Projekcijo na V torej najhitreje izracunamo tako, da od x odstejemo njegovo
projekcijo na V+. Najprej izratunamo

R L 1. 2 2 1|
nato pa Se
. 7 210
projyx = x—Xx4 = §,0,§,? .

Seveda pa dobimo isti rezultat, e izra¢unamo X1, X in X3 ter jih sestejemo.

Resitev naloge 99. i

a. Z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo dobimo

U, = v = [1,2,2,0],
. L Dyl 9

P> ” T
Uy = U2— = — Uy = U2 +zU = [_2/0/1/2] s
ui - uq 9
- - 53-Q1A Bg'ﬁzé - 9. 9.
Uy = 03— ——1] — ——1lp = 03— =11 +=tp = [2,-1,0,2].
up-up o Up- 9o 9
Vektorje 1, iy in u3 $e normiramo. Ker je ||u1]| = ||u2]| = ||u3|| = 3, dobimo za
ortonormirano bazo ﬁi = ”Z—’” prostora C(A) vektorje
1

T T T
- 122 N 2 12 N 2 1 2
C]l - [5/ 5/ 5/ 0] s qz - l_gl OI 5/ 5] ’ ‘73 - lgl_gl 0/ 5] .

b. Kerje C(A)* = N(AT), bo bazo C(A)* generiral vektor, ki razpenja N(AT). Vemo,
da je en sam, ker iz dim(C(A)) = 3 sledi dim(C(A)*) = 1. Ta vektor pois¢emo z
Gaussovo eliminacijo po vrsticah:

1 2 20 1000
-3 -2 -12|~...~({0 110
5 1 10 0012

Jedro generira vektor uy = [0,2, -2, 1]". Ko ga normiramo, dobimo
T
wepi 2l
c. Poiskali bomo x5, potem pa dobili x1 iz enacbe x = X1 + x2. Vektor x2 je projekcija
vektorja x na podprostor C(A)*, ki je generiran z vektorjem g4, zato je
Xz = proj; X = (x - qa)qs = 644 = [0,4, -4, 21",
Od tu takoj dobimo
X1=x—-x=[1,-4,-5,-2]".

Lahko pa bi x; izra¢unali tudi tako, da bi sesteli projekcije vektorja x na g1, g2 in
73. Rezultat bi bil seveda enak, le nekaj ve¢ dela bi imeli.
Razcep X = X1 + X2 je enoli¢en, ker sta C(A) in C(A)* ortogonalna.
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Resitev naloge 100. @

a. Z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo dobimo

up = 51 = [1/11_11_1]T/

- - Vo - U1 - - 4 .

i = -2 Mn — 5~ 2 = 1,0,0,1].
ui - uq 4

Ko poskusamo isto narediti $e za v3, dobimo 0, ker je v3 linearna kombinacija
vektorjev 07 in v;. Dimenzija podprostora V je torej 2. Vektorja u; in u $e
normiramo in dobimo vektorja 61 in ﬁz, ki tvorita ortonormirano bazo za V:
SO R T B L 1001T

ql - 2/ 2/ 2/ 2 7 qz - \/El 7 VY \/E .

b. Ker je dimV = 2, bo tudi dimV+ = 2. Najbo A = [v1,0;]. Potem je V+ =

C(A)* = N(AT). Bazo V* bosta torej generirala vektorja, ki razpenjata N(AT).
Poi$¢emo ju z Gaussovo eliminacijo na AT po vrsticah:

21 -1 0 0 -1 12

11—1—1] [1 00 1

Vektorji v jedru imajo parametrizacijo [-w, z + 2w, z, w]". Bazo za jedro lahko
dobimo tako, da enkrat izberemo za parametra z = 1in w = 0, drugi¢ paz = 0 in
w = 1. Dobimo vektorja [0,1,1,0]" in [-1,2,0,1]T. Oba sta seveda pravokotna
na V, moramo pa Se poskrbeti, da bosta pravokotna tudi drug na drugega.
Gram-Schmidtov postopek drugi vektor popravi v [-1,1,-1,1]". Oba vektorja
$e normiramo. Ortonormirana baza za V+ je torej

~ ot ] . i1 na)
qs = ,\/El \/El 94 = 2/2/ 2/2 .

c. Pravokotno projekcijo vektorja x na vektor g; dobimo po formuli

projz x = (x - 7:)q.

V naSem primeru je

N

proj;l x =0

N

proj;,x =

—
—_
~
(=)
~
()
~
—_
J—
_|
|
—
—_
~
(=)
~
(=)
~
—
[
_|

N

L

2

1

proj-x = —
13 V2

. 11 11
proj, x = [—E;E,—E,E
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Projekcijo na podprostor dobimo tako, da seStejemo projekcije na vektorje, ki
tvorijo bazo tega podprostora. Tako je

T
Lo o .- _ 1 0.0 1
projyx = proj; x +projzx = |-,0,0,7| ,
- L 1. 1]
projy.x = proj; x +proj, x = —2,1,0, >
Resitev naloge 101. @
a. Naj bo
1 -3 1 -2 0
A= 0 in B=|1 0 -3
0 0 0

Oc¢itno je U = N(A) in V = N(B), zato sta U in V vektorska podprostora v
R3. Seveda pa bi zados¢alo tudi, ¢e bi preverili, da sta zaprta za setevanje in
mnoZenje s skalarjem.

b. Bazo za jedro preslikave obi¢ajno dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah.
Tokrat sta obe matriki Ze reducirani. Matrika A ima rang 1, zato je dimU =
dim N(A) = 2. Vektorji v N(A) imajo parametrizacijo [x,3z — 2x,z]". Prix = 1
in z = 0 dobimo u1 = [1,-2,0]", prix =0inz = 1pauy = [0,3,1]".

Matrika B ima rang 2, zato je dimV = dim N(B) = 1. Za bazni vektor lahko
vzamemo na primer v1 = [6, 3, 2]".

c. Ker je U dvorazsezen podprostor v R?, njegovo bazo najlazje dopolnimo do baze
R3 z vektorjem, ki je enak ali vzporeden vektorskemu produktu u; X u. Tako
dobimo u3 = [-2,-1,3]".

d. Ker je V = N(B) = C(B"), je V+ = C(B"). Bazo za V! bomo torej dobili z
Gaussovo eliminacijo po stolpcih iz matrike B:

1 10 1 00
-2 00(~-2 20
0 -3 0 0 -3 0

Dobimo v, = [1,-2,0]" in v3 = [0,2, —-3]".

Resitev naloge 102. @

a. Na mnoZici vektorjev {a,b,c,d} izvedemo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo:

up = a = [1,1,0,0],

- - bup - - 2.
iy = b—22 = b-Ziy = [0,0,0,2]"
Uiy 2
- . cul - Cily . 2. 16 -
Uz = c—fijul—fifuz = C—=U1——1Up = [1,—1,0,O]T.

Ui UpUp 2 4
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Za 14 dobimo 0, ker je d linearno odvisen od u1, 1 in u3. Vektorje 1, uy, i3 e
normiramo in dobimo ortonormirano bazo za U:

1 T

q ll 100]T 7, =10,0,0,11", ¢ l L 0,0
1= |—F=—F7—=Y, s 2 = rYr\Yy s 3= |—F= ——F=/Y,
V2 V2 V2© V2
b. Koeficiente razvoja pravokotne projekcije proj,;u vektorja # po ortonormirani

bazi {ﬁl, ﬁy_, ﬁg} dobimo tako, da izra¢unamo skalarne produkte

u-q1 = [1,2,3,4]"- |—

u-q2 = [1,2,3,4]"-10,0,0,1]" = 4

u-qgs = [1,2,3,4]"-|—=,-—,0,0| = ——.

Torej je
roj, U = +4g ——1 [1204]T
PTOJy \/qu q2 N q3

Resitev naloge 103. 2ty

a. Najprej pois¢imo tak vektor w, da bo mnoZzica {u,v, w} baza prostora R3. Ker je
uxv = [1,-2,2]"x[2,2,1]" = [-6,3,6],

lahko vzamemo na primer w = [2,—1,-2]". Iskana projekcijska matrika bo v
bazi {1, v, w} oblike

P’ =

S O =
S = O
o O O

ker slika it + 11,0 + 0 in @ > 0. Poiskati moramo $e prehodno matriko Q, pa
bomo lahko izratunali matriko P, ki pripada projekciji v standardni bazi, kot
P = QP’Q~!. Matrika Q pove, kako se baza {u, v, w} izraZa s standardno bazo,
zato je

12 2
Q=|i % @|=|-22 -
21 -2

Njen inverz lahko dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki
[Q|I] in je enak

1 -2 2
Q‘lzé 2 2 1
2 -1 -2

Seveda bi se lahko prej potrudili in na bazi izvedli Gram-Schmidtovo ortogo-
nalizacijo (vektorje bi bilo potrebno le Se normirati), pa bi lahko na tem mestu
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namesto inverza uporabili kar transponirano matriko, saj za ortogonalne matrike
velja Q7' = Q. Nazadnje matrike $e zmnoZimo:
12 21001 -2 2
P:QP’Q‘lzé—Zz—l 0102 2 1/|-=
21 -=2([{00O0]|(2 -1 -2

5 2 4
1
= —-12 8 -2
9
4 -2 5

V pravilnost regitve se lahko prepricamo tako, da izratunamo P(u), P(v) in P(w).
Prva dva se morata preslikati vase, tretji pa v 0.

Z manj dela enak rezultat dobimo, ¢e vektorja u# in ¥ normiramo (pravokotna sta
Ze), zapiSemo matriko

1 2
3 3
Q'=|-33
2 1
3 3
in izra¢unamo P kot P = Q’Q’T.
b.
5 4 9 11
Px = é 2 8 -2||9|=]| 8
4 -2 5 9 7
c. Poiskati moramo $tevili « in B, za kateri bo Px = au + fv. Zapisano po
komponentah:
11 1 2
8|=al|-2|+p]2
7 2 1
Dobimo sistem enacb
a+28 = 11,
—2a+2 = 8§,
2a+p = 7,

ki ima regitev a = 1, B = 5, zato je Px = u + 5v.
Hitreje lahko ta del naloge re$imo, ¢e se spomnimo formule za projekcijo vektorja.
Koeficiente lahko izracunamo kot
Px)-u Px)-v
A o CCO L
u-u V-0

Resitev naloge 104. @™

a. Tocke iz V so zapisane z dvema parametroma, zato je dim V' = 2 in moramo
poiskati dva bazna vektorja. Z izbiro x = 1 in y = 0 dobimo vektor v1 = [1,0,1]T,
zx =0iny = 1 pa vektor v = [0,1,1]". MnoZica {v1, 02} je baza za V.
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b. Na {v1, vz} uporabimo Gram-Schmidtov postopek:

up = o1 = [1,0,1],

Vol 1 11"
= = 2U1 = T
= - == =10,1,1] - =[1,0,1]" = [—=%,1,=]| .
Uz 02 u1u1u1 [ ] 2[ | l 5 2]
o y L U= e n=1 _ V6 .
Vektorja u in u moramo $e normirati. Kerje ||u1|| = V2in ||uy| = ~, sta vektorja

allollTir‘ﬁllleT
1=|—=,/Y,—= 2= |T—F= ==
VN2 V&' V&' Vo
ortonormirana baza za V.
c. Koeficienta pravokotne projekcije vektorja 4 na prostor V sta skalarna produkta

E : al = \/El
QG = 0.
Torej je
proj,a = V24;.
Resitev naloge 105. @

a. V pogoju prepoznamo enacbo ravnine y — z = 0, ki vsebuje izhodisce, zato je V
vektorski podprostor. Lahko pa bi tudi opazili, daje V = N(A), kjer je

01 -1
A=(0 0 O
00 O

b. Ker lahko to¢ke v V parametriziramo kot [x, y, y]", lahko bazna vektorja eno-
stavno dobimo s pravo izbiro parametrov. Za x = 1iny = 0 dobimo vy = [1,0,0],
zax=0iny=1pav, =[0,1,1]".

c. Ce smo zgoraj prepoznali enacbo ravnine, potem vemo, da je njen ortogonalni
komplement premica, ki ima za smerni vektor normalo [0, 1, —1]". Ce nismo
razmisljali geometrijsko, potem lahko vektor, ki napenja ortogonalni komplement
dobimo kot vektorski produkt

U3 =01 XUy = [0, —1,1]T.
d. Is¢emo Stevila a,  in y, za katera bo
a= 0(51 + ‘852 + ]/53

Dobimo jih s pomogjo projekcij na vektorje v;:

2

ax = = — :—:2,
0101 1
a-v; 4

= — — :—:2,
ﬁ U2 - 02 2
i-vy 2

')/ = - — = E :1.
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Hitro se lahko prepricamo, da je res

a=2[1,0,0]" +2[0,1,1]" + [0, -1,1]".

Resitev naloge 106. @

Oznac¢imo v1 = [1,1,0]" in 93 = [1,-1,2]". Potem je baza stolpi¢nega prostora C(A)
enaka {01, 0,}. Ker sta vektorja v1 in v, Ze pravokotna, lahko dobimo koeficiente razvoja

projekcije projc )b kot

- b-o; . 6 .
ropb = ——v1 = =v1 = 30 ,
p ]Ul o1 - O 1 7 1 1

- b-oy. 6. R
10-b = —=v, = —=vy, = 1lo,.
p ]772 Dy - Oy 2 6 2 2

Torej je
projC(A)l; = 3v1+0p = [4,2,2]".
Ce stolpca ne bi bila pravokotna, bi morali najprej narediti ¢ Gram-Schmidtovo

ortogonalizacijo.

Resitev naloge 107. @

Na mnoZici {v1, 02, 03, 04, U5} izvedemo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo:

u = v = [2,1,2,0,0],

i o= 5-2M5 = 5,24 = [-1,2,0,-2,0],
Uil 9

u3 = 0

= - g, Ty g B2 3]
Uiy UpUp 9 9 373 3

ﬁ5 = 0.

Vektorje $e normiramo: Ker je ||u1]| = 3, ||u2|| = 3 in ||u4]| = 3, je ortonormirana baza
sestavljena iz vektorjev q; = %ul, g2 = éuz ingy = éu4 oziroma

T T
_ 212 B 12 2 2 4 52
= O O 7 = __I_IO/__IO i = _I__IOI__I_ .
1 [333 l q2l33 3] mo [99 93]

Resitev naloge 108. @

a. Podprostor C(A) < R* je linearna lupina stolpcev matrike A. Ozna¢imo v; =
[1,0,0,1]7, 9, =[0,1,1,0]" in w3 = [1,1,0,1]". Na mnozici {v1, v2, v3} naredimo
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Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo. Najprej dobimo

o1 = [1,0,0,1]T,

N 52121 N — OA N T

Up—=——1u = vp—zu; = v = [0,1,1,0],
Uyt 2

N V3l U3ln— - 2. 1.

U3 — == U] — == Uy = 03— <U]— <Uy =
[Z5RZ51 UozUo 2 2

T T
[1,1,0,1]" - [1,0,0,1]T - lo 11 0] = |0,%,—%,0] :

Ce opazimo, da sta vektorja 01 in vz ze pravokotna, lahko seveda prva dva ratuna
1zpust1m0 in tako] zap1semo u1 = 01 in up = vy ter poprav1mo samo vs3. Vektor]e
u; $e normiramo in dobimo

T T
~ 1 1 ~ 1 1 N 1 1
1= _Iolol_l ’ 2 = lol_/_lol in 3= lol_l__lol
! l\@ -1 R VAR N VR
Ortonormirana baza za C(A) je {41, 92, 93} -
b. Kerje C(A) < R*inje dim C(A) = 3, je dim C(A)* = 1. I&¢emo vektor g4 € R* z
normo 1, ki bo pravokoten na vektorje ﬁi (1 =1,2,3). Hitro lahko uganemo, da
bo na vse tri pravokoten vektor us =[1,0,0,-1]". Ko ga Se normiramo, dobimo

)

N 1 1
=|—,0,0,-—]| .

o [«/E \5]

Ortonormirana baza za C(A)* je {q4}.

Resitev naloge 109. i

a. Stolpi¢ni prostor C(A) je linearna lupina stolpcev matrike A. Na matriki A najprej
naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih, da se znebimo tistih stolpcev, ki so
linearno odvisni od ostalih. Vemo namre¢, da bo tak vsaj en, saj je C(A) < R%in
torej dim C(A) < 3. Z uporabo Gaussove eliminacije si bomo torej prihranili vsaj
en korak pri Gram-Schmidtovi ortogonalizaciji. Dobimo

(1231 1 031 1 0 01

1010|~]1 =210]|~|1 =2 =20/|-~
4482 4 -4 8 2 4 -4 -4 2

(1 00 1 1 00 0 100 0

1 200|~|1 20-1|~]110-1]~
4 -4 0 2 4 -4 0 -2 420 -2

(1000 1000

1100(~10100
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Podprostor C(A) je torej napet na vektorja v1 = [1,0,2]" in v, = [0,1,2]". Na
mnoZici {v1, 72} naredimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo:

u = o1 = [1,0,2],

. T T
N — OUq — — 4. T 4 8 4 2

= - U = --u; = 10,1,2]" - |=,0,=| = |-=,1,=] .
up o2 STl = 02 [ | [5 5 515
Vektorja 11 in u; $e normiramo. Ker je

Ll = V12422 = V5
in
2 2

Vil = (<2 s () = e B 4[5 \f 3
2 5 5 25 25 ' 25 25 5 5
je

ﬁllozrin;’|4 5 2]T

1= |—F=/Y —= 2= |- s ’ .

V5 5 3v5 35 3v5

Ortonormirana baza za C(A) je {q1, §2}. Seveda bi lahko na stolpcih matrike A

takoj naredili Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo in bi prav tako dobili ortonor-
mirano bazo za C(A).

. Pravokotno projekcijo vektorja 2 na C(A)* najlazje dobimo tako, da dolo¢imo

vektor u3, ki napenja C(A)*. Vemo, da bo u3 pravokoten na i1 in u. Prvemu
pogoju je lahko zadostiti. Vzamemo na primer vektor [2,0, —1]" in ga popravimo
tako, da bo pravokoten Se na 1. Hitro vidimo, da bo vektor [2,2, —1]7 pravokoten
tako na 1 kot na 5.
Izra¢unati moramo torej projekcijo vektorja a na vektor u3. Enaka je

~ auz 18

projﬂa = T U3z = —U3z = 2[2/2/ _1]T = [4/4/ _Z]T'
3 Ususz 9

. Projekcijo na C(A) bi seveda lahko dobili tako, da bi a projicirali na u7 in u; ter

rezultata sesteli, vendar je laZje, ¢e namesto tega od a odstejemo proj;aﬁ. Dobimo

projcd = a—proj;a = [5,3,-2]" - [4,4,-2]" = [1,-1,0]".

Resitev naloge 110. @

Oznacimo stolpce matrike A zv1 = [1,1,1,1]7, 02 = [0,1,0,1]" inv3 = [1,3,1,3]". Na
mnoZici {01, 02, 03} naredimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo in dobimo

= 51 = [1/1/1/1]T/

. T T
- UoU1 — - 2. T 1111 11 11
= - = = = - 7 = 011/0/1 T |A’ AR’ A’ A = YA YARrYAS 7
o= o = - g = | | lz 2'2'2 2272’2
- Egﬁp ZA)gﬁzé - 8. 2.
= U3—=—=WU]—=—=Up) = 03— —-U]— TU =
U1y Uply 4 1

= [1,3,1,3]"-[2,2,2,2]" - [-1,1,-1,1]" = [0,0,0,0]".
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Vektorja 11 in 11, e normiramo, da dobimo vektorja

_ [ttt (11 11
ql_ 2/2/ 2/2 1 qz_ 2/ 2/ 2/2 7
ki tvorita ortonormirano bazo {41, g2} podprostora C(A).
Na matriki AT naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

1111 1010
AT=l0101|~...~l0 101
1313 0000

Vidimo, da so v N(A") vektorji oblike [x1, x2, —x1, —x2]". Izberemo linearno neodvisna
vektorja v3 = [1,0,-1, 0]" in v4 = [0,1,0,-1]". Ker sta pravokotna, ju moramo le Se
normirati, da dobimo vektorja

T T

- 1 1 - 1 1
3= _/O/__lol ln 4 = 0/ _/O/__l ’

7 [\5 V2 TR

ki tvorita ortonormirano bazo {43, 4} podprostora N(AT). Ker je N(AT) = C(A)*, sm

z vektorjema g3 in g4 v resnici dopolnili bazo {41, 42} do ortonormirane baze prostora
R*.

Resitev naloge 111. @™

a. Najprej naredimo Gaussovo eliminacijo po stolpcih na matriki A:

123 (1.0 0]
100 010
012 " loo1
112 001 1]

Oznatimo 01 =1[1,0,0,0]", 02, =[0,1,0,1]" in v3 = [0,0,1,1]". Vektorja v1 = 13
inovy =y sta ze pravokotna, zato z Gram-Schmidtovim postopkom popravimo
le 3e vektor v3:

iy = 5y g B o On 1L o [0 1y 1]T
Izradunamo e ||uz|| = V2 in ||us|| = \/g = %. Ortonormirano bazo za C(A) torej
sestavljajo vektorji

T T
- - 1 1 R 1 2 1
1= [1/01010]T/ 2= lol _/O/ _l in 3 = lol__l = _l .
! N RV ! V&' V&' V6
b. Bazo C(A)* bomo dobili tako, da pois¢emo 3e vektor q4, ki {ql, g2, q3} dopolm

do baze R*. Najprej opazimo, da je vektor [0,1,0, —1]" pravokoten na qp in gz,
in to bo Se vedno res, ¢e tretjo komponento poljubno spremenimo. Popravimo
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T .

jo tako, da bo dobljeni vektor pravokoten $e na g3. Dobimo us = [0,1,1,-1]" in
zato
. l 1 1 1 lT
5]4 = O/ T = =7 T = .
V'V
Baza za C(A)* je {44}

c. Projekcijo projc 44 najlazje izratunamo tako, da od vektorja a odstejemo njegovo
projekcijo na C(A)*, torej

N R A S S
PTO)c(4) q4)q4 i 4

- 6.
a— 51/[4 = [51 2/ 4/ O]T - [01 2/2/ _2]T = [5/ 01 2/ 2]T

Resitev naloge 112. @

a. Oznacimo stolpce matrike A z

1
0
1
L 0 .
Na mnoZici {c1, ¢2, ¢3} naredimo Gram-Schmidtov postopek:

up = ¢ = [1,0,1,0],

- - Colly - - 2.

U = COQ—==U = C—zsU = [_1’2’3’2]1—_[1’0’1’0]1— =
Uiy 2
= [_2/ 2/ 2/ 2]T/
_ . Gy~ Calia - - A 16
U3 = C3——=— Ul ——=—Uy) = C3——Ul——Uy =
Ui UsUy 2 16

= [-4,1,0,3]" +[2,0,2,0]" +[2,-2,-2,-2]" = [0,-1,0,1]".
Izra¢unamo Se
lmll = V2, lluwall =4 in fusll = V2.

Od tu dobimo ortonormirano bazo za C(A):

1 [ -1 ] [ 0]
- 110 -1 1 .- 1| -1
TG P | TPTE| o
0 1|
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b. Za bazo prostora N(AT) naredimo Gaussovo eliminacijo na vrsticah matrike A:

1010 [1010] [1010

AT = | -1 232~ 0242[~]0121]|~

01 43 410 3 0022
(101 o] [100 1]
~lo10-1|~l010 21
001 1 001 1

V N(AT) so torej vektorji oblike [x4, x4, —x4, x4]T. Najbous = [1,1,-1,1]T. Potem

je za
.
- 11
“=31 4
1

mnoZica {4} ortonormirana baza za N(AT).
c. Iz enakosti C(A)* = N(AT) razberemo, da je

projC(A)(E) = a- Projeay. (@) = a-— proj%(ﬁ) = a- ;4 .17;4 Js =
4] [ 2] [ 2]
-1 2 -3
=11, =
4 2 2
Resitev naloge 113. @

Najprej naredimo Gram-Schmidtov postopek na mnoZici {v1, v}
i = o1 = [2,2,1],

Vol 3 2 2 1" 212"

Uy = Op— =22 = Up— iy = [0,1,1]T—[ l l— l .
Uiy 9 333

Vektor 11 $e normiramo, da dobimo

S P | L

ql_ 3/3/3 qz_ 3/3/3 .
Nazadnje moramo poiskati e tak vektor g3, da bo {q1, g2, g3} ortonormirana baza R3.
Najprej pois¢emo vektor u3, ki bo pravokoten na g in g2. Lahko izberemo poljuben

od njiju linearno neodvisen vektor in uporabimo Gram-Schmidtov postopek, lahko pa
uganemo u3 = [1,-2,2]T. Po normiranju dobimo

_ 1 o22]
%— 3/ 3/3 .
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Resitev naloge 114. @
a. I8¢emo 4 X 2 matriko A in 2 x 1 vektor E, za katera bo
C N
Al ‘ =b.
c2
V enakost f(x;) = y; vstavimo vse pare (x;, y;) iz tabele in dobimo
—C1—C2 -4,
Sy = o,
C1
—+2 ,
> Co 5
C1+Co 2,
torej je
-1 -1 —4 |
1
-5 =2 - -1
A = f , b=
7 2
|1
b. Resiti moramo normalni sistem
ATAX = ATD.
Ker je
11
aro| 22l
-1 -2 2 1]
je
5
2 4 - 9
ATA=|2 in ATbh= :
4 10 18
Sistem ATAX = ATh zdaj reSimo z Gaussovo eliminacijo:
2 4] 9 1 0|2
4 10018 [0 1|1 |
Torejcy =2incy = 1.
Resitev naloge 115. @

a. Ce vstavimo podatke v zvezo s(t) = vt + sy, dobimo:

0+ S
20 + sp
30 + sg
40 + sg

150,
220,
330,
420,
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torej je
(1 1] [ 150 |
21 - 220
A = 11’1 b =

31 330

4 1 420
Resitev po metodi najmanjsih kvadratov bomo dobili, ¢e namesto tega resimo
sistem

ATA = ATb.

50

Izracunamo

- 30 10 ) - 3260
A'A= in A'b=
10 4 1120

ter naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na razsirjeni matriki [ATA|ATD]:

S — [ 30 10 | 3260 30 103260 | |3 1326
[ATA|ATD] = ~ ~ ~
10 411120 0 2| 100 0 21100
[ 3 1326 3 0276 | 1 0|92
0 1| 50 0 1| 50 0 150 |

Resitev sistema je torej [92,50]".

b. V prejsnji tocki smo izra¢unali, da Metka vozi s hitrostjo v = 92km/h, zacetno
stanje na Stevcu pa je bilo 50km.

c. Za pot velja zveza s(t) = 92t + 50, torej bo ob ¢asu t = 5 skupna pot enaka
s(5) =92 -5+ 50 = 510. Stanje na $tevcu bo 510km.

Resitev naloge 116. i
Za re$itev po metodi najmanjsSih kvadratov moramo izrac¢unati

18 -9 - -9
in A'b= .
10 21

Ko naredimo Gaussovo eliminacijo na razgirjeni matriki sistema [ATA|ATb], dobimo

R [ 18 —9| -9 0 1133 -9 10|21
[ATA|ATY] = ~ ~ ~
-9 10|21 -9 10|21 0 1| 3
[ 9 0]-9 1 01
01| 3 0 13|

od koder preberemo resitev x = [1,3]".

Resitev naloge 117. @
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Iz podatkov dobimo predoloc¢en sistem enacb
9a+3b+c = 7,
a+b+c = -1,
a-b+c = 8§,
9a—-3b+c = 16,

ki ga zapigemo v obliki Ax = b, pri ¢emer je

(9 3 1] [ 7]

1 11 I |
A= in b=

1 -1 1 8

19 -3 1| | 16 |

Resevali bomo sistem ATAX = ATb, zato izra¢unamo %e

164 0 20 214
ATA=| 020 0| in ATh=]| -36
20 0 4 30

Na raz8irjeni matriki [ATAlATE] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

164 0 20| 214 1 00| 1
020 0[-36|~...~|0 1 0[-2[,
20 0 4| 30 001 3
zato je iskana funkcija g(x) = x? — 3x + 3.
Resitev naloge 118. @
Ce vstavimo dane pare v predpis za f dobimo predoloden sistem enacb
b = -5,
a+b = =2,
20+b = 4,
3a+b = 3.
Zapisemo ga v obliki AX = b, kjer je
[0 1] [ 5 |
11 - a - -2
A= , X = in b=
21 b
L 3 1 B

Resiti moramo sistem ATAx = ATb, zato izraéunamo

T 14 6 ) T 15
A'A= in A'b= .
6 4 0
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Na razsirjeni matriki [ATA|ATh] naredimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah in dobimo

14 6|15 14 6| 15 14 6| 15
6 4| 0 0 10| -45 0 1|-2
[ 14 0] 42 ‘ [ 10| 3 ]
9 |~ 9 |-
0 1|-53 0 1|-3
Resitev je torej a = 3in b = —3 oziroma f(x) = 3x — 3.
Resitev naloge 119. @

a. Ko vstavimo podatke iz tabele v enac¢bo f(x) = y, dobimo predoloc¢en sistem
Stirih enacb z dvema neznankama

b
4da—-—=- = -4
a > ,
a—-b = 1,
a+b = 2,
b
4da+- = -1.
a+2

Sistem lahko zapisemo v obliki Ax = l;, kjer je

4 -1] —4
1 -1 - a -
A= , X= in b=
1 1 b 2
4 g | -1
b. Za reSitev po metodi najmanjsih kvadratov najprej izra¢unamo
4 !
T 4 11 4|1 1 34 0
AT gl 1T o
2 2 2
|4 3
in )
—4
- 4 11 4 1 -17
Ab=| | 111 5| = s |-
2 2 2
L _1 4

Z Gaussovo eliminacijo na razirjeni matriki [ATA | ATZ;] dobimo

-17 2 0 1 0|-3
2 01 01| 1|

Resitev je torej a = —3, b = 1 oziroma funkcija f(x) = —3x2 + 1.

34 0

2
2

-1

[ATA| ATp] = [ :

1
2
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7. Lastne vrednosti

Resitev naloge 120. i

Izra¢unamo Ax in A? :

- 31 1 3-1+1-2 5 -
Ax = = = :5_x,
2 4 2 2:1+4-2 10
- 31 2 3-2+1-1 7
Ay = = = .
2 4 1 2:2+4-1 8

Vektor X je lastni vektor matrike A z lastno vrednostjo A = 5. Vektor y ni lastni vektor
matrike A, ker Ay ni veckratnik vektorja y.

Resitev naloge 121. @
Izrac¢unamo:
31 2 0| 11
A-al = A-2] = — = ,
2 4 0 2 2 2
(3 1] [3 0] [o 1]
A-Bl = A-3I = — = .
2 4 0 3 2 1

Matrika A — al ima determinanto det(A —al) =1-2-2-1 =0, zato a = 2 je lastna
vrednost matrike A. Matrika A — fI ima determinanto det(A—-pI) =0-1-2-1= -2 #0,
zato f = 3 ni lastna vrednost matrike A.

Resitev naloge 122. @

Kot smo pri prejsnji nalogi, tudi tokrat izracunamo:

o R

2 4
Naredimo $e en korak Gaussove eliminacije po vrsticah:

11 11

2 2 00|
Lastni vektorji, ki pripadajo lastni vrednosti a = 2, so regitve ena¢be (A — 2I)x = 0.1z
zgornje matrike vidimo, da je enacba ekvivalentna enacbi x + y = 0. Izrazimo y = —x in

vidimo, da je lastni podprostor za & = 2 sestavljen iz vektorjev oblike [x, —x]T. En lastni
vektor, ki pripada lastni vrednosti @ = 2, je na primer x = [1,-1].

Resitev naloge 123. @
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Najprej izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

5-A7 —4 -8 5-14 1-47 -8
det(A - AI) = 2 -1-A -4 | = 2 1-7A -4 | =
2 -2 -3-A 2 0 -3-A1
5-1 1 -8 3-1 0 —
= (1-1) 21 41 =01-21) 21 —4 | =
2 0 -3-A 2 0 -3-A
a-n”70 T s NGB 48
= 0= = (1-A)(-CB- +A)+8) =
2 -3-A
= 1-MHA%=1) = 1-ADA-1DA+1) = =(A-1)>*A+1).
Lastne vrednosti so torej A1, = 1in A3 = —1. Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na

matriki A — I dobimo

4 -4 -8 1 -1 -2
2 -2 4 |~...~(0 0 0],
2 -2 -4 0 0 O

zato je lastni podprostor za A1 2 = 1 parametriziran z [y + 2z, y, z]" in sta lastna vektorja
na primer

v1=[1,1,0]" in v,=1[2,0,1]".

Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A + I dobimo

6 -4 -8 10 -2
2 0 4|~...~]01 -1],
2 -2 2 00 O
zato je lastni podprostor za A3 = —1 parametriziran z [2z,z,z]" in je ustrezni lastni

vektor na primer
v3=1[2,1,1]".

Lastni vektorji nam dajo stolpce prehodne matrike P, matrika D pa vsebuje lastne
vrednosti po diagonali, zato je

10 O
P=1101 m D=0 1 O
0 0 -1
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Zdaj pa lahko izracunamo

2020 _ —-1,2020 _
A = (PDP~ 1?20 =
= ppp~t.pppt.. .. ..PDP!=
— PDZOZOP—l —
= PIP7! =
= PP_l =
= 1.

Ker je D220 = [ smo se torej lahko izognili izra¢unu P~

Resitev naloge 124. @

a. Najprej izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

4-2 0 -6
det(A — AI) = 3 2-1 3| =
3 0 -5-4
4-7 -6 4-2 6
= (-2-A) = 2+A) _
3 5-2 3 5+4

(A +2)20 =51 +41 — A? - 18) =
= —(A+2)A2+1-2) = —(A+2)*(A-1).

Lastne vrednosti so torej A1, = =2 in A3 = 1. Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah
na matriki A + 2I dobimo

6 0 -6 1 0 -1
30 -3|~...~100 O,
3 0 -3 00 O

zato je lastni podprostor za A1, = —2 parametriziran z [x, y, x]". Lastna vektorja
sta na primer

v1=[1,0,11" in v, =[0,1,0].

Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A — I dobimo

3 0 -6 1 0 -2
3 -3 3|~...~[01 -1/,
3 0 -6 00 O

zato je lastni podprostor za A3 = 1 parametriziran z [2z, z, z]. Lastni vektor je
na primer

v3=1[2,1,1]".

b. Ker ima matrika A tri razli¢ne lastne vektorje, se jo da diagonalizirati. Lastni
vektorji nam dajo stolpce prehodne matrike P, matrika D pa vsebuje lastne



144 Resitve

vrednosti po diagonali, zato je

10 2 -2 00
P=]1011 in D= 0 -2 0
1 01 0 01
Resitev naloge 125. @

a. Ko napravimo Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A + 2I, vidimo, da je
rang te matrike enak 2:

4 0 4 1 01
A+2I=11 4 1|~|1010
0 00 000

Od tu dobimo edini lastni vektor za to lastno vrednost, v1 = [1,0, -1]".
b. Ker je

20 4 0 0 0
Ay = |1 2 1 1)1 =12 =2-{1]{,
00 -2 0 0 0

je 7 lastni vektor za lastno vrednost A, = 2.
¢. Izra¢unamo karakteristi¢ni polinom

2-A 0 4
2-1 0
det(A — AI) = 1 2-2 1| =(-2-2) =
1 2-4
0 0 —2-14

—(A+2)(A —2)2.

Vidimo, da je tretja lastna vrednost enaka drugi, A; 3 = 2. Naredimo Se Gaussovo
eliminacijo po vrsticah na matriki A — 21 in dobimo

00 4 0 01
A-2I=11 0 1(~(1 00
0 0 —4 000

Vidimo, da je matrika ranga 2, zato dobimo za lastno vrednost A, 3 = 2 le en lastni
vektor, vs. Algebrai¢na kratnost te lastne vrednosti je enaka 2, geometri¢na pa 1.

Resitev naloge 126. i

Matrika A je 3 X 2 matrika, ki ima vektorja u in v za stolpca, zato je AT 2 X 3 matrika, ki

ima u" in o7 za vrstici. Matrika B bo dimenzije 3 X 3 in

| ut e
B = [u v] | = u' +vo'.
v
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Poglejmo, kam preslika matrika B vektor u:

Bu = (uu' +00")u = (uu')u+@o)u = u(u'u)+o(@ u) = |ul*u.
Pri tem smo upostevali, da je v'u = 0, ker sta vektorja u in v pravokotna. Vidimo, da
se je u preslikal v svoj veckratnik, zato je u lastni vektor matrike B za lastno vrednost
||u||?>. Na enak nacin bi pokazali, da je v lastni vektor matrike B za lastno vrednost
||9||2. Za diagonalizacijo matrike B potrebujemo Se en lastni vektor in pripadajoco lastno

vrednost. Poglejmo, kaj se zgodi z vektorjem u X v:
B(ixv) = (uu' +v0" )1 x0v) =
= (uu")(uxv)+ @)U x0) =
= u('"(ux0)+0@"(ux0v))=0.
Pri tem smo upostevali, da sta skalarna produkta uT(u X v) in 5T(Lz X ?) enaka 0, ker je
vektorski produkt pravokoten na oba faktorja. To pa pomeni, da je u X v lastni vektor za

lastno vrednost 0. Ker poznamo vse tri lastne vektorje in pripadajoce lastne vrednosti,
lahko zapiSemo matriki D in P, za katerije B = PDP~!:

Jul> 0 0
p=| 0o 72 0| in P:[ﬁ v axz].
0 0 0

V nasem primeruje u X v = [0,1,1]7, ||u||*> = 1in ||7]|? = 2, torej je

1 00 1 00
D=0 20 n P=({0 11
000 0 -1 1
Izracunamo Se
1 00 0 0
DY=|0 20 of, P'=|0 § -}
0 00 11

in nazadnje
B = (ppphH!0 =
= (pDP~YYPDPY)...(PDPTY) =
= pPDP-'ppp~'...PDP7! =
= PD(P~'P)D(P~'P)D(P7'...P)D(P~'P)DP7! =

— PDlOP—l —
1 0 0
= 0 512 -512
0 =512 512
Resitev naloge 127. @

a. Ker je matrika A spodnje trikotna, so lastne vrednosti enake diagonalnim elemen-
tom. Torejje A1p =1in Az = 2.
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b. Matriko bomo lahko diagonalizirali, ¢e bo obstajala baza iz lastnih vektorjev.

Lastni vektorji pri razli¢nih lastnih vrednostih bodo avtomati¢no linearno neod-
visni, problem pa lahko povzrocijo veckratne lastne vrednosti, kjer morda lastnih
vektorjev ni dovolj. Zato najprej poglejmo lastni podprostor za dvojno lastno
vrednost A1 = 1. Z Gaussovo eliminacijo po vrsticah matrike A — I dobimo

0 00 100
A-1= 1 10(f(~...~1010],
-1 -3 0 0 00

zato so v lastnem podprostoru N(A — I) vektorji oblike [0, 0, z]". To pomeni, da
je edini lastni vektor za to lastno vrednost (do skalarnega veckratnika natan¢no)
v =1[0,0,1]". Ker je algebrai¢na kratnost te lastne vrednosti 2, geometrijska
kratnost pa 1, se matrike A ne da diagonalizirati.

Resitev naloge 128. @

a. Bazo za nicelni prostor pois¢emo s pomocjo Gaussove eliminacije po vrsticah:

11 -1 10 O
A= 10 Of~...~]0 1 -1
-1 0 O 00 O

Vektorji v jedru so oblike [0, v, y]T, zato lahko za bazni vektor vzamemo v =
[0,1,1]".

. Bazo za stolpi¢ni prostor pois¢emo s pomocjo Gaussove eliminacije po stolpcih:

11 -1 010
A= 10 O0|~...~ 1 00
-1 0 0 -1 00

Bazo tvorita na primer vektorja v; = [1,0,0]" inv3 = [0,1, -1]".

. Nicelni prostor N(A) je lastni podprostor za lastno vrednost 0, saj za vsak vektor

x € N(A) velja Ax = 0 = 0 - x. Lastni vektorji za neni¢elne lastne vrednosti so vsi
vsebovani v C(A).

. En lastni vektor za lastno vrednost A1 = 0 je 71 = v1. Ostali lastni vektorji se bodo

izrazali kot linearne kombinacije baznih vektorjev podprostora C(A), torej
1 = av, + Bos.
Ker je lastni vektor dolo¢en samo do skalarnega veckratnika natan¢no, lahko
brez Skode za splo$nost predpostavimo, da je f = 1. Hitro lahko preverimo, da je
Av, =[1,1,-1]"=v,+v3 in Avs =[2,0,0]" = 20,.

To pa pomeni, da je

Al = A(a52 + 53) =
= (XAZZ + A53 =
= Ct(?)z + 53) + 252 =
= (CY + 2)52 + Ot53.
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Ce paje [ lastni vektor matrike A, mora poleg tega veljati Se
Al = kI = (ka)vy + ko,
Dobimo sistem enacb

a+2 = ka,
a = k,

in po hitri eliminaciji druge enacbe zvezo
a>—a—-2=0
z reSitvama a1 = -1 in ap = 2.

V prvem primeru dobimo lastni vektor

I = —52 +53 = [—1, 1, —1]T,
v drugem primeru pa
I3 = 200 +03 = [2,1,-1]".

Pripadajoci vrednosti sta enaki koeficientu k = a, zatoje A = =1in A3 = 2.

Resitev naloge 129. @

a. Bazo za nicelni prostor dobimo tako, da naredimo na matriki A Gaussovo
eliminacijo po vrsticah:

(100 1 (100 1
0110 0110
o110| "~ loooo
1001 (0000

Vidimo, da so v N(A) vektorji oblike [x, y, =y, —x]T. S primerno izbiro parame-
trov dobimo linearno neodvisna vektorja [1,0, 0, —-1]"in [0,1, -1, 0]", ki sta Ze
pravokotna. Zato ju samo $e normiramo in smo za N(A) dobili ortonormirano
bazo {v1, 02}, pri cemer je

T T
- 1 1 - 1 1
01 = |—F—=, 0/ 0/ __l ’ Uy = lol _/__/Ol .
[\/5 V2 V2© V2

b. Bazo za stolpi¢ni prostor dobimo tako, da naredimo na matriki A Gaussovo
eliminacijo po stolpcih:

0
1
1

o o O

1
0
0
1

S = = O

0
0
0
0

_ o O =

S = = O

_ o O =

0 0

Vidimo, da sta v C(A) linearno neodvisna vektorja [0,1,1, 0]" in [1,0,0,1]7,
ki sta tudi Ze pravokotna. Zato ju samo Se normiramo in smo za C(A) dobili



148

Resitve

Resitev naloge 130.

ortonormirano bazo {v3, 04}, pri ¢emer je
T T
- 1 1 ~ 1 1
03 = 0/ =y _lol ’ U4 = l_iolol _l .
l V2 V2 V2 V2

. Hitro se prepri¢amo, da je

(2 0 0 2]
0220
0220
200 2|

A =

Torej A2 = 2A. Naj bo v poljuben lastni vektor matrike A. Potem velja Av = Av
zanek A. Izra¢unajmo A%v na dva nacina. Po eni strani je

A% = A(Av) = A(Av) = A(Av) = A%D,
po drugi pa

A%y = 2A0 = 2Av.

Od tod sklepamo, daje 2A = A? oziroma A(A—2) = 0. Edini moZni lastni vrednosti
sta torej 0 in 2. Lastni podprostor za lastno vrednost A1, = 0 Ze poznamo, saj je
kar enak N(A), v1 in v; pa sta pripadajoca lastna vektorja.
Pri ra¢unanju matrike A2 pa smo opazili, da je Avs = 203, ko smo mnoZili prvi
stolpec desne matrike z vrsticami leve matrike. Podobno smo pri mnoZenju
drugega stolpca desne matrike z vrsticami leve matrike opazili, da je Avy = 204.

Preostala dva lastna vektorja sta torej v3 in v4 in pripadata lastni vrednosti
Az =2.

d. Ker vektorji v1, v2, v3 in v4 Ze tvorijo ortonormirano bazo, samo Se zapiSemo

r 1 5l

0 - 00\/2
11

p=| in Q= Vv

2 0o -L L o
V2 V2

_1 il

2| w 005

a. Najprej izracunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

21 1 1 2-A 1 1
det(A — AI) = 3 -\ 1] =141 -1-2 0| =
4 -4 3-1 4 4 3-2
21 1 1 3-1 1 1
= (1+A) 1 -1 0 =@0+A) 0 -1 0 =
4 -4 3-1 0 -4 3-2
= 1+M)3B=-1)] = —(1+1)(B-1)>
A+NG-N| , | = -a+HE-N
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Pri tem smo najprej od druge vrstice odsteli prvo, iz druge vrstice izpostavili
(1 + A), prvemu stolpcu pristeli drugega, naredili razvoj po prvem stolpcu
in nazadnje upostevali, da je determinanta spodnje trikotne matrike produkt
diagonalnih elementov.

Vidimo, da sta lastni vrednosti A1, = 3 in A3 = —1. Najprej si oglejmo lastni
podprostor za lastno vrednost A1, = 3. Ker je

-1 11 1 -1 0
A-3l= 3 3 1|~...~10 0 1],
4 -4 0 0 0O

imamo samo en lastni vektor, v; = [1,1,0]". Matrike A torej ne moremo
diagonalizirati.
Za lastno vrednost A3 = —1 dobimo

3 11 11 0
A+I=(3 1 1(|(~...~|0 2 -1],
4 -4 4 00 O

torej je pripadajo¢i lastni vektor v, = [1, -1, -2]".
b. Ker je v1 = [1,1,0]" lastni vektor za lastno vrednost 3, velja Avy = 301 oziroma
| Avy|| = 3||v1]| > 2||v1]|. Za iskani vektor x lahko torej vzamemo X = v;.

Resitev naloge 131. @

a. Najprej pois¢emo karakteristi¢ni polinom matrike A:

3-4 1 3 3-4 1 3
dettA-AI) = | 1 -A 0|=] 1 -A 0=
3 0 -A 0 31 -A
3-4 1 3 3-1 10 0
= Al 1 A 0|=A 1 -4 0]=
0 3 -1 0 3 -1
3-1 10 )
= - = —A(A2-31-10) =
1 -A

—AA +2)(A - 5).
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Lastne vrednosti so torej Ay = 0, A, = =2 in A3 = 5. Za lastne podprostore
poisc¢emo nicelne prostore matrik

(31 3] (1 0
A = .~ ,
3 0
[ 5 20
A+2] = ~...~lo03 1],
3 0 0
2 1 3 1 -5 0
A-51 = | 1 =5 0 |~...~|0 =3 1
3 0 -5 0 00

Vidimo, da so lastni vektorji v1 = [0,3,-1]T, v, = [-2,1,3]Tinv3 = [5,1, 3]".

b. Matrika D bo diagonalna z lastnimi vrednostmi na diagonali, matrika P pa bo
vsebovala lastne vektorje v vrstnem redu, ki se ujema z vrstnim redom lastnih
vrednosti v D, torej

0 0 -2 5
D= -2 in P= 3 1
5 -1 3 3

c. Ce Zelimo namesto matrike P iz prejSnje tocke ortogonalno matriko Q, moramo
samo $e normirati lastne vektorje, matrika D pa lahko ostane nespremenjena.
Lastni vektorji so namre¢ Ze pravokotni. Ker je

o1l = +02+32+(=1)2 = V10,
lval = V(=2)2+12+32 = V14,
lvsll = V52+12+32 = V35,

morajo biti stolpci matrike Q enaki

A_[Oi_ir A_[_z 1 3]T 4_[5 1 3]T
ql /\/E/\/E/qz \/ﬁ/\/ﬂ/\/ﬁ’q?’ @,@,@.

Resitev naloge 132. @

Karakteristi¢ni polinom matrike A je enak

det(A —AI) = —(A + 1)(A = 1)?,
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zato so lastne vrednosti A; = —1in A, 3 = 1. Ker je

L 1o
A+l = | -2 2 Z|~...~|01 1],
: 14 0 00
11
A-1 = | -3 -3 3|[~..~[00 Of,
00 0
je lastni vektor za lastno vrednost A; = —1 enak v1 =[1,1,-1]". V lastnem podprostoru

za Ap3 = 1 so vektorji oblike [~y + z, y, z]", kjer sta v,z € R poljubna parametra. Ce
izberemo y = 0in z = 1, dobimo v, = [1,0,1]7, priy = 1inz = 0 pa v3 = [-1,1,0]".
Seveda bi lahko izbrali tudi kaksno drugo kombinacijo parametrov in bi dobili druga¢na
lastna vektorja. Pomembno je le, da parametra izberemo tako, da sta dobljena lastna
vektorja linearno neodvisna.

Matriko A lahko torej zapisemo kot A = PDP!, kjer je

-1 11 -1
D= 1 in P= 1 0 1
1 -1 1 0

I8¢emo Se p(A) = A28 — A2 + 2A. Najprej izracunajmo

A0 — pp20B8p-1 — pp-1 — 1 in A2 = pp?p~! = ppl = 1.

Torej je
2 _4 4
3 3 3
p(A) = I-1+42A = | -3 3 3
4 4 2
3 3 3
Resitev naloge 133. @

Karakteristi¢ni polinom matrike A je enak
det(A — AI) = —(A +2)*(A - 1),

zato so lastne vrednosti matrike A enake A1, = =2 in A3 = 1. Ker je

(6 6 -6 10 0
A+2l = |21 <1 |~...~]0o 1 -1],
5 4 -4 00 0
(3 6 -6 1 0 -1
A-T = |2 =2 <1 |~...~|0 =2 1],
5 4 -7 0 0 0
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imamo za A1 = =2 lastni vektor v = [0,1,1]T, za A3 = 1 pa lastni vektor v, = [2,1,2].
Ker pri dvakratni lastni vrednosti A1, = —2 nimamo dveh linearno neodvisnih lastnih
vektorjev, se matrike A ne da diagonalizirati. Taka matrika P torej ne obstaja.

Resitev naloge 134. @
a. Karakteristi¢ni polinom matrike A je

1-A o 1 -1

-2 1-A 1 -1

1 0 -A 1

1 0 0 1-4

det(A — A)

Il
Il
—~~
—_
|
S~
SN
N =
|
~
—_
Il

1-14 1

M( ) _A)
= 1-M)A-A+1A-A)(-A1-1)-1)) =

= (1-1)2A%2=1) = A1 -21)>*(A-1) = A(A-1)°

+(1-A)

Lastne vrednosti matrike A so torej A1 = 0in Ay 34 = 1. Z Gaussovo eliminacijo
na matriki A dobimo

101 -1] 100
211 -1 010 3
A: ~oeL. Y 7
100 1 001 -2
100 1 000 0

zato so v lastnem podprostoru pri lastni vrednosti A1 = 0 vektorji oblike
[_x4l _3x4/ 2x4/ x4]T'

Naj bo v1 = [-1,-3,2, 1]". Z Gaussovo eliminacijo na matriki A — I dobimo

00 1 -1] (1 00 0]
20 1 -1 00 1 -1
A= ~ i~ ,
1 0 -1 000
10 0 0] 0 00

od koder iz ranga takoj razberemo, da imamo pri lastni vrednosti A234 = 1 le
dva linearno neodvisna lastna vektorja. Vektorji v lastnem podprostoru za lastno
vrednost 1 so oblike

[O/ X2, X4, x4]T'
Naj bo v, = [0,1,0,0]"inv3 = [0,0,1,1]".
b. Ker ima matrika A pri trojni lastni vrednosti 1234 = 1 samo dva linearno
neodvisna lastna vektorja, ni diagonalizabilna.

Resitev naloge 135. @
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a. Kerje
(2 -1 -1 4 1 2]
. 1 0 21]|]-1 2 .
Av = = = -2v,
1 2 01 1 -2
4 -1 -1 2| -1 | 2

je v lastni vektor matrike A pri lastni vrednosti A = —2.
b. Ker je v lastni vektor, lahko izratunamo

Av = =20,

A% = A(Av) = A(-20) = -2Av = (-2)%0 = 4o,

A% = A(A%0) = A(do) = 4Av = 4(-2)v = -8v.
Torej je

(A2 + A2+ Ao =-80+40v-20=-60=[-6,6,-6,6]".

c. Izra¢unamo

2-1 -1 -1 4 2-A 0 0 2+A
1 -A 2 1 0 —2-1 2447 0
1 2 -A 1 1 2 A 1
4 -1 -1 2-A 4 -1 -1 2-47
-1 0 0 1 -1 0 0 0
-1 1 0 -1 1 0
= (2+A) = (2+4) =
2 -A 1 1 2 -A 2
4 -1 -1 2-2 4 -1 -1 6-A
-1 1 0 0 1 0
= —2+A)?] 2 -A 21 = -2+A72|2-1 -2 2| =
-1 -1 6-A -2 -1 6-A
= +A?| 7 = 2+ A)212-8A+ A2 +4) =
( ) 561 2+ M) )

= (A+2)%*A -4)%

Lastne vrednosti so torej A1, = —=2in A34 = 4.
d. Naredimo Gaussovo eliminacijo na matriki A — 4I in dobimo

[ 2 -1 -1 4] (10 0 -1 ]
1 -4 2 1 010 -1
A—4] = -
1 2 -4 1 00 1 -1
4 -1 -1 -2 | 000 0

Vidimo, da je rang matrike A —4I enak 3, zato imamo pri lastni vrednosti A3 4 = 4
le en lastni vektor. Sledi, da matrika A ni diagonalizabilna.

Resitev naloge 136. @
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a. Naj bo v lastni vektor za Z pri lastni vrednosti A. Potem je Zv = Av in je

v=1Iv=2% =2Z(Zv) = Z(Av) = M(Zv) = A(Av) = A?0.

Ker je 0 lastni vektor, je 0 # 0, zato mora biti A% = 1 oziroma A = +1.

. Naj bo {e1, e2} standardna baza za R?. Potem je z1(e1) = e3 in z1(e2) = e1, torej je

01

7. =
110

Podobno je z2(e1) = —e1 in z(e2) = ey, zato je

L 1o
71 01|

. Izrac¢unajmo karakteristi¢na polinoma

det(Z1 - AI) =

! =A2-1=A+1A-1)
I Y e

in
-1-A

det(Z, — AI) = N

— (A=D1 =A) = A +1)A-1).

Vsaka ima torej eno lastno vrednost 1 in eno —1. Pois¢imo za vsako e pripadajoca
lastna podprostora:

[ 1 1 1 -1
Zl_I: ~ ’
1—1] [0 o]
[ 1 1 11
Z1+1 = ~ ,
11 00
[ 2 0 10
ZZ_I: ~ 7
00 00
[0 0 00
Zo+1 = ~ .
02 0 1

Vidimo, da je lastni vektor za Z; pri A1 = 1 enak v = [1,1]T, pri A, = -1 pa
vy = [-1,1]". Podobno je lastni vektor za Z, pri Ay = 1 enak u; = [0,1]", pri
Ay =—-1pauy=[1,0]".

. Ker je

(21 0 22)(x) = 21(22(x)) = Z1(Zox) = (Z1Z2)x,
je Ri2 = Z1Z;. Podobno je Ry = Z,Z;. Torej

o 1][-1 0 [ 0 1|
Ry = = ,
10 0 1 10
[ 1 0]]o 1] [0 =1]
Ry = - .
0110 1 0
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e. Matrika Ri; slika el vV —eyine, ver Je torej rotac1]a za —Z% okrog izhodisca.

Matrika Ry slika e1 v ey in ey v —e;, zato je rotacija za 7 okrog izhodisca.
f. Izrac¢unajmo karakteristi¢na polinoma

det(Ryp — AI) =
(R12 ) '_1 Y

1
':A2+1
in

det(Ry; — Al = =A2+1.

Matriki Ry in R torej nimata realnih lastnih vrednosti in lastnih vektorjev. To

je smiselno, ker rotacija v R? za kot ¢ ne ohranja nobene smeri, e je ¢ # k7t (za
k € Z).

Resitev naloge 137. @

a. Naj bo {e1, e, e3} standardna baza za R?. Potem je r1(e1) = e1, saj se os rotacije
pri rotaciji ohranja. V yz-ravnini se vektor e, pri rotaciji za § preslika v vektor e3,
torej je r1(ez) = e3. Vektor ej se preslika v —ep, zato je r1(e3) = —ep. Matrika, ki
pripada preslikavi 1 v standardni bazi, je torej enaka

0 O
Ri=({0 0 -1
0 0

Podobno je r5(e3) = e3, v xy-ravnini pa se vektor ej pri rotaciji za § preslika v e,
vektor e; pa v —ej. Pripadajo¢a matrika je torej

0 -1 0
Rob=11 00
0 01

b. Kot pri prejsnji nalogi razmislimo, da je Ri2 = R1Rz in Ry1 = RoR;. Torej

1 0 O 0 -1 0 0 -1 O
Ri»=10 0 -1 1 00|=10 0 -1
01 O 0 01 1 0 O
in
0 -1 0 10 O

0
Ry=|1 00 00 -1({=(10
0 01 01 O 0
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c. Os rotacije bo lastni podprostor za lastno vrednost 1, torej moramo poiskati
N(R12 —I) in N(Rp — I). Z Gaussovo eliminacijo dobimo

1 -1 0] (10 -1 ]

Ra-I = | 0 -1 -1|~...~l01 1],
0 -1 00 0

(1 0 1] (10 -1
Ru-I = | 1 -1 0|~...~l01 1
0 1 -1 00 0

Lastni vektor za Rip pri lastni vrednosti A1 = 1 je torej enak v =[1,-1,1]".
Lastni vektor za Ry pri lastni vrednosti A1 = 1 je enak up =[1,1,1]". Os rotacije
r1 0 17 je torej

e1—e+e3,
os rotacije 12 o 1 pa

E1 + Ez + 53.

d. Vemo, da mora biti ena lastna vrednost matrik R in R; enaka 1, ker os rotacije
pri rotaciji miruje. Ostali dve lastni vrednosti sta kompleksni, ¢e kot rotacije ¢
ni oblike km za k € Z. S kraj$im rac¢unom se lahko prepri¢amo, da sta oblike
cos @ + isin . Izra¢unajmo oba karakteristicna polinoma:

-A -1 0
det(Rip—AD)=| 0 -A -1|=-A-1A2+A+1),
0 —-A
-A 0
det(Roy —AD)=| 1 -A 0|=-A-1)(A2+71+1).
0 1 -A
Nicli kvadratne enacbe A2 + A +1 = 0 sta
Mp = 1 + iﬁ,
' 2 2
torej je cosp = —3 in sing = i%. Oba kompozituma sta torej rotaciji za

+120°. Predznaka s tem postopkom ne moremo dolociti, ker je odvisen od izbire
orientacije osi. Poskusimo drugace. Izberimo poljuben vektor x € R3, ki je
pravokoten na lastni vektor o1 in poglejmo, kaksen kot oklepa s sliko (r; o rz)(x).
Naj bo, na primer, X = e + e;. Potem j je (ryo 12)(x) = (R12)(e1 + €2) = e3 — 1 in
velja
x-(riom)(x)=[1,1,0]"-[-1,0,1]" = -1,
poleg tega pa e || x|| = V2 = ||(r1 0 2)(X)]]. Torej je
X - (r101m2)(x) 1
05 = — — =—,
[x][ - l[(r1er2)()ll 2

od koder seveda spet sledi, da je ¢ = +120°. Ce izratunamo $e vektorski produkt
Xx(rom)(x)=[1,1,0]"x[-1,0,1]" = [1,-1,1]T = 71,
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vidimo, da vektor v;, vektor x in njegova slika (r1 o r2)(x) tvorijo pozitivno
orientirano bazo R?, zato j je kot rotacije R12 z os]o orientirano v smeri Vektor]a v1,
enak +120°. V drugem prlmeru Vzemlmo na 17 pravokotni vektor y = e; — ey, ki
se z Ry preslika v (12 0 r1)(y) = ez — e3. Tokrat je vektorski produkt enak

yx(raor)(y)=1[1,-1,0" x[0,1,-1]" = [1,1,1]" = uy,

torej tudi 11, y in (r2 o r1)(y) tvorijo pozitivno orientirano bazo R3. Sledi, da je
tudi kot rotacije Rp1 okrog osi 11 enak +120°.

Resitev naloge 138. i

a. Naj bo {e1, e, e3} standardna baza za R3. Potem je ri(e1) = el, saj se os rotacije
pri rotac1]1 ohran]a V yz-ravnini se vektor e pri rotaciji za } preslika v vektor
v smeri ez + e3. Ker rotacija ohranja dolZine, mora biti ||71(e2)]| = 1, zato je
r1(ez) = 7(82+€3). Vektor e3 se preslika v smer —e;+e3, zatoje r1(e3) = %(—52+E3).
Matrika, ki pripada preslikavi r1 v standardni bazi, je torej enaka

1 0 0
0 V2 ¢
2 2

Podobno je r;(e3) = e3, v xy-ravnini pa se vektor e; pri rotaciji za — preslika v
smer vektorja e1 — e, vektor e, pa v smer vektorja 1 + ez, zatoje r2(e1) = %(El —e7)

in ry(ep) = %(El + e;). Pripadajo¢a matrika je torej

Rz: J—

o SIS Y
o "’lﬁl'\’lﬁl
_ o o

b. Kot pri prejsnjih nalogah je R12 = R1R; in Rp1 = RpR;. Torej

02 ¥ 0 01 11 ¥
in
2 2 \2
¥ 2oll1 o o T 3 -3
Ru=|-2 Zollo ¥ -2|=|-¢ § -}
0 01|lo ¥ ¥ 02 ¥



158 Resitve

c. Os rotacije bo lastni podprostor za lastno vrednost 1, torej moramo poiskati
N(R12 —I) in N(Rp — I). Z Gaussovo eliminacijo dobimo

V2

S

/. 2 0 (1 0 1]
Rip-1 = “1ol 2o ~]01 V2-1,
-l %:§_1_ 00 0 |
(-1 1 o 0o 1]
Ry —1 = A s ) I 0 0.
0 % %_1 1 1-v2

Lastni vektor za Ry pri lastni vrednosti A1 = 1 je torej enak v1 = [-1,1 - V2, 1]
Lastni vektor za Rp; pri lastni vrednosti A1 = 1 je enak u =[-1, V2 -1, 1]". Os
rotacije 1 o 12 je torej

—El + (1 - \/E)EZ + 53,
os rotacije 12 o 71 pa
—El + (\/E - 1)52 + 23.

d. Vemo, da mora biti ena lastna vrednost matrik Ri; in R»1 enaka 1, ker os rotacije
pri rotaciji miruje. Ostali dve lastni vrednosti sta kompleksni, ¢e kot rotacije ¢
ni oblike k7t za k € Z. S kraj$im ra¢unom se lahko prepri¢amo, da sta oblike
cos @ +isin @. Ce bi izracunali karakteristi¢na polinoma R in Ry1, bi torej iz
preostalih dveh lastnih vrednosti lahko izra¢unali Se kota obeh rotacij. Druga
moznost je, da izberemo nenicelni vektor, ki je pravokoten na os rotacije, in
pogledamo, kaksen kot oklepa s svojo sliko.

Resitev naloge 139. @

a. Is¢emo 2 X 2 matriko A, za katero bo veljalo, da je
Ay _ N Ay-1
an_]_ . . an—z .

ay, =3a,-1+4a,_»

Iz rekurzivne zveze

preberemo koeficienta prve vrstice, v drugi pa uporabimo ocitno enakost a,,_1 =
a,-1. Tako vidimo, da je

3 4
A= .
10
b. Izra¢unamo karakteristi¢ni polinom det(A — AI) za matriko A:
3-A
det(A - AI) = 1 1 = -A8-1)-4 =

A2—31—4 = (A—4)(A+1).
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Lastni vrednosti sta torej A1 = 4in A = —1. Lastni podprostor za lastno vrednost
A1 = 4 dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A — 41,

-1 4 1 -4
A-—4] = ~

1 -4 0 0
Od tu preberemo prvi lastni vektor v; = [4,1]T. Lastni podprostor za lastno
vrednost A2 = —1 dobimo z Gaussovo eliminacijo po vrsticah na matriki A + I,

4 4 11

A+1= ~
11 00

Drugi lastni vektor je v; = [1, -1]".
c. Vsak vektor iz R? lahko razvijemo po bazi iz lastnih vektorjev {v1, v2}. Naredimo
to za x1:
x1 = [ag,a0]" = [7,3]" = 2-[4,1]"=1-[1,-1]" = 201 —0,.
Zdaj pa na obeh straneh enakosti X1 = 201 — vy veckrat zapored uporabimo
matriko A, pri ¢emer upostevamo, da je Avq = 407 in Avy = —v;. Dobimo:
9?1 = 2. 51 - 52
X» = AXxy = 2-Av;—Avy = 2-4v1 - (=D,
2-4A01 — (-1)Avy = 2-4%0; — (-1)*0y
2-4%Av1 — (-1)%Av, = 2-4%0, — (-1)%0,

X3 = Axp

Xy = Axz

Vidimo, da je v sploSnem
Xp =2-4"14,1]" - (-1)" 1, -1]".
Ce pogledamo prvo komponento tega vektorja, dobimo iskano eksplicitno zvezo
4, =2-4" + (=1)".

Resitev naloge 140. 2ty

Naj bo X, = [an+1,a,]" in zapigimo rekurzivno zvezo v obliki X,+1 = AX,, kjer je

det(A - Al =

1
2
zato sta lastni vrednosti enaki A1 = =1 in A, = 1. Kerje

[ 1 1 21
A+l = 2~ ,
1] 00

[ 1 1
A-1 = | 2 2|~ 1 -
1 -1 0o o0}’
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sta lastna vektorja v; = [1,-2]" in v, = [1,1]T. Vektor xj izrazimo kot linearno
kombinacijo lastnih vektorjev. PiS§imo

J_C\O = [1,0]T = a51 +ﬁ52 = |a +ﬁ, -2« +ﬁ]
S primerjavo komponent hitro vidimo, daje @ = § in g = %, zato je

- 1= o=
Xp =301 + 302.

Ker sta 07 in v, lastna vektorja, je Av, = —%51 in Avy = ;. Dobimo torej
= Az _1( . 1\z 2=
x1 = Axg = 3 (_E) U1 + 302,
S AT 1(_1\2z 22
X, = Axp = 3 (_E) 01 + 302,
= 1(_1\3= , 22
X3 = Axp = 3 (_E) U1 + 302,
o= 1(_1\"Z 2
xn = 3(-3) v1+3502

torej je po komponentah
~ n n-1 T
%= Lol =[5 +3 313"+

Od tu dobimo

Resitev naloge 141. 4@

Pi&imo x,, = [a,, b,]" za vse n € N. Potem lahko rekurzivno zvezo zapiSemo v matri¢ni

obliki x,, = Ax,_; takole:
an | 3 -2 An-1
by | |2 =2 || b

Izra¢unamo karakteristi¢ni polinom matrike A, det(A —AI) = (A —2)(A +1), ter pois¢emo
pripadajo¢a lastna vektorja v1 = [2,1]" in v, = [1,2]". Zdaj pa premislimo, kako bo to
vplivalo na izragun vektorjev x,,. O¢itno velja

X0 = [3,3]" = [2,1]"+[1,2]" = 01 + 0.

Potem pa je

X1 = AJ?O = A(Bl + ’(72) = A51 + Aaz = 251 - 52,
.9?2 = Aﬁ?l = A(251 - 772) = 2A51 - Aaz = 451 + 52,
3?3 = A)?z = A(4?71 + 52) = 8?71 — 52,

J?n = Ai?n_l = 2"51 + (—1)”52.

Torej je
2-2"+ (-1)"
2" 42 (=1)" |

1
+(—1)”[2] =

la”] = X, = 2"01 + (-1)"0, = 2"
= An = 1 U2 =
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oziroma
a,=2-2"+(-1D)" in b,=2"+2-(-1)".

Resitev naloge 142. @
a. Najprej dobimo
4 = 4-4-6-3 = 16-18 = -2,
by = 3-4-5-3 =12-15 = -3,

nato pa
a, = 4-(-2)-6-(=3) = -8+18 = 10,
) 3:-(-2)-5-(-3) = -6+15 = 9.

b. Sistem zapiSemo v obliki X, = Ax,_1, kjer je

4 -6
A=
[3 -5

Izratunamo karakteristi¢ni polinom matrike A:

in X, =[an, by

det(A - AlI) = 3 54

= (A+2)(A=1).

Lastni vrednosti sta torej A; = =2 in A, = 1. Izra¢unamo Se pripadajoca lastna
vektorja. Pri A1 = —2 dobimo

6 —6 1 -1 1 -1
A+2] = ~ ~ ,
3 -3 3 -3 0 0

torej je lastni vektor enak v1=[1,1]". Prid, =1 je

3 -6 1 -2 1 -2
A-I= ~ ~ )
I3 —6] [3 -6 [o o]

zato je v, = [2,1]". Zacetni pogoj zapisemo kot

o = [4,3]" = 201 + vs.
Upostevamo, da je Av; = —20 ter Avy = 03 in izratunamo
X1 = Axg = 2Av1 + Avy = 2(=2)v1 + 0o,
X, = Axy = 2(-2)Av1 + Avy = 2(-2)%v1 + 02,

Xp = A-’?n—l = 2(—2)”514-52,

Ce splo$no formulo zapiSemo po komponentah, dobimo

. [an [1‘ [2] 2@m"+2]
Xn = = 2(_2)n + = ’
b, 1 1

2(=2)" +1
torej je a, = 2(-2)" + 2.
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Resitev naloge 143. @
a. Najprej dobimo
ap = ap+byg = 1+2 = 3,
b1 = ap—bp =1-2 = -1,
nato
a, = aj+b; = 3+(-1) = 2,
b = a1-bp = 3-(-1) = 4,
in nazadnje
as = dr+by = 2+4 = 6,
b3 = a—-by = 2-4 = -2
b. O¢itno je
1 1
HEE

c. Karakteristi¢ni polinom matrike A je enak det(A — AI) = (A — V2)(A + V2), torej

sta lastni vrednosti A1 = V2in A, = —V2. Ker je

A—2I

A+V2I

[ 1-V2 1]
1 -1-v2

[ 1+2 1]
1 -1+V2

~

[ 1-v2 1]
00|’
[ 1+v2 1]
00|’

sta lastna vektorja o1 = [1, V2 - 1]Tin vy = [-1, V2 + 1] ter velja Av; = V20; in

Avy = —\20;.
d. Naj bo
X = [1,2]" =
Potem je

avy + oy = [a—B, a(V2-1)+p(V2+ )"

a-p

a(\/i— 1)+[3(\/§+1)

7

2

Regitvi tega sistema sta a = 1 (3\/5 + 2) inf =1 (3\/5 - 2). Z veckratno uporabo
matrike A na xy dobimo

Xn = ctAn51 +ﬁAn52 = a(\/z)”ﬁl +ﬁ(—\/§)n52.
Od tu iz prve komponente preberemo

ay = a(V2)" - B(-V2)",

iz druge pa

by = a(V2 = 1)(V2)" + B(V2 + 1)(-V2)".
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Vstavimo Se zgoraj izra¢unana « in g in dobimo eksplicitni formuli za a,, in b,,:
4, = 411 (3\/5 + 2) (V2)" - i (3\/5 - 2) (—V2)",
b = 7 (3V2+2) (V- 1)(V2)" + 7 (3V2 - 2) (V2 + (V2.

Kerje 1 = (V2)™, (3V2+2)(V2-1) = 4 - V2in (3V2 - 2)(V2 + 1) = 4 + V2 lahko

izraza Se malo polepSamo:

(3\/5 + 2) (V2)"4 - (3\/5 - 2) (—v2)"4,
by = (4—-V2)(V2)"™* + (4 + V2)(=V2)" 4.

Cisto za konec izra¢unamo e
arpls = (3\/5 + 2)(\/5)2014 _ (3\/5 _ 2)(_\/5)2014 —
(3V2+2)- 2107 _ (3v2 - 2) . 21007 =

= 21%%7(3v2+2-3V2+2) =
21007 .4 = 21009.

an

Resitev naloge 144. @
Sistem zapiSemo v matri¢ni obliki
X 0 -2 X
v | [ L 3 ] y
Pois¢emo lastne vrednosti matrike A. Njen karakteristi¢ni polinom je
-A =2
Laoal = “AB-A)+2 = A2=-31+2 = (A-1(A-2),

zato sta lastni vrednosti A; = 11in A, = 2. Za vsako (realno) lastno vrednost A; dobimo v
resitvi ¢len oblike konstanta - e?i'f, torej za neke konstante a, b, c in d velja

x(t) = ae' +be*,
y(t) = ce' +de*.

Dveh konstant se znebimo tako, da zgornja izraza za x(t) in y(t) odvajamo in pogledamo
obe strani prvotne zveze. Ker je

x(t) = ae' +2be?,
y(t) ce! +2de?,

dobimo
aet + 2be?

X(t) = —2y(t) = —2(ce’ +de*) =

(-2c)et —2de*,

ce! +2de* = y(t) = x(t) +3y(t) = ae’ +be* +3(ce’ +de?) =
(a +3c)e! + (b +3d)e?.
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Izraza iz zacetka in konca vsake verige damo na eno stran enakosti in dobimo
(a+2c)e! + (2b +2d)e? 0,
(a+2c)e! + (b +d)e* 0.

Vsi koeficienti pred funkcijami morajo biti enaki 0, zato velja a = —2c in b = —d. Splosni
reSitvi tega sistema diferencialnih enacb sta torej

x(t) = —2ce' —de?,

y(t) = ce' +de*.

Ker imamo podana zacetna pogoja x(0) = 3 in y(0) = -2, lahko dolo¢imo $e konstanti c
in d. Ko vstavimo ¢t = 0 v zgornji enakosti, dobimo

3 = -2c—d,
-2 = c+d.

Resitev tega sistema je ¢ = d = —1, zato sta iskani funkciji
x(t) = 2e'+e*,
y(t) = —e' —e*.
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