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Uvod




1. Asimptotilna notacija

Debnicija. Naj bo dana funkcijag:N! N. Potem zaf :N! N pigemo

¥ f(n)= O(g(n)),¥e"c> 0, dajen!j.m % I C.f naragga kveiemu tako hitro kot g.

¥ f(n)= Q(g(n)),¢e"c> 0,dajec! n||i"m %.f naragga vsaj tako hitro kot g.

¥ f(n)= O(g(n)),ge"c1,c, > 0, dajec; ! n|Ii“ITl % I Cp.f naragga podobno hitro kot g.

¥ f(n)= o(g(n)), ge jenlljm % = 0. f naragga pogasneje od g.

¥ f(n)=1(g(n)), geje_lim Sl =+ # . f naragwa hitele od g.

¥ f(n)$ g(n), ge jen!jm % =1.f naragga tako hitro kot g.
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Simbole O, 2, ©, 0, ! in! bilahko dePnirali na ekvivalenten nagin brez limit:

¥ f(n)= O(g(n)), ge"c,ng>0#n! ny:f(n)" cg(n).

Intuitivno: za neko konstanto ¢> 0 je od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje vrednost

f (n) navzgor omejena z vrednostjo cg(n).
f(n)= Q(g(n)), §e"c,ng>0#n! ng:cg(n)" f(n).

Intuitivno: za neko konstanto ¢> 0 je od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje vrednost

f (n) navzdol omejena z vrednostjo cg(n).

f(n)= ©(g(n)), ge"cy,C2,ng>0#n! ng:cig(n) ™ f(n)" cog(n).
Intuitivno: za neki konstanti c;,Co > 0 je od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje

vrednost f (N) omejena navzdol s ¢;g(n) in navzgor s c2g(n).

f(n)= o(g(n)), ge#c>0"ny>0#n! ny:f(n) <cg(n).

Intuitivno: od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje je vrednost f (n) manjsa od g(n).
f(n)="1(g(n)), ge#c>0"ny>0#n! ny:cg(n) <f (n).

Intuitivno: od nekega zadosti velikega argumenta ng dalje je vrednost f (n) vecja od g(n).
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S pomogjo zgornjih dePnicij dokagemasnovne lastnostiasimptotigne notacije:

f(n)=1(g(n) == g(n)=" (f(n)).

f(n)="1(g(n) < f(n)="(a9(n) Af(n)= O(g(n)).

c 7 0 konstanta == O(|c|-g(n)) = O(g(n)).

f(n) = O(h(n)) Ag(n)= O(k(n)) == 1 (n)+ g(n) = O(max(h(n), k(n))).
f(n) = O(h(n)) A g(n)= O(k(n)) == f(n)-g(n) = O(h(n)-k(n)).
f(n)-O(g(n)) = O(f (n)-g(n)).

ok Wb

Vaja. Poskusite dokazati. (Uporabite prejgnje debnicije’
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Te lastnosti uporabljamo pri razvoju izrazov z asimptotigno notacijo.
Kako? lzraz, v katerem nastopa leva stranL kake od spodnjih vrstic,
lahko preoblikujemo v izraz, kjer je L zamenjana z desno stranjd:

L
f(n)!
caqf (n))!
O(cd (n))!
f(n)! g(n)= O(h(n))!
O(f (n))aq(g(n))!
O(f (n)) + O(g(n))'

Primer.  &e bi za funkcijo 7T'(n) izragunali, da je

D

O(f (n))

O(f (n))

O(f (n))

f(n)= g(n)+ O(h(n))

O(f (n)&y(n))

O(g(n)), ge jef(n)= O(g(n)).

T(n) = 2log 5 n+4 n+5 nloggs n’, bilahko z uporabo

teh zamenjav ugotovili, da je T(n)= O(log n)+ O(n)+ O(nlog n) in kongno T'(n) = O(nlog n). !
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Problemi D algoritmi - zahtevnost

Racunski problem je vsak problem, katerega regevanje zahteva kakrgno ki
obliko ragunanja, ki jo zmore izvesti Turingov stroj ali kak njemu ekvivalentni
model ragunanja (kot npr. RAM).

Ragunski problem! debniramo tako, da zanj relevantneformalne parametre
poveyemo v neko smiselno vpraganje.

Npr.. II = Ali graf G(V,A) z dano mnogico vozlgg V' in dano mnogico usmerjenih povezav
A C V x V vsebuje Hamiltonov obhod?  V tej dePniciji so formalni parametri V, Ain G(V, A).

Primerek (ali nalogo) ! problema! dobimo, ko v debniciji problema! nado-
mestimo vse formalne parametre zdejanskimi parametri.

Npr.. ! = Ali graf G(V, E) z dano mnogico vozligy V = {a,b,c,d} in dano mnogico povezav
A= {(a,b),(b,c),(c,d),(d,a)} vsebuje Hamiltonov obhod?
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%ele ko je dan konkreter) primerek problema se lahko zagne ragunanje regitve
Primerki problema ! se razlikujejo v svojih dejanskih parametrih.
Za nas bo pomembneje, kako se razlikujejo v svoji velikosti.

Velikost primerka! ! ! je dolgina besedew(! ), v kateri so kodirani dejanski
parametri primerka ! .

Predpostavka: kodirna abecedaima vsaj dva znaka, kodiranje je brez redundat
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Naga naloga: za dani racunski problem ! sestaviti algoritem A,
ki bo sposoben izracunati reSitev poljubnega primerka ! I 1 .

Algoritem A bo imel ¢asovno zahtevnost T (n), ¢e bo med resevanjem
poljubnega primerka velikosti n opravil T (n) korakov.

Funkcije Ta (n) pogosto ne bomo znali/mogli/Zeleli natan¢no dolociti,
ker je spremenljiva (odvisna od arhitekture in tehnoloskih lastnosti rac.).
Zato bomo poskusali ugotoviti, kakSna je njena hitrost narascanja.

Rekli bomo: Algoritem A ima ¢asovno zahtevnost
¥ kvecjemu O(g(n)), ¢e bomo ugotovili: Ta (n) = O(g(n));
¥ vsaj " (h(n)), ¢e bomo ugotovili: Ta (n) =" (h(n)); in

¥ # (k(n)), ce bomo ugotovili: Ta(n) =" (k(n)) in Ta (n) = O(k(n)).
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Posebej bomo rekli, da je gasovna zahtevnost algoritm#

K K K K K«

¥

konstantna , ¢e boTa (n) konstantna funkcija: Ta(n) = O(1);

logaritmigna , §e boTa (n) logaritmigna funkcija: Ta (n) = O(log n);
polilogaritmigna , ge boTa (n) polilogaritmigna funkcija: Ta (n) = poly(log n);
polinomska , §e boTa (n) polinomska funkcija: Ta (n) = poly( n);
kvazipolinomska , §e boTa (n) = 2 Pollog n).

subeksponentna , §e boTa(n) = 2°(M;

eksponentna , e boTa (n) = 2 Polv(n),

Kvazipolinomski alg. je asimptotigno pogasnejgi od vsakega polinomskega alg.
(a hitrejgi od vsakega exponentnega). Subeksponenti alg. je asimptotigno
hitrejgi od vsakega eksponentnega alg. (a pogasnejgi od vsakega polinomskega).

Podobno bomo rekli, da ima algoritem A prostorsko zahtevnost  Sa(n), ge
bo med regevanjem poljubnega primerka velikostin vsaj enkrat rabil Sa (n)
pomnilnigkinh besed. Tudi pri Sa(n) nas bo zanimalo asimptotigno vedenje.
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Funkcija T, (n) bo §asovna zahtevnost problema !,
¢e bo za! obstajal algoritem A s §as. zahtevnostjoTa (n) = T, (n).

I bo imel asimptotigno §as. zahtevnost redad(g(n)), " (h(n)) ali # (k(n)),
¢e bo za! obstajal algoritem A s §asovno zahtevnostjola (n),
ki je reda O(g(n)), " (h(n)) ali # (k(n)).

Podobno debPniramoprostorsko zahtevnost S, (n) problema .
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Urejanje




2. Navadno urejanje

Problem. Dana so gtevilaa;,ay,...,a,, n! 1.

Poiggi razporeditev a; , a;,,...,8;,, da boa;, " a, ba, .

Primer. Za a;=5,a2,=9,a3=7,a4=2,a5=8,as=1 je iskana razporeditev  ag, a4, a1, as, as, as.

Za ta problema poznamo nekaj enostavnihpavadnih algoritmov, za katere velje

¥ vsi korakoma girijo trenutno urejeni del U tabelet
(od zagetnegal = t[1] do kongnegalU = t[1..n]);

¥ razlikujejo se v naginu, kako razgirijoU = t[1..i]
z elementom iz neurejenega del&l = t[i+1..n].
¥ ¢e razgiritev U = t[1..i] zahteva R(i) §asa, |
je gas. zahtevnost urejanja cele tabel@ (n) = ° i”:!ll R(1).

16 © Borut Robi ?”



Zgradba navadnih algoritmov urejanja.

zarlna
- 3 4 VAN @, [T TITTTIT [T | Zarinainvarianta je situacija,
1 ii+1 n ki velja ob vsakem vstopu
v td ko * diagrama poteka.
Raz!iri urejeni del U J ,
Zeno'kompénemo 7 N urejeni del neufejeni del
L [l
procedure NavadnoUrejanje(t);
e urejen begin
for i:k=1 to n-1 do
Razsiri(t[1..i])
Da
endfor
Konec end.

Navadni algoritmi na razligne nagine razgirijo urejeni delU = t[1...1],
tj. implementirajo proceduro Razsiri(t[1..i])
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Razgiritev z vstavljanjem : prvi element v N, t[i+1], se premesti (vrine) na
ustrezno mesto vU = t[1..i].

4 2( procedure Vstavi&Razsiri(t[1..1]);
! begin
y oY x:=t[i+1]; j:=i;
t ﬂ‘ while j>=1 and x<t[j] do
1 i Qi+l N ti+1]:=t]; J--
endwhile;
t[j+1]:=x
U N end.
urejeni del nedrejeni del

V najsle%v;sem primeru je!reba prestaviti i elementov vU; zato je R(i) = O(i).
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Razgiritev z izbiranjem : prvi element vN, t[i + 1], se zamenja z najmanjgin

elementom vN.

X
#.o-7A
ST
V:—"“*:
t[I_TTTIT]
1 i i+1 j
U N
urejeni del nedrejeni del
N ]

procedure lzberi&Razsiri(t[1..i]);
begin
] = i+l
while j<=n do
if tj]<t[i+1] then
x:=t[j]; th]=tli+1]; tli+1]:=x
endif;
j++
endwhile
end.

Da najdemo najmanjgega W, je treba pregledati celN ; zato jeR(i) = ! (n! i).
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Razgiritev z menjavanjem : med sprehodom pd\N od t[n] do t[i + 1] se vsakt]j ]
(iI+1! j ! n)) zamenja st[j! 1], ge jet[j! 1]>t[j].

procedure Menjaj&Razsiri(t[1..1]);

PN begin
t_ﬂﬂﬂ AIAAIA for ;== n downto i+1 do
1 i+ 1 i n T -1>t)] then
x:=t[j-1]; t[i-1]:=t[j]; t[j]:=x
endif
U N endfor
urejeni del nedfejeni del  and.
] ]
Med sprehodom poN se opravin! i primerjanj; zato je R(i) = ! (n! i).
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Ti trije nagini girjenja U[1..i1] vodijo do treh navadnih algoritmov urejanja:

Navadno vstavljanje  (InsertionSort):

procedure NavadnoVstavijanje(t);
begin
for -=1 to n-1 do
Vstavi&Razsiri(t[1..1])

endfor
end.
y Al 1 Al 1 Al 1
&asovna zahtevnost jeT (n) = R(i) = Gi=c 1i= c%(n! 1)n = O(n?),
i=1 i=1 i=1
kiersoc " R* in min ¢! ¢! maxg.
1! i<n 1! i<n
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Navadno izbiranje  (SelectionSort)

procedure Navadnolzbiranje(t);
begin
for :1=1 to n-1 do
Izberi&Razsiri(t[1..i])

endfor
end.
. Al 1 Al 1 o1
Zasovna zahtevnost jeT (n) = R(i) = c(n! i)=c (n!i)= O(n?),kjer
i=1 i=1 i=1
soG " R in min ¢! c! maxg.
1! i<n 1! i<n
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Navadno menjavanje  (BubbleSort):

procedure NavadnoMenjavanje(t);
begin
for i:=1 to n-1 do
Menjaj&Razsiri(t[1..1])

endfor
end.
. n! 1 n! 1 _ n 1 _
Zasovna zahtevnost jeT (n) = R(i) = c(n!i)=c  (n!i)= 0O(n?),
i=1 i=1 i=1
kiersocg " R* in min ¢! ¢! maxg.
1! i<n 1! i<n
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Opisani algoritmi za urejanje n gtevil imajo gasovne zahtevnosti redaO(n?).

Zgornja meja O(n?) pa je za vse te algoritmetesna vsak jo pri nekih vhodnih
podatkih doseye. (Razmislite pri katerih.)
Torej vsak od navadnih algoritmov v najslabgem primeruzahteva! (n?) ¢asa.

Sklep. Navadni algoritmi urejanja n gtevil imajo §asovno zahtevnost (n?).
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3. Spodnja meja

lasovne zahtevnosti urejenja

Vpraganje: Ali se da gtevilaay, ay,...,a, urediti hitreje?

Vsak algoritem urejanja mora vsako odn $tevil vsaj prebrati; za to rabi ! (n)
gasa. Sledi, da ima vsak algoritem urejanjan $tevil §asovno zahtevnost' (n).

Vpraganje: Alije " (n) tesnaspodnja meja za g§as. zaht. urejanjan gtevil?
Vpragajmo drugage: Ali obstajaalgoritem, ki uredi ai,ay,...,a, v gasu! (n)?

Odgovor na to bomo dobili v tem razdelku.
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Kako do odgovora?

Pri navadnih algoritmih urejanja se poleg obigajnih aritmetigno-logignih operacij
pojavljata ge dve operaciji: primerjanje $tevil a;,a in premestitevitevila a;.

V nadaljevanju pa se bomo osredotogili le na operacijgrimerjanja in ocenili,
kolikokrat jo je treba izvesti med urejanjem aj, a, ..., a,.

&emu ta omejitev?
Nag namen je oceniti,najmanj koliko primerjanj je potrebnih za ureditev $tevil
ai,a,...,an, ne glede na algoritem urejanja Ker aritmetigno-logignih operacij

In premestitev ne bomo teli, bo ocena nekapodnja meja za $tevilo vseh operag
ki jinh mora izvesti katerikoli znani ali $e neznani algoritem urejanja.
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Odlogitvena drevesa in urejanje

Kako bi uredili a1, ay, ..., a,, ge biimeli na voljo le operacijo primerjanjaa;, a; ?

Algoritem, ki bi smel uporabiti le to operacijo, bi moral ugotoviti, kako so ta
gtevila razvrggena z relacijo! , ne bi pa jih premestil na njihova prava mesta.

Algoritem, ki to zmore, se ravna poodlogitvenem drevesy ki ga lahko priredimo
gtevilom a;, az,...,a,. Za motivacijo poglejmo primer, ko jen = 3.

Algoritem zagine v korenu drevesa. Tam primerja azh.
Teje a<hb, nadaljuje po povezavi + (,,daO), sicer pa po
povezavi - (,,ne0).

in odvisno od rezultata nadaljuje po povezavi + ali - .

To ponavlja, dokler ne vstopi v rde§o povezavo. Tam izve,
a<c<hb c<a<h b<c<a c<h<a da so a,b,c urejena tako, kot pige na koncu povezave.
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Posplogitev

Zamisel posplogimo na pojubnihn ! 1 gtevil.
$tevilom aj, ap, ..., a, priredimo dvojigko drevo T, z naslednjimi lastnostmi:

(i) v listih so vse permutacije gtevilas, as, ..., an;

(i) permutacija a;,,a,,...,a, je vlistu geinsamogea, " a," ..." &,
izpolnjuje izide vseh primerjanj na veji do tega lista.

V splognem lahko $tevilom a;, ay,...,a, priredimo veg razlignih dreves T,.
Oblika vsakega je odvisna od tega, kako so primerjanja prirejena notranjim vc
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Teorijo grafov pravi:

veji drevesaT, potem za vsako dvojigko drevd@ z! listi velja h(T)! !log,!".

V nagem primeru jeT = T, in | = nl, zato velja h(T,) ! !log, n!".
Ugotovili smo: vigina vsakega drevesd, je vsaj!log, n!".

Nag algoritem bo pri nekih podatkih a;,ay,...,a, izvedel (vzdolg neke veje
vsaj!log, n!" primerjanj, da bo ugotovil, kako so podatki razvrggeni po velikosti
Poglejmo, koliko je !log, n!":

) e $ Yo ! $3 "n L%
llog, n!" ! log, n!#  Stirlingov obrazec: n!# 2!'n S # log, 2!'n S =
1 1 1
= —log,2+ —log,! + =log,n+ nlog,n %nlog,e=
2 2 2 I Il
= nlog,n%cin+ cylog,n+c3! cnlogn =" (nlogn) kjerso c;,c2,C3,C & R" .

Sklep. Vsak algoritem urejanja, ki uporablja operacijo primerjanja dveh gtevil
zahteva za ureditev vsaj enega zaporediggtevil ! (nlogn) operacij primerjanja.
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Primer. Drevo T,.

:

()

abcd abdc adbc dabc

o g8 & m
@ @ bacd badc bdac dbac @ @
|

acbd acdb adcb dacb cabd cadb cdab dcab bcad bcda bdca dbca cbad cbda cdba dcba
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4. Heapsort B Urejanje s kopico

Videli smo, da ni algoritma urejanja, ki bi uporabljal operacijo primerjanja in
bil asimptotigno hitrejgi od ! (nlogn).

Zdaj se seveda vpragamo, ali morda obstaja algoritem, ki uporablja operaci
primerjanja in doseye najmanjgo moy¥no gasovno zahtevnost(nlogn)?

Odgovor je da; tak algoritem bomo opisali v tem razdelku. Uporabljal bc
podatkovno strukturo, imenovano kopica.
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DePnicija. Kopica gtevil s;,...,s, je dvojigko drevo T (V, E) z lastnostmi:
¥ V={s1,...,Sn} je mno¥ica vozligg;

¥ zanekid! Nima vsaka vejad ali d" 1 povezav; (drevo je karseda nizko
¥ daljge veje so levo od krajgih (drevo je levo poravnano).

V splognem lahko g§teviloms,, ..., s, priredimo veg razlignih kopic. Tu je primer.
@ ______ nivo 0 Kopica desetih gtevil 4, 2, 1, 10, 5, 6, 16, 11, 9, 8
@ o ______ ivo 1 (d = 3; oznageni so tudi  nivoji , kjer so vozligga).

Opazimo: (@) §e je L-s; D kopica s korenom s;

@ e e e ------ nivo2  in poddrevesoma L in D, statudi L in D kopici;

(b) koren kopice je najvegje gtevilo v kopici;

Koliko je d? Kopica je polno drevo: vsak nivo!, razen morda zladnji! = d,ima 2
vozligg. Zato jed najmanjge naravno §tevilo, za katerega je ‘. 2'<nt T 2!,

ti. 291 1<n! 29*11 1 oz.d! 1<log,(n+1)! 1! d. Sledid= "log,(n+1) ! 1#
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Dana gtevila a;, ay, ..., a, naj algoritem uredi v naraggajogem vrstnem redu,
tj. razporedi v zaporedje a;,, a;,,...,&,,daboa, ! a,! ...! & .

Kako bo nag algoritem uporabil kopico?

Zamisel:

A. lz gtevil a1, ay,...,a, sestavi zagetno kopico gtevid, ap, ..., a,.

B. lzlogi koren kopice in ga shrani, na njegovo mesto prestavi enega od listov
(npr. skrajno desnega na najnigjem nivoju).

C. Dobljeno drevo popravi v kopico. Kako? Prestavljeni list pogrezni vzdoly

D. Ponovi koraka (B,C) nad to kopico.

Ko se ponavljata koraka (B,C), se nabirajo izlogeni koreni, urejeni po velikosti,
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Delovanje algoritma kayge naslednji primer

(16) @ 1
(11) (9) @ - ° ® n °F (© © ° ©

@ eoe 10 5 6 8 10 5 6 8 10 5 6 8
ololo D@ SlE e

©) 10 9 B) 10 9 ®) 10 9 ©) @ 9 ©)

©
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Zdaj pa to zamisel razvijmo v algoritem. Poglejmo vsakega od korakov A,B,C,D

A. Sestavljanje zagetne kopice

Btevila a;,a,...,a, naj bodo dana vtabeli t z n komponentami t[i] = a.
Na tabelot glejmo, kot da je zapis dvojigkega drevesd (t), debniranega takole:

¥ Kkoren drevesaT (t) je gtevilo t[1];
¥ (e jet[i]oge vT (1), stat[2i] oz.t[2i+1] (¢e obstaja) njegov levi 0z. desni sir

412(1]10(5]6(16]11]918

Primer.  Dana so $tevila 4, 2, 1, 10, 5, 6, 16, 11, 9, 8 v tabeli t= A1

Po zgornji debniciji tabela  t opisuje tole drevo T (t):

Komponente tabele t so grne, njihovi indeksi pa rdegi.
Opazimo, da zaporedne komponente  t[1],t[2],..., t [10]

zapolnijo nivoje drevesa T (t) po vrsti od zgoraj navzdol,

vsak nivo pa po vrsti od leve proti desni.
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Drevo T (t) v splognem ni kopica (glej zgornji primer).
Preden se lahko zagne (B), bo trebal (t) preurediti v kopico. Kako?

Predpostavimo , da bi imeli na voljo proceduro PopraviVKopico(t,i,n) , ki bi
v dvojigkem drevesur (t) popravila drevo, katerega koren ima indeks, v kopicc
b to bi znala storiti ob predpostavki, da sta obe poddrevesi tega korena ¥e ka

Potem bi lahko T (t) preuredili v kopico tako, da bi po nivojih od spodaj navzgot
popravili vsa drevesa s koreni na tekogem nivoju. (Ta vrstni red bi zagotovil, di
bosta ob vsakem klicuPopraviVKopico(t,i,n) poddrevesi vozligga ye kopici.)

padajogih indeksihi (v zgornjem primeru 10,9,8,7,6,5,4,3,2,1). Listi drevesa T (t)
so ye kopice, zato se popravljanje sme zageti z zadnjim ogetom, it ' n/ 2".

To izvede spodnji programski odsek, kit preuredi tako, da T (t) postane kopica

for i:=(n div 2) downto 1 do
PopraviVKopico(t,i,n) |IMoramo razuviti!!
endfor;
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B. Izloganje korena in prestavljanje lista

Zdaj tabela t opisuje kopico T (t).

|z kopice T(t) moramo izlogiti koren in ga nadomestiti z zadnjim listom. To
dosegemo tako, da zamenjamo prvo im-to komponento tabelet in zabelegimo,
da prvih n! 1 komponent opisuje drevo,n-ta komponenta pa izlogeni koren.

To se bo ponavljalo nad gedalje manjgimi kopicami. Zato bd ostala sestavljena
iz delov t[1..r] in t[r +1..n], kjer bo v prvem delu opis trenutnega drevesa, \
drugem pa vsi dotlej izlogeni koreni. Prvi se bo manjgal, drugi vegal, tjir manjgal.

Spodnji programski odsek zamenja koren trenutne kopice z njenim zadnjim lis
tom in vkljugi stari koren v drugi del tabele t tako, da zmanjga mejor med njima.

x:=t[1]; t[1]):=t[r]; t[r]:=xX;
r--;
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C. Popravljanje drevesa v kopico

Ko je koren izlogen in nadomeggen z listom, je treba drevo, opisano #f1..r],
popraviti v kopico. Kako?

V vsakem koraku popravljanja se prestavljeni list primerja s svojima sinovom:z
ge je kateri od njiju vegji od lista, se list zamenja z vegjim od sinoyv

Tako se list pogrezne tja, kjer je vegji ali enak od sinov. To opravi procedur:

PopraviVKopico(t,i,r) , Ki predpostavlja, da sta poddrevesi vozligga ¥e kopici
procedure PopraviVKopico(t,r,i); |V drev. t z r vozlisci popravi
begin |drevo s korenom ind=i v kopico
if i<=(r div 2) then |Ce je koren oce,
S:=2%; |bo s indeks levega sina.
if s+1<=r then |Ce obstaja se desni sin,
if t[s]<t[s+1] then s++ endif |bo s indeks vecjega od sinov.
endif;
if tfij<t[s] then |Ce je oce manjsi od tega sina,
x:=t[i]; til:=t[s]; t[s]:=x; |ju zamenja,.
PopraviVKopico(t,r,s) |Popravi v kopico poddrevo,
endif |katerega koren ima indeks s.
endif
end.
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D. Algoritem Heapsort

Zdaj lahko zgornje odseke zdrugimo v cel algoritem za urejanje s kopicami.

procedure Heapsort(t,n);
begin
for i:=(n div 2) downto 1 do |Sestavi zacetno kopico t[1..n]
PopraviVKopico(t,n,i);
endfor;
r=n;
while r>1 do
x:=t[1]; t[1]:=t[r]; t[r]:=x; |Zamenjaj v t[1..r] koren in list

r--; |Izloci bivsi koren tfr]
PopraviVkopico(t,r,1) |Popravi drevo t[1..r] v kopico
endwhile
end.
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asovna zahtevnost algoritma Heapsort

Zasovna zahtevnost sestavljanja zagetne kopice (korak A)?

Groba analiza korakaA: e bi se PopraviVKopico(t,n,i) klicala pri vsaken
I=n,n! 1 ...,1in ge bi pri vsakemi izvedlad = "log,(n+1) ! 1# pogrezan;j
bi sestavljanje zagetne kopice zahtevalod = n"log,(n+1) ! 1# = O(nlogn)
pogrezanj (primerjanj in zamenjav ). Sklep: A bi zahtevalaO(nlogn) gasa.

Natangna analiza korakaA: Ocena O(nlogn) ni napagna, je pa pregroba.
S podrobnejgo analizo pokagemo (glej knjigo), da korak A zahteva (n) gasa!

Koraka B in C se izvedetan-krat. lzvedba enega para B,C zahtevkvegjemt
1 + d operacij (primerjanj in zamenjav), izvedba n parov pa kvegjemun(d+ 1),
kar je zaradid! log, n+1 reda O(nlogn). Natangna analiza da enak rezultat

Sklep. Algoritem Heapsort ima gasovno zahtevnost (nlogn).
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Metode razvoja algoritmov




5. Kratek pregled metod

Yelimo si splognih pristopov k razvoju algoritmov, tj. metod, ki nas bodo sis
tematigno usmerjale pri nagih poskusih, da bi razvili algoritem za dani probler
Obravnavali bomo naslednje metode:

¥ Deli in vladaj.

Dinamigo programiranje.

Pogregnost (ali Pogregna metoda. )
Sestopanje.

Gola sila.

¥ (Naravna inteligenca. )

K K K K

Obigajno preizkusimo veg metod. Razligne metode vodijo do razlignih algori
mov za dani problem. %ele analiza teh algoritmov in eksperimentalno testiran;
na realnih primerkih problema razkrijeta, kateri algoritem je najustreznejgi.
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Deli in vladaj




6. Quicksort B Hitro urejanje

Vpraganje.

Ali poleg algoritma Heapsort obstaja §e kakgen algoritem, ki uporablja operacij
primerjanja gtevil in dosege najmanj$o mo¥no gasovno zahtevnost(nlogn)?

Odgovor je da; tak algoritem bomo opisali v tem razdelku.
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Prva zamisel: Quicksort prvig

%tevilaas, ay, . . ., an, ki jih gelimo urediti v naraggajogem redu, so v tabelit[1..n].
Zamislimo si naslednji algoritem:

A. lzberi eno izmed komponent tabeld[1..n], denimot[m]. Njeno vsebinoan,
oznagi sp, torej p := t[m]. (To bo t.i. pivot oz.delilni element)

a: |az Y an

t

1 m n

B. Prerazporedi vsebine komponent tabelet tako, da bodot sestavljale tri
tabele ty, ty, t3 z lastnostmi, kot kage spodnja slika:

tq(vsi ! p) tg(vsi " p)
Il# 11}

t
! $1ES! 4 $
t aj; |aj, p Qjn

C. Uredi t; in t3, in to kar z algoritmom, ki ga razvijamo v teh togkah A,B,C.
(Algoritem bo zato rekurziven.)
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Quicksort.  Zgornji algoritem imenujemo Quicksort. lzvajanje opisuje proce-

dura Quicksort(t,r,s) , ki tabelo t[r..s]  tevil uredi v naraggajogem redu.
procedure Quicksort(t,r,s); |Uredi tabelo t[r..s]
begin
if s<=r then return endif; |t[r..s] je trivialna, zato koncaj
p := Pivot(t,r,s); |lIzberi delilni element p
| .= Razdeli(t,r,s); |Razdeli t[r..s] v t[r..]-1],t[j],.t[j+1..S]
Quicksort(t,r,j-1); |Uredi tabelo t[r..j-1]
Quicksort(t,j+1,s) |Uredi tabelo t[j+1..s]
end.
Razlaga.%e imat nig ali le enokomponento, jet urejena in Quicksort se kongia
V nasprotnem Pivot(t,r,s) izbere p, procedura Razdeli(t,r,s) pa preraz-
poredi komponente tabelet[r..s]  (=t) v tabeli t[r..}-1] (=ty) in tj+1..5]
(=t3), med katerima je t[j]]l=p (=t2), invrne j. Klica Quicksort(t,r,j-1) in

Quicksort(t,j+1,s) uredita tabeli t[r..j-1] (=t1) in t[j+1..5] (=t3).

Raba. %tevila a1, ay, . . ., a, so v tabelit[1..n] . Klic Quicksort(t,1,n)  uredi
t v naraggajogem vrstnem redu, in sicena mesty kjer je t.
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Zda] pa podrobneje opigimo ge procedurPivot(t,r,s) In Razdeli(t,r,s)

A. Izbiranje delilnega elementa b Pivot(t,r,s)

Prvi nagin dologanja pivota smo razkrili ¥e v togki A: procedura Pivot(t,r,s)
izbere vsebino ene od komponent tabelé[r..s], torej p:= t[m], kierr! m! s.
Kakgen naj bo indeksm? Tu je veg moy¥nosti; na primer

¥ m:=r; ¥m:=s;, ¥m:=!53%"  ¥m:=nakljugnoizbranv {r,...,s}.

Pri drugem naginu Pivot(t,r,s) izraguna p iz veg¢ komponent tabelet]r..s];
npr.

¥ p:= 5(tr]+t[s]); ¥p:= s(tr]+t[! 52 "]+ t[s]); ¥ p:=mediana t[r..s];

Ali lahko mediano izragunamo hitro? Odgovorili bomo v enem od naslednjif
poglavij. Pozor: pri drugem naginu se lahko zgodi, da je tabela, prazna (zakaj?)

47 © Borut Robi?”



B. Razdelitev tabele s prerazporejanjem b Razdeli(t,r,s)

Radi bi, da bi prerazporejanje razmestilo vsebine komponent[r .. s] tako
1. zanekij (r! j! s)vsebinat[j ] dokongno na svojem mestu v tabel
2. vsebina vsake od komponent[r],...,t[j! 1] manjga ali enaka vse
3. vsebina vsake od komponent[j +1],...,t[s] vegja ali enaka vsebi

Tako prerazporejanje izvede proceduraRazdeli(t,r,s) (na naslednji stani).
Ta prerazporedi vsebine komponent tabeld]r..s] (=t) v t[r..}-1] (=t1) in
tj+1..s] (=t3), medkaterimajet]j]] (=t,), tako da so vset|r..j-1] ]
ta pa! odvseht[j+1..s] . Procedura vrne tudi indeksj .

Razdeli(t,r,s) ~ ima dva indeksa. Prvi gre od zagetkat v desno, drugi oc
konca v levo. &e naletita na gtevili, ki sta na napagnih straneh pivota, se gtevil
zamenjata, indeksa pa nadaljujeta do naslednje te situacije, dokler se ne srege
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Pozor: Razdeli(t,r,s) predpostavlja, da je pivot ¥e v prvi komponentitabele
tfr..s] . (&ePivot(t,r,s) izbere kako drugo komponentd[m] tabelet[r..s] ,
mora potem zamenjati $e vsebini komponent[m] in t[r] , da bo pivotv t[r] .)

procedure Razdeli(t,r,s) return int; |[Razdeli t[r..s] v t]r..]-1],
begin It[i],t[j+1..s] glede na p=t[r]
p:=t[r]; 1.=r; j;=s+1;
while true do
while t[++i]<p do if i=s break endif endwhile; |i od r+1 v desno
while p<t[--]] do if j=r break endif endwhile; |j od s v levo

if j<=i then break endif; |ce se i,j ne srecata,
x:=t[i]; tl]:=tf]; th]:=x |zamenjaj vsebini t[i],t[j]

endwhile;

X:=t[r]; tir]:=tf]; thl:=x; |zamenjaj vsebini t[r],t[j]

return j [vrni indeks |

end:;
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Opomba. Quicksort zagetno nalogo Uredi tO problema ,,Uredi tabelo §tevil
razdeli v dve manjgi nalogi ,Uredi t;O in ,Uredi t30O istega problema. Ko manj
nalogi regi, postane (pri tem problemu) regena tudi zagetna naloga. Deljen
naloge na manjge naloge iste vrste in sestavljanje regitev manjgih nalog v regi
dane naloge je bistvo metod®eli in vlada] (veg o njej v naslednjem poglavji
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&e soay, az,...,a, paroma razligni ali je enakih malo, je to smiselno (ker v ti,t3
ostane nig ali malo $tevil p). €e pase vay,ay,...,an $tevila pogosto ponavljajo,
je v t2 bolje vkljugiti vse komponente z vsebinop (da sta ti, t3 manjgi).

To je podlaga za naslednjo razligico algoritmaQuicksort:

A. Izberi v tabeli t[1..n] pivot p := t[m].

ai ar p an

t

1 m n

B. Prerazporedi vsebine komponent tabeléd tako, da bodot sestavljale tabele
t1,to,t3, kjer bodo v t, vsebine vseh komponent =p, v t; vsebine vsel
komponent < p, v t3 pa vsebine vseh komponent p:

tq(vsi < to(vsi =
| 1("# P) . 2("# P) S

W . -+

tg(vsi > p)
II#

&+

t aj, |8, ajn,

C. Uredi vsako odt; in tz rekurzivno (poklige samega sebe).
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Quicksort. ProceduraQuicksort(t,r,s) uredit[r..s] v naraggajogem redu.

procedure Quicksort(t,r,s); |Uredi tabelo t[r..s]
begin
if s<=r then return endif; |t[r..s] je trivialna, zato koncaj
u:=r; i:=r+l1; v:=s;
p:=Pivot(t,r,s); |Izberi delilni element p
(u,v):=Razdeli(t,r,s);|Razdeli t[r..s]:t[r..u-1],t[u..v],t[v+1..S]
Quicksort(t,r,u-1); |Uredi tabelo t[r..u-1]
Quicksort(t,v+1,s) |Uredi tabelo t[v+1..s]
end.

Razlaga.®e imat nig ali eno komponento, jet §e urejena inQuicksort se kongs
Pivot(t,r,s) izbere p. Razdeli(t,r,s) prerazporedi t[r..s] (=1) v tabeli

t[r..u-1] (=t1) In tjv+1l..s] (=t3), med katerima je tabelatfu..v] (=t5),

in vrne meji u, v. Quicksort(t,r,u-1) in Quicksort(t,v+1,s) uredita tabeli

t[r..u-1] (=t1) in tjv+l..s] (=t3).

Raba. Quicksort(t,1,n) uredi t (na mestu v naraggajogem vrstnem redu.
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A,B. Izbiranje delilnega elementa, razdelitev tabele s prerazporejanjem

Procedura Pivot(t,r,s) je lahko takgna kot pri prvi razligici.

Spremeni pa seRazdeli(t,r,s) , saj mora prerazporeditit[r..s] v tri
tabele (netrivialne) t[r..u-1] , tfu,v] , tfv+1l..s] in vrniti dvaindeksa,u, v.

Razlaga. Med sprehodomi od r+1 do v procedura Razdeli(t,r,s) obnavlja
u,v tako, da v vsakem trenutku velja naslednjazangna invarianta
(t[r] ..tlu-1] <p)! (tu] ..t[i-1] =p)! (tfi] ..t[v] neobiskani) (t[v+1] ..t[s] >p).

Ta nam pove, da bot[r..s]  prii=vrazdeljenav tritabelet[r..u-1] ,tu..v] ,
tiv+1..s] , za katere bo veljalot[r..u-1] <p! tu.v] =p! tlvtl.s] >p.
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Pozor: Razdeli(t,r,s) predpostavlja, da je pivot ge v prvi komponentitabele
tfr..s] . (Pivot(t,r,s) , ki bi izbral kako drugo komponento tabelet[r..s]
denimo t[m] , bi moral potem zamenjati §e vsebinitim] in t[r] .)

procedure Razdeli(t,r,s) return (int,int);
begin
p:=t[r]; u:=r; vi=s; i:=r+1; It[r] je pivot
while i<=v do
if tfil<p
then x:=t[u]; tlu]:=t[i]; t[i]:=x; u++; i++
else if tfi]>p
then x:= t[i]; t[il:=t[v]; t[v]:=x; v--
else i++
endif
endif
endwhile
end;
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Analiza gasovne zahtevnosti algoritma Quicksort

Kakgno je gasovna zahtevnostT (n) urejanja t[1..n] z algoritmom Quicksort?
Poglejmo prvo razligico algoritma in ob korakih zapigimo njihove zahtevnosti:

procedure Quicksort(t,1,n); | T(n)
begin
if n<=1 then return endif; | Theta(l)
p = Pivot(t,1,n); | Theta(l)
] = Razdeli(t,1,n); | Theta(n)
Quicksort(t,1,j-1); | T(-1)
Quicksort(t,j+1,n) | T(n-j)
end.

T(n) je vsota vseh prispevkov,T(n) = ! (1)+ ! (1)+ ! (n)+ T(! 1)+ T(n! j).
&e uporabimo osnovne lastnosti asimptotigne notacije, dobimo

TN)=TG! D+ T(n! j)+ ! (n). ")
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Regitev (1) je odvisna odj (kjer se znajde pivot, 0z. od|t,| = j" 1in|t3] = n" j).

Glede na to debniramodve ekstremni izvedbialgoritma Quicksort: pri prvi sta
[t1] in |t3]| karseda razligna ( = 1), pri drugi pa karseda podobna (j # %).

Pri prvi ekstremni izvedbi enagba (!) preide vT(n)= T(O)+ T(n" 1)+ ! (n),
tapazaradiT(O)="! (1) v

T(n)=T(M" 1)+ ! (n),

ki ima regitev T(n) z lastnostjo T(n) = ! (n?). (Analiza za najslabgi primer)

Pri drugi ekstremni izvedbi (!) preide v T(n) = T(#19) + T(%518 + ! (n),
ta pa zaradi T(#529) + T(%8528 ! 2T(3) v

T(n)! 2T(%)+ I (n),

katere regitevT (n) imalastnost T(n) = ! (nlogn). (Analiza za najboljgi primer)
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Analiza za povpregni primer

V praksi je izvedba Quicksort redko ekstremna; najveikrat je ,,nekje vmesO.

Analiza take izvedbe je bolj zapletena, ker mora upogtevati tudiverjetnostni
porazdelitvi tabel t in pivotov, ki jin vraga Pivot.

Ti porazdelitvi obigajno nista znani, zato bomo za prvi pribligek resnignosti
vzeli, da so vse tabeld enako verjetne, prav tako tudi rezultati procedure Pivot.

Analizo bomo poenostavili (a vseeno dobili enak rezultat) ge s tole predpostavk

Predpostavka 1 Elementi tabele t[1..n] naj bodo paroma razligni.

Nag cilj je izragunati T (n), prigakovano gasovno zahtevnosalgoritma Quicksort.
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Naj bo D (k) dogodek, da jep =Pivot(t,r,s) po velikosti k-ti najmanjgi element
v t[r..s]. Naj bo P (k) verjetnost dogodka D (k).

Razdeli(t,r,s) prerazporedit[r..s] v t[r.j ! 1], t[j] in t[j +1..s]. Torejje t[j] = p.
&e je p po velikosti k-ti najmanjgi element v t[r..s], je v prvi tabeli k! 1 elemen
tov, v drugi en element, v tretji pa s! r+1! k elementov.

Pri zagetni tabeli t jer = 1, s = n, zato je po prerazporejanju v prvi tabeli
k! 1 elementov, v drugi eden, v tretji pan! k elementov.

Zdaj imamo vse, kar rabimo, da lahko izrazimoprigakovani gasurejanja t[1..n]:

In "
T(n) = ' Pkk) T(k! 1)+ T(n! k)+! (n)#. ")
k=1

Tu je ! (n) gasovna zahtevnost procedurPivot in Razdeli
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Enagbo (! ) ¥elimo razviti, zato moramo poznati verjetnosti P (k).
Za zagetek lahko smiselno predpostavimo, da so vse enake:

Predpostavka 2 Velja P (k) = % zavsakk =1,...,n.

Zdaj se enagba (! ) da preoblikovati.
Trditev. Iz (1! ) sledi enagba

_ 7
T(n)=cn+ — T (K). ()
N =0

Tudi (!!! ) je rekurzivna. Iz nje ni razvidno asimptotigno vedenje funkcije T (n).
Lahko pa strogo dokagemo tole:

Trditev. Za regitev enagbe (!! ) velia T(n) ! 2(b+ c)ninn, kjer b,c" R.

Sklep. Algoritem Quicksort(t,1,n) ima prigakovano gasovno zahtevnost (nlogn).
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/. Metoda deli in vlada]

Pri razvoju algoritmov vgasih lahko uporabimo metodo, imenovanoDeli in viada,j.
Njeno bistvo je:

Nalogo N problemaP razdeli na manjge podnaloge,
te regi
In iz njihovih regitev sestavi regitev nalogeN .

Podnaloge so lahko primerki drugih ragunskih problemov. Posebno zanimivc
pa je, ko so vse podnaloge primerki problemd . Ali nam bo uspelo najti take
podnaloge, je odvisno od samega problemA.

Nevede smo metodo ge sregali pri algoritmu Quicksort . Tam smo nalogo N = ,.uredi tabelo tQ
razdelili s proceduro Razdeli na dve podnalogi N = ,uredi tabelo t;0O in N, = ,uredi tabelo t30.
Podnalogi smo re§ili kar s klicem samega algoritma Quicksort . Po izteku rekurzivnih klicev smo iz

urejenih t1 in tg ter trivialne t, brez dodatnega dela sestavili urejeno tabelo t = titots.
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Splogno.

Dana sta problemP in njegov primerek, tj. nalogaN ! P, velikosti n. Denimo,

da smo N razdelili na p! 2 podnalogNy,...,Np velikosti nq,...,np, ki so
vse primerki problema P. Denimo, da je P tak, da je treba regiti a podnalog
Ni,,...,Nj,, dalahko iz njihovih regitev sestavimo regitev nalogeN . Ker so vse

podnaloge primerki problemaP, lahko za njihovo regevanje uporabimo karA.
Ogrodje algoritma A je torej tako:

procedure A(N); |Algoritem A, razvit po metodi Deli in viadaj
begin
if n<=1 then |Ce N trivialna naloga, vrni trivialno resitev
Vrni_resitev(N)
else |Ce N ni trivialna naloga
Razdeli(N); [razdeli N na podnaloge N_1,...N_p
A(N_i_1); [resi N_i 1
...
A(N_i_a); [resi N_i_a
Sestavi(N) |sestavi resitve a podnalog v resitev naloge N
endif
end.
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&asovna zahtevnost algoritma A

Naj bodo T(n), R(n), S(n) §as. zaht. procedurA(N ), Razdel(N) in Sestav(N ).
|z algoritma A sledi, da je

T(n)= T(nij,)+ ...+ T(nj, )+ R(n)+ S(n).

{Sfie velikosti n; niso znane, te enagbe ne moremo razviti v koristnejgo oblik
&e pa nam uspe razdelitiN na (pribligno) enako velike N;, potem za nekic! 2
veljan; = ¢ (alipa n; ! %). Enagbo zdaj lahko preoblikujemo v

T(n) = aT(g)+ R(n)+ S(n).
Pri n =1 je N trivialna in regljiva v nekem konstantnem g¢asub > 0.

Skratka: §e nam uspe razdelitiN na c-krat manjge podnaloge, od katerih jir
moramo a regiti, potem se enagba za gasovno zahtevno3$t(n) algoritma A glasi:
!
b gen" 1; !
T = hy s Rms S Gens 1 (")
aT(3)+ R(n)+ S(n) gen> 1,
kiersoa! 1,b>0inc! 2.
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Kako izragunati T(n) iz rekurzivne enagbe ()?

Pigimo
f(n) = R(n)+ S(n).

f (n) je skupen gaspotreben zarazdelitevN na p podnalog insestavljanjeregitev
a podnalog v regitev nalogeN . Zanimali nas bodo problemi, kjerf (n) naragge
kvegjemu polinomsko hitro.

V nadaljevanju izragunamo T (n) za splognof (n), potem pa za polinomskof (n).
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T(n) za splogno funkcijo f (n)

Iz enagbe () lahko izpeljemo nasledniji izraz zaT (n):
! $

lgg. n
T(n)= n'°%ea" ph+ (D%, Kerjen>1inT@)=b.  (I)
k=1

T(n) za polinomsko funkcijo  f(n)= bn®,d! 0
&e ta f (n) vstavimo v (!! ) dobimo

& (G ()

— hn d - _
T(n)= bn%%?® 1+ =+ &+ ...+ & , kijern> 1,m =log,n.

V oglatih oklepajih je geometrijska vrsta. Njena vsota je odvisna od velikosti%
v primerjavi z 1. Zato analiziramo vse tri mo¥nosti.
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Ugotovimo tole:

¥ gejes > 1, potem jeT(n) = ! (n9)

a

¥ je je% =1, potemje T(n)= ! (n%logn)
¥ je je% < 1, potem je T(n) = ! (n'9c2)

in strnemo v nasledn;ji izrek.

lzrek. (Glavni izrek metode Deli in vladaj) Za regitev T (n) enagbe
I
b gen=1;

T =
(" aT(2)+ bn? gen> 1,

kiersoa! 1,b>0,c! 2ind! 0, velja naslednje:

g1 000y

e > 1,
T(n)= g! (n%logn) e % =1;
°l (n9:a)  ge <1
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Primer 1. Preizkusimo izrek na algoritmu Quicksort. &e pivot razdeli tabelo
na prvo in tretjo podtabelo (srednja je trivialna, zato p = 2), ki sta vedno enakc
veliki, je Quicksort oblike A zac! 2. Ostali parametri so: a = 2, ker je treba
urediti dve podtabeli; b > 0 konstanta brez vpliva; in d = 1, ker ima razdelitev
tabele na tri podtabele zahtevnost! (n), sestavljanje kongne urejene tabele

urejenih podtabel pa! (1). Vidimo, da je % = % = 1. Po zgornjem izreku je
T(n)="! (n%logn) = ! (nlogn). To se sklada z analizo algoritmaQuicksort za

najboljgi primer.

Primer 2. Preizkusimo izrek na algoritmu BinSearch za dvojigko iskanje ele-
menta e v urejeni tabeli. Algoritem poznamo: ¢e je srednji elements tabele
enak iskanemue, je iskanje uspegno, sicer se iskanje nadaljuje v podtabeli le
0z. desno ods (fee <s 0z.s < e). BinSearch je torej oblike A. Ogitno je p=2
(vedno stadve podtabeli); c! 2 (podtabeli sta enako veliki); a = 1 (iskanje se
nadaljuje v eni podtabeli); d = 0 (delitev tabele na dve je trivialna; prav tako
tudi sestavljanje kongnega odgovora). Torej imamo% = % = 1, zato je po
zgornjem izreku gasovna zahtevnost algoritmaBinSearch T(n) = ! (n%logn) =
I (n°logn) = ! (logn), kar nam je §e znano.
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8. Mno"enje #tevil

Naj bosta dani n-mestni gtevilia= a, 1...a1a in b= by 1...lyp, zapisani v
mestnem gtevilskem sistemu z baz& . Potem je njun produkt m-mestno gtevilo

ab=c=cCpn11...C1Cy, Klerjem! n.

Problem. Koliko mnogenj je potrebnih za izragun produkta dvem-mestnih gtevil?
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Poglejmo, koliko mno¥enj zahteva algoritem, ki smo se ga naugili v osnovni $c

a,18,,E a,a,8,1 b ,b ,Eb,b by,

Up Un 1 Un 2 E U Uy Ug
Vi Vhp EV3 VoV Vg
WnE\MW%MQWPM)

/////////

EEEEEEEEE )
2,21 E 3,27

Ch1CmoCns EEEEE... ¢C,C, ;E C3C,C Gy

Ragunanje vsake vrstice zahtevan mnoygenj a alby (in kve§jemu n segtevanj)
zato ragunanje vsehn vrstic zahteva n? mnogenja & (in najveg n? segtevanj)
Kongno segtevanije vrstic zahteva kvegjemm(n! 1) + n = n? segtevan;.
Sklep. %olski algoritem zmnogi dven-mestni $tevili v §asu reda! (n?).
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Ali se da zmnoyiti dve n-mestni $tevili hitreje kot v gasu ! (n?)? Se ju de
zmnogiti v §asu! (n') za neki! < 2, ali pa morda celo v §asu (nlogn)?

Hitreje od ! (n) se ne da, saj je treba izragunati! (n) gtevil ¢y, Cy,...,Cn1 1.

Pokazali bomo, da se ju da zmnogiti v gasu (n'°923) = 1 (n1-584),

69 © Borut Robi ?”



Karatsubov algoritem

Zaizragun produkta abje ruski matematik Anatolij Katsuba razvil hitrejgi algoritem,
in sicer z metodoDeli in vladaj: dano nalogo ,,Izragunajc= abO razdeli v tri manjge
naloge ,,Izragunajz; = X1y, 0, ,,1zragunajzs = x2y>O in ,,Izragunajzs = x3y30,
jih regi in iz njihovih regitev z,, z,, z3 sestavi regitevc dane naloge.

Kako je Karatsuba iz a,bdologil §tevila x;, y; in iz delnih regitev z,,z,,z3 sestavilc?
%tevili a in b zapigimo kot

ar, ap
a=a,B™+ ap o Qp—1...8map-1-..80
Kjer je
b= bLBm+bD Pn—l---bnz\bm—l---h;
b bo

in ap,bp <B ™. Potem je iskani produkt c enak

ab= (aLBm+ aD)(bLBm+ bD) = arby, BQm+(aLbD + anL)Bm+ apbp .
—— N ~— ’ ——
Z2 zZ1 Z0
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Karatsuba je opazil, da se dazy, z;, z, izragunati S samotremi mnogenji takole:

¥ najprej izragunamo zg in z, (po njuni debniciji: zo = apbp INnz, = a b)),
¥ potem paz; takole: z; =(a. + ap)(b. + p) ! z! 2.

Tako izragunani z, je enakz; = a_ by + ap b iz dePnicije.

Ta izboljgava zmanjga gtevilo podproblemov, ki jih je treba regiti, za =4 na a = 3.
Druga dva parametra algoritma pri tem ostaneta nespremenjena.

Ker je ge Vean% = % < 1, bo zahtevnost Karatsubovega algoritma
T(n) =1 (nlogca) =1 (nlogz 3) = | (n1.58)_

To pa je hitreje od golskega algoritma!
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procedure Karatsuba(a,b) return integer; |Vrne produkt a*b

begin

if a<B or b<B then retun a*b |Ce je a ali b enomestno...

else | |...sicer ju razdeli:
n := min(size(a),size(b)); |krajse med a,b je n-mestno
m = n div 2;
(aL,aD) := split(a,m); [razdeli a,b v aL,aD,bL,bD
(bL,bD) := split(b,m);
z0 := Karatsuba(aD,bD); lizracunaj z0,z1,z2

z2 = Karatsuba(alL,bL);
z1 := Karatsuba(aL+aD,bL+bD)-z2-z0;
return shift_left(z2,2*m)+shift_left(z1,m)+z0 |sestavi a*b
endif
end.

Razlaga. Operacija size(x) doloci, koliko mesten je argument X. Najbolje je,
¢e sta oba a in b isti potenci stevila 2, kar lahko dosezemo, ¢e pri krajsem v
njegovo dolzino Stejemo ustrezno Stevilo vodilnih nicel. Stevila a, ,ap,h ,bp
dobimo z operacijo (XL,xD) := split(x,m) , ki razdeli X v XL in mmestni xD.
Pri sestavljanju rezultata iz zg, 21, Z, uporabimo operacijo shift_left(x,y) , ki
pomakne X za y mest v levo. Ce nam te operacije niso na voljo, si pomagamo z

mnozenjem oz. deljenjem z B™.
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9. Mno"enje matrik

e sta 4 = (aj) in B = (b;) matriki reda n! n, je njun produkt C' = AB
matrika reda n! n s komponentamic; = ' Ezl aik bxj . Obigajni algoritem za
izragun matrike C po vrsti izraguna vsehn? komponent, vsako po dePnicijic; :

procedure MatProdukt(A,B,C);
begin
C = 0;
fori = 1 ton do
for j = 1 to n do
for k =1 to n do
Clij] = C[i,] + AllL.K*B[k,]
endfor
endfor
endfor

end.
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Izragun C torej zahteva n® skalarnih mnogenj inn?(n! 1) skalarnih segtevanj
Zasovna zahtevnost algoritma je zato®©(n3). Ker so aditivne operacije (+,! )
hitrejge od multiplikativnih ( " , O), jih lahko zanemarimo, ne da bi to bistvenc
vplivalo na asimptotigno gasovno zahtevnost algoritma.

Problem. Ali se da matriki reda n" N zmnoZiti v ¢asu, manjsem od O(n3) ?

Ta gas je gotovo vsaj)(n?), saj je treba izragunati n> komponent matrike C.
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Poskus z metodo Deli in vladaj

Poskusimo razviti z metodo Deli in vladaj boljgi algoritem za mnogenje matrik.
Predpostavka n je potenca gtevila 2 (da bo lagje deliti matriko na podmatrike).

Vsako od matrik A, B si mislimo razdeljeno v gtiri blogne podmatrike reda’ x 7.
Tedaj lahko izrazimo matrigni produkt AB z matrignimi produkti podmatrik:

A1 A1)\ (B1x B Ci1 Cyp
C=AB = =
(A21 Azz) (le B22) (CZl sz)

C11 = AuaB11 + A1Bag
Ci2 = AuaB12 + A12B2
Co1 = A21B11 + ApBog
C22 = A21B12 + A22Bos.

Kjer so

NalogoAB smo razdelili na 8 podnalogA;; By enake vrste (matrigno mnogenje).
Zato bo nag algoritem za ragunanjeAB osemkrat klical samega sebe, dobljene
regitve podnalog pa sestavil tako, kot opisujejo zgornje enagbe za komponen(; .
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Kakgna je §asovnaT (n) zahtevnost tega algoritma? &as T(n) za izragun ma:
trignega produkta C = AB je sestavljen iz §asa & (3), ki je potreben za izragur
8 matrignih produktov Aj By, in §asa 4&, ki je potreben za izyagun 4 matrignib
vsot (vsaka zahteva s & skalarnih vsot). Torejje T(n)=84ar 5 +4& & oz.
#.$

n

T(nN)=8T >

+ n2,

Ali je §asovna zahtevnostT (n) tega algoritma manjga od ©(n3)? Glavni izrek
metode Deli in vladaj nam za funkcijo T(n) pove naslednje: ker so v zgorn

enagbi parametrip=8,a=8,b=1,c=2,d=2, je % = % = % <1, je
T(n) = ©(n"%:2) = (n'%:8) = Q(n3).

To je razogaranje! Asimptotigna gasovna zahtevnost nagega, z metodo Deli
vladaj razvitega algoritma ni manjga od gas. zahtevnosti algoritmaMatProdukt.
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Da bi dosegli asimptotigno manjsi T (n), bi morali najti taka Stevila a, ¢, d, ki bi
izpolnila zahtevo

cd
—<1 ! log.a< 3.
a

Taka gtevila je lahko najti: npr., ¢e obdrzimo ¢ = 2,d = 2, zahtevo izpolnijo
a=>5,6,7.

Izziv pa je sestaviti algoritem vrste Deli in vladaj, ki bo imel take parametre.
Npr., ¢e izberemo parametre a = 7,¢ = 2,d = 2, to pomeni, da bi moral tak

algoritem izracunati C (Stiri podmatrike C;;) s pomocjo le 7 produktov A;;By;.

Je to sploh mogno?
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Strassenovo matrigno mnogenje

Volker Strassen je leta 1969 odkril, da je to mogno! Bistvo njegovega algoritrr
je v drugagnem ragunanju podmatrik Cjj . Tule je njegovo odkritje.

&e debniramo naslednjih osem matrignih produktovF; ,

P11 = (A1 + Ax)(Bi + B)) Po1 = ( Az + A11)(B22 + Bii)
Pip = (A1 ! Ax)(Bo + B)) P = (A2 ! A11)(Bi2 + Bii)
P13 = (A1 + A12) B2 Pp3 = ( A2z + A21)Bna
Py = A(Bu1! Ba) Poy = A11(B22! Bio)

potem lahko gtiri podmatrike Cj izragunamo takole:
Ci11= Pi1+ P! Pzl Py
Cr2= Piz! Py
Co1 = Py3! Py
Co = Po1+ P! Poz! Poy.

Ta dePnicija je zvita: izrazi za Cj; so linearni, produkta Pi; in P; pa enakal
Ker bo treba izragunati le enega od njiju, bo za izragun vseh gtirihC’; potrebnih

le sedemmatrignih mnoygen;.
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S predpostavko, da jen potenca $tevila 2, Strassenov algoritem zapigemo takole:

procedure Strassen(A,B,n) return C;

begin
if n=1 then C := AB |Ce sta A in B trivialni matriki (skalarja)
else
(A_11,A 12,A 21,A 22) := Razdeli(An); |Razdeli A v bloke
(B_11,B_12,B _21,B 22) := Razdeli(B,n); |Razdeli B v bloke

P_11 := Strassen(A_11+A 22, B 11+B 22, n/2);
P_12 := Strassen(A 12-A 22, B 21+B 22, n/2);
P_13 := Strassen(A_11+A 12, B 22, n/2);
P_14 := Strassen(A 22, B _11-B 21, n/2);
P_22 := Strassen(A _21-A 11, B _12+B 11, n/2);
P_23 := Strassen(A _22+A 21, B 11, n/2);
P_24 := Strassen(A_11, B _22-B 12, n/2);
C 11 = P_11+P_12-P 13-P14; |Sestavi bloke Cij ...
C 12 = P_13-P_24;
C 21 = P_23-P_14;
C 22 = P_21+P_22-P_23-P24;
C = Sestavi(C_11,C 12,C 21,C 22, n/2) |... in iz njih C
endif
end.
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Kakgna je gcasovna zahtevnost Strassenovega algoritma. Za izragun vseh pod-
matrik Cj je potrebnih 7 matrignin mnogenj reda 3 (pri ragunanju Pj ) in 18
matrignih vsot/razlik (od tega 10 pri ragunanju Pj in 8 pri ragunanju C; ).
Torejje T(n)=74&r(3)+188& &, oz.
! n
T(N)=7T g +4.5n2,

Zdaj so parametri te enagbea=7,b=4.5c=2in d= 2. Ker je % = § =
% < 1, je po Glavnem izreku metode Deli in viadaj

T(n): | (nlogca): | (n|092 7): | (n2.80735).

Sklep. Strassenovo mnogenje matrik reda! n ima gasovno zahtevnost (n?8973%),
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10. k-tI najmanj#i element

k-ti najmanjgi element tabele t je element, od katerega je manjgih ali enakih
natanko k! 1 elementov tabelet. To je element, ki bi bil na k-tem mestu v
urejeni t. Npr., v (7,2,2,5,6,1) je 4-ti najmanjgi element 5, ker je na 4. mestu v
(1,2,2,5,6,7).

Problem : V neurejeni tabeli t z n gtevili poiggi k-to najmanjge gtevilo(1! k! n).
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Poiggimo kako spodnjo in zgornjo mejo za §asovno zahtevnodt(n) tega prob-
lema. Meji nam bosta pomagali, da ne bomo iskali algoritma, ki ga sploh ni a
pa algoritma, ki bi bil nepotrebno pogasen. Najbolje bi bilo, ge bi naglitesni
meji za T(n), tj. najvegjo spodnjoin najmanjgo zgornjo mejo zaT(n). Yal je
iIskanje tesnih mej pogosto zelo zahtevno.

Na regitev nagega problema lahko vpliva vsak element tabele. Zato mora vs
algoritem za ta problem vsaj prebrati vsehn elementov Zato je zahtevnost
vsakega algoritma vsaj linearna, t..T(n) = (n). Torej ne bomo iskali algorit-
mov, ki bi imeli §gasovno zahtevnost asimptotigno manjgo odo(n).

Po drugi strani pa si takoj lahko zamislimo ogiten algoritem, ki regi nag problem
Ta algoritem (1) uredi tabelo t (v gasu ©(nlogn), npr. z algoritmom Heapsori)
in (2) vrne element na njenemk-tem mestu. Torej je smiselno iskati algoritem
ki bo imel gasovno zahtevnostT (n) asimptotigno manjgo od ©(nlogn).
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Zamisel.

Metoda Deli in vladaj nas napelje, da si zamislimo naslednji algoritem:
¥ |Izberimo elementp (pivot) in prerazporedimo elemente tabelet v tabele
t;,to,t3, da bodo vt; vsi elementi<p, vit, vsi=p, vtz pavsi>p.
¥ |z velikosti |t1] in |t2| lahko ugotovimo, v kateri od tq, to, t3 je k-ti najmanjgi

element tabelet. Namreg: ge jek ! |ty], je v ty; §e je|ty] <k ! |ti|+ |to],
je viy;inge jek > |ti] + |ty], je v t3. Iskanje bomo zato nadaljevali le

tisti tabeli.

Torej se regevanje trenutne naloge nadomesti z regevanjeemeod treh podnalog
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Zamisel algoritma je zapisana spodaj. Dodali smo ji del, ki resi trivialno veliko
nalogo (nalogo z manj kot Nmin elementi za neki Npmin, ki ga bomo morali Se
dolo¢ili). Procedura Uredi je lahko kako od navadnih urejanj, proceduri Pivot
in Razdelipa smo opisali pri algoritmu Quicksort.

procedure Isci(k,t) return int; |k-ti najmanjsi element v tabeli t

begin
if |t| < n_min then Uredi(t); return(t[k])
else
p = Pivot(t);

Razdeli(t,t 1,t 2,t 3);
if k <= |t 1| then Isci(k,t_1)
else if k <= [t_1]|+|t_2| then return(p)
else Isci(k-[t_1]-|t_2[,t 3)
endif
endif
end.
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Oznake t,t1,t2,t3 zamenjajmo z oznakami t[r..s],t[r.u ! 1], t[u..v],t[v + 1..8],
da postanejo dosegljive meje I, S, U,V teh tabel. Glede na to proceduram pri-
lagodimo njihove argumente, procedura Razdelipa naj vrne Se meji u, Vv tabele t5.

! tl(Vﬁi#<P ) 5! tz(Vﬁi; p) ¢! ts(vii#>p ) s
¢ a1 |4, aj s
r u \% S
procedure Isci(k,t,r,s) return int; |k-ti najmanjsi v t[r..s]
begin
if s-r+1 < n_min then Uredi(t,r,s); return(t[r+k-1])
else
p := Pivot(t,r,s);
(u,v) = Razdeli(t,r,s);
if k <= u-r then Isci(k,t,r,u-1)
else if k <= v-r+1 then return(p)
else lIsci(k-v+r-1,t,v+1,s)
endif
endif
end.
Raba. Stevila so v t[1..n] . Isci(k,t,1,n) vrne K-ti najmanjsi element v t .
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Vpraganja: Koliko je nnin ? Kako izbrati p? Kakgna je gasovna zahtevnost algoritme

Enostavni algoritem

Poiggimo odgovore po najlagji poti: naj bon,,;;, =1 in p nakljugno izbran ele-
ment tabele t. Kakgno gasovno zahtevnostl (n) ima tedaj ta algoritem?

Analizirajmo algoritem za najslabgi primer. V pesimistignem scenariju bop
vedno najvegji element vt, ki bo poleg tega en sam. Zato bo ¥; n! 1 elementov,
Vv t, en sam elementp, t3 pa bo prazna. Iskanje se bo nadaljevalo ¥, kjer se
bo po pesimistignem scenariju zgodilo podobno. Torej bo v najslabgem primeru
T(n)= T(n! 1)+ ! (n). To rekurzivho enagbo smo regili pri analizi algoritma
Quicksort za najslabgi primer, zato vemo, da jeT(n) = ! (n?). To pa nam ni
v§ey, saj yeogitni algoritem vedno najde iskani element v gasu (nlogn).
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Blum-Floyd-Pratt-Rivest-Tarjanov algoritem ISCiBFPRT

Enostavni algoritem ima v najslabgem primeru kvadratno gasovno zahtevnost.
Morda se nam zdi, da je vzrok za to v nakljugnem izbiranju pivotap. Toda: tudi
ge bip izbirali s kakim ¥e omenjenim pravilom (p=prvi; p=zadnji; p=srednji v t)
bi imel algoritem v najslabgem primeru kvadratno gasovno zahtevnost.

Morda pa bi bilo treba p izbirati bolj premiglieno? Morda tako, da nobena od
tabel ¢; in ¢35 ne bi bila ,,pretiranoO vegja od druge, saj bi bilo potem man,
pomembno, v kateri od njiju se bo nadaljevalo iskanje. (Tabelat, nas ne skrbi,
ker ,,iskanjeO v njej vrnep v gasu! (1).) Vpraganje je torej:

Kako zagotoviti, da nobena od dolgint, | in |t3| ne bo ,,pretiranoO veyja od druge

(Kaj pomeni ,,pretiranoO nam zdaj $e ni povsem jasno.)
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Odgovor so nasli M. Blum, R. Floyd, V. Pratt, R. Rivest in R. Tarjan.
Pivot p moramo izracunati z novo proceduro PivOtBFPRT takole:

1. Tabelo t razdelimo v peterke (tabele po pet zaporednih elementov).
2. V vsaki peterki pois¢emo njeno mediano (tretji najmanjsi element).
3. Naj bo M tabela vseh dobljenih median.

4. Potem naj bo p mediana elementov tabele M.

Ta p uporabimo v proceduri Razdeli ki razdeli ¢ v tabele tq1,t, t3.
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Prednost novega pivota p pa nam razkrije naslednja trditev.

Trditev. Po razdelitvi tabele s tako izra¢unanim p velja [t1] < %|t| in |t3] < %|t|.

Dokaz. Uredimo M, vsaki mediani pritaknimo ostale $tiri elemente iz njene peterke, da postane

urejena, in peterke organizirajmo kot kage slika. V A so vsi elementi tabele t, kiso ! p. (Podobno
sov B vsi kiso " p;tehje |IB| =3 L'M 'J =3 L%é%] =3 L%J.) Kersov t; vsi<p,je t; CA.
Sledi [t1] ! |A|! [t| —[B|= [t] =301 [Z&It1! 2t|. (Podobno za [ta|! 2]t|.) #

.

o mediane
e p

Nara$¢ajo mediane peterk

~
Narasc¢ajo elementi peterk

&e je p izragunan z novim postopkom, po razdelitvit v tq,t», t3 nobena odt;

in t3 ni ,,pretiranoO vegja od druge, kjer ,,pretiranoO pomeni ,,ve kot trikratc

(Zakaj? Ker je |ti|+ |t3| = |t|! |tz], ima v skrajnem primeru ena od nijiju §|t| elementov, druga
3

pa [t]! |t2l! 3]t = 3[¢! |ta], karje vsaj 1[¢|! 1. Razmere M1l je zato kvegiemu i <3)
Tien
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Kako PivotBFPRT izraguna p? Mediano peterke lahko najde v gasu O(1), npr. z
odlogitvenim drevesom petih elementov. Ker je vseh peterk [%1, priprava M zahteva

@(1)6’1{%1 = O(]|t|) gasa. Kako pa dologi mediano [%1 elementov tabele M ? Mediana
je element, od katerega je manjgih ali enakih polovica elementov tabele. Mediana p
je zato [2117-ti najmanijgi element tabele M, kjer je M | = [12]. PiwotBFPRT mora
torej poklicati proceduro IsciBFPRT(|M |/ 2,M), da ji ta izraguna mediano tabele M.
Tu je rekurzija posredna: IsciBFPRT poklige PivotBFPRT, ki poklige IsciBFPRT itd.
Algoritem IsciBFPRT za iskanje k-tega najmanjgega elementa se zdaj glasi

procedure IsciBFPRT(k,t,r,s) return int;  |k-ti najmanjsi v t[r..s]
begin
if s-r+1 < n_min then Uredi(t,r,s); return(t[r+k-1])
else
p := PivotBFPRT(t,r,s);
(u,v) := Razdeli(t,r,s);
if kK <= u-r then IsciBFPRT(K,t,r,u-1)
else if k <= v-r+1 then return(p)
else IsciBFPRT(k-v+r-1,t,v+1,s)
endif
endif

end.
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&asovna zahtevnost algoritma  ISCiBFPRT

Analizirajmo gasovno zahtevnostT (n) algoritma IsciBFPRT za najslabgi primer.
Zakaj za najslabgi primer? Zato, ker nas zanima, ali raba pivota, ki ga izraguna
PivotBFPRT , izboljga najslabo gasovno zahtevnost (n?) enostavnega algo-
ritma. Zapigimo algoritem ISCiBFPRT pri parametrih r =1 in s= n:

procedure IsciBFPRT(k,t,1,n) return int; |k-ti najmanjsi v [1..n]
begin

if n < n_min then Uredi(t,1,n); return(t[k])

else

p := PivotBFPRT(t,r,s);
(u,v) := Razdeli(t,r,s);
if K <= u-r then IsciBFPRT(K,t,r,u-1)
else if k <= v-r+1 then return(p)
else IsciBFPRT(k-v+r-1,t,v+1,s)
endif

endif

end.
91 © Borut Robi?”



Naj bo T(n) najslabga gasovna zahtevnost zgornjega algoritma. Poskugajn
izraziti T(n) v vsakem od mognih primerov, tj. ko jen! npin inkojen<n qin:
¥ n! npin.Vtem primeru gasovno zahtevnostT (n) sestavlja veg prispevkov

T(n)="1(n) Ngasovna zahtevnost ragunanjaM
+ T(2) Nnajslabga gasovna zahtevnost ragunanjap
+ 1 (n) Ngasovna zahtevnost razporejanjat v t, to, t3

+ T(max{|t1], |t3]}) Ngasovna zahtevnost iskanja po vegji odty, ts
Zaradi prejgnje trditve sledi T(n) = T(3)+ cn+ T(%n), kijer je ¢ > 0.
¥ N <nmn. VZEMimo zang, tisto velikost, do katere je ureditev tabele t

(velikosti n < n mip) hitrejga od cn. Za take velikosti n je T(n) " cn.
%tevilo nyin najdemo eksperimentalno; literatura navajann, = 50.

Mogna primera vodita doI rekurzivne enagbe za najslabgo gasovno zahtevnos

cn gen <n min,

T(n)"

Zdaj moramo iz te enagbe nekako izluggiti le ge to, kako hitro naraggd (n).
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Tu nas prijetno preseneti naslednja ugotovitev:

Trditev. T (n) < 20cn.

Ideja dokaza. Najprej moramo dokazati, da trditev velja za vse n ! np;, = 50. Nato za osnovo
indukcije vzamemo trditev pri n = npijp, = 50. Veljavnost indukcijskega koraka z n na n + 1 preve-

rimo pri N " Ny = 50. (Podrobnosti tukaj opustim in jih prepustim za vajo.) #
Sklep. V neurejeni tabeli t lahko k-ti najmanjgi element najdemo v §asu! (n).

Opomba. Na zacetku smo videli, da iskanje K-tega najmanjSega elementa v
neurejeni tabeli velikosti n zahteva vsaj " (n) casa. Pravkar pa smo dokazali, da
to iskanje zahteva najve¢ O(n) ¢asa. Ker sta spodnja in zgornja meja ¢asovne
zahtevnosti tega problema enaki, in ima izboljsani algoritem ¢asovno zahtevnost
I (n), je asimpotigno optimalen
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11. Diskretna Fourierova transformacija

Diskretna Fourierova transformacija ima pomembno viogo v praksi. Algoritenr
za njen izragun bomo razvili z metodo Deli in vladaj. Pred tem pa bralc:
motivirajmo.

Motivacija

Problem : Koliko operacij mnogenja zahteva izragun produkta (x) = p(x)q(x),
Kjer sta p(x) in g(x) dana polinoma stopenjn in m?
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Ocenimo gtevilo mnoyenj, ki jih zahteva izragunr (x) po obigajni poti. Pigimo

In _ Im _
p(x) = ax' in g(x) = bx'.
i=0 i=0
Tedaj je " In .#" Im _#
r(x) = px)a(x) = a X' b’
i=0 i=0

Produkt r(x) je polinom spremenljivke x in stopnje n + m,
n+m
r(x) = cXx',
i=0
s koebcientic;, ki jih izragunamo iz koebcientov polinomovp(x) in q(x). Kako?
Potencax' (ob ¢ ) lahko nastane le iz produktov potencx® in x' =% (ob ay in b _y),
kierje k=0,...,i. Zato zac¢, kjerjei =0,...,n+ m, velja
i
G = axh k.
k=0
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Izragun ¢; zahtevai + 1 mno¥en|. Izragun vsehn + m + 1 koebcientov ¢; zato
zahteva Y77 (i +1) = S0 Mi+ YA = (AEm@OEmED 4 pgom+1 =

I ((n + m)?) mnogen;.
Sklep. lzragun produktar(x) = p(x)g(x) zahteva kvegiemu((n+ m)?) mnogen;

Vpraganje : Ali se produkt r(x) da izragunati z asimptotigno manj mnogenji?
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Zamisel

¥p(x) = >, ax' lahko predstavimo v obliki (a,...,an). Temu regemo
koeficientna predstavitev (K.p.) polinoma p(x). Da je p(x) predstavljen v

tej obliki, zapigemo sp(x) 2 (ag, . ..,an). Podobnojeq(x) & (hy,...,bn).

Polinome pa lahko natangno opigemo tudi z njihovimi vrednostmi v izbranih
gtevilin. Npr., p(x) lahko podamo v obliki (po,...,pn), kier so p; = p(ti)

njegove vrednosti v n + 1 paroma razlignih gtevilih tp,...,t,. Temu
regemo vrednostna predstavitev (v.p.) polinoma p(x). Da je p(x) pred-
stavljen v tej obliki, zapigemo s p(x) £ (po,...,pn). Podobno je tudi

ax) £ (®,...,qn), kier so g = q(t;) in tg,...,t,, paroma razligna
gtevila.

Primer. Koebcientna predstavitev polinoma p(x) = 3x* +5x2" 2x +1 je p(x) ‘€
(1," 2,5,0,3), vrednostna v togkah (" 2," 1,0,1,2)pa p(x) 2 (p(" 2).p(" 1),p(0).p1),p(Q)) =
(73,11, 1, 7, 65).
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¥ Predpostavima da sta p(X) in q(X) dana z vrednostnima predstavitvama

V.p.

Il

p(x) = (Po,---,Pn) in A(X) = (%,...,0n),
kjer jep =p(ti) zai =0,...,ninqg =q(tj) zaj =0,...,m.

Kako izragunamo produktr (x) = p(x)q(x)? Koliko mnogenj je potrebnih~
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¥ Ker sta p(x) in g(z) vrednostno predstaviljena, lahko domnevamo, da bomo
zadovoljni tudi z vrednostno predstavljenim produktom r(x). Torej iggemo

r(x) £ (ro,...,Ts),
kjer je ri=r(t)= p(ti)q(ti)= pig zai=0,...,s.

Koliko je s, stopnja polinoma r(x)? Stopnji polinomov p(x) in g(x) sta n
in m (saj imata njuni v.p. n+1 in m+1 elementov), zato je r(x) stopnje

Ss=n+ m.
Torej moramo izragunati n + m + 1 vrednosti g, ..., 7h+m.
Ker je ri = pi g, bomo mnoyiliistolegnevrednosti iz (pg,...,pn) INn (qo, ..., qm).

Opazimo tegavo: Za izragunn+ m+1 vrednosti r; bi morali v.p. polinomov
p(x) in g(x) vsebovati vsaka pon+ m+1 vrednosti (ne palen+1in m+ 1).
Zato vsako od teh v.p.dopolnimoz vrednostmi polinoma v dodatnih togkah.

Dobimo p(z) =" (po,...,pn+m) N ¢(x) = (qo,-..,qn+m).
Zdaj lahko izragunamor(x) = (rg,. .., n+m) Z n+ m+1 mnogenji r == piq.

Sklep. Z uporabo v.p. lahko izragunamor(z) = p(x)q(z) s! (n+ m) mnogen;i!
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Problem

Zmanjganje gtevila mnogenj sO((n + m)?) na ©(n + m) smo dosegli z uporab
drugagne predstavitve polinomovp(x), g(x) in r(x). Kaj pa ge p(x) in g(x) ne bi
bila dana v vrednostni temveg koebcientni predstavitvi? Potem bi morali njuni
koebcientni predstavitvi najprej pretvoriti v vrednostni, kot kage spodnja slika

() E{(O @) e > P06 L (g, D)
qx) =(by,.... b)) -~ N1 CT T
.

V..
r(x) = (rg, o 7yi )

Da pa bi se to izplagalo, bi morala pretvorba k.p. obeh polinomov zahteva
asimptotigno manj kot ! ((n+ m)?) mnogen;j (sicer bi izragunalir (x) = p(x)q(x)
kar z obigajnim postopkom, opisanem v razdelku z motivacijo).
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Ocenimo, koliko mnogenj bi morala zahtevati pretvorba k.p.enegapolinoma, da
bi se pretvarjanje obeh izplagalo. Kadar imata polinoma isto stopnjon = m, za-
hteva obigajni postopek! ((n + n)?) = ! (n?) mnogenj. €e bi pretvorba pred-
stavitve enegapolinoma zahtevala! (n?) mnogenj, bi naga zamisel zahtevala
1 (n?)+ ! (n?)+ ! (2n) mnogenj, kar je e vedno redd (n?). Zato potrebujemo
postopek, ki bo k.p. polinoma stopnjen pretvoril v v.p. z asimptotigno manj kot

I (n?) mnogenji. Torej moramo regiti naslednji problem:

Problem. Kako pretvoriti k.p. polinoma stopnje nv v.p. zmanjkot! (n?) mnogenji?
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Za ragunanje vrednosti polinomov ¥e imamo na voljo znanHornerjev postopek
Ali ta regi nag problem. Spomnimo se ga na polinomu iz prejgnjega primera.

Primer. Najbo p(x)=3x*+5x?! 2x+1. Po Hornerju izragunamo vrednost p(t) pri t = 2 takole:
p(t)=(((3 t+0)t+5)t! 2)t+1=(((3 4&2+0) a2+5) 42! 2)az2+1=65. !

Vrednost polinoma p(x) = a, X"+ an1 1X"' T+ an ox™ 2+ ...+ ajXx+ay pri X =
t izragunamo takole: p(t) = (...((a, at+ a,; 1) at+ a, 2) at+ ...a;) at + ag.
Izragun p(t) zahteva n mnoygen|. Ker pa je za pretvorbo K.p.p(x) v v.p. treba
izragunati n + 1 vrednosti p(tg), p(t1),..., p(tn), bi pretvorba zahtevalan(n + 1)
= 1 (n®) mnogenj. To pa pomeni, dauporaba Hornerjevega postopka ne re
nagega problema.

Najti moramo algoritem za konstrukcijo vrednostne predstavitve polinoma, ki
bo asimptotigno hitrejgi od tega s Hornerjevim postopkom.

Ali tak algoritem obstaja? Da. Zdaj v zgodbo vstopi Diskretna Fourierova
transformacija (DFT), ki skupaj z metodo Deli in vladaj omogogi razvoj takeg:
algoritma. Algoritem se imenuje Hitra Fourierova transformacija (FFT) in ima
gasovno zahtevnost (nlogn).
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Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

Najprej opigimo DFT v splognem. Pri DFT igra pomembno viogo matematigne
struktura imenovana vektorski prostor.

Vektorski prostor V nad obsegomC kompleksnih gtevil sestavljajo Abelove
grupa (V,+) vektorjev, obseg C,+,!) skalarjev in operacija a:C" V # V
mnoyenja vektorjev s skalarji, skladna z operacijami W in C. Dimenzijo pros-
tora V oznagimo zd = dim V. ObsegC ima enoto, tj. skalar 1, z lastnostjo, da
jel!! =1 11=1 zavsak skalar! .

Linearna transformacija vektorskega prostoraV vase je preslikavaT :V # V
z lastnostjo T(! &u+ " av) = ! 4T (u) + " aT(v), za poljubna vektorja u, v in

poljubna skalarja! ," .
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Linearno transformacijo vektorskega prostora kongne dimenzijel predstavimo z
matriko reda d! d. Kadar obstaja njena inverzna matrika, obstaja tudi inverzna
transformacija.

Linearnih transformacij vektorskega prostora dimenzijed je veliko. Med njimi
nas bo zanimala t.i. Diskretna Fourierova Transformacija (DFT). Kljugno vliogo
pri DFT bo igral primitivni koren enote. To je skalar !, ki ga debnirata dve
lastnosti:

1. 19=1 N ! je koren enote
2. 1k=1zak=1,...,d# 1. N ! je primitivni koren enote
V obseguC je! = e, kjer je " imaginarna enota.

(Imaginarno enoto bomo oznagili z", da je ne bomo zamenjevali z eksponentom)
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Debnicija. Diskretna Fourierova transformacija redad je linearna transformacija
prostora V dimenzije d, ki jo predstavlja matrika F redad! ds komponentami

Fy =" 0ol qj!d" 1L
Inverzno DFT predstavlja matrika F* * s komponentami
Fot= 20" o gjrdt L

(Vaja: preverite, daje FF 1= F F =1))

2" 2" .
Primer.  Izragunajmo matriko F za d = 2. Naprej izrajunamo | = e T =677 =¢e" ="1 zato
sta!®=1in !''=" 1. Nato izrajunamo vse vrednosti "'/ prio ! i,j ! d" 1. Dobimo !°° =1;
POl =g, 1 M0 =g 1 1= "1 Torejje F = i ..11 . Izragunajmo §e F 1. Njene komponente
! n
soF; = 31" " Kerso ! "0 =1 1T 1 T MO 1" M= e R = 1 ..11
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Uporaba. Vrnjmo se k pretvorbi k.p. polinoma stopnjen v v.p.v n + 1 togkah.
Spet jep(x) = i“:O aix', njegova k.p. pa @o,...a,). Ker je urejena n+1-terka
gtevil, jo lahko smatramo zavektor z n+1 komponentami, a = (ay,...ay). Naj

bo V vektorski prostor nad C, ki vsebuje vse vektorje z n + 1 komponentami.

Torej je a! V. lIzragunajmo, kam ga preslika DFT redad = dim \$( =n+1.

$ .
. . DS s e aj!myy " j=o aj(!o)Jy ! $
1010344 1%7 444 !0'”9/'a0 L Qé w Qé ) p(!o)g(
. ; é% n -.é 'n éé : :é
Fa=w 199 aga 1"7 aaa | “”é:: aj% = ! ”é = A Z)Jéé = p(! i)%
v : LNt ' SERE B
™0 a4 1™J aaa 1™ ag . é o é p(t ™)
a;l ™’ a; (! ")’
4=0 =0
DFT reda n+1 preslika k.p. polinoma p(x) stopnje n v v.p. natogkah w®, ..., w".
Podobno DFT redam+1 preslika k.p. q(x) stopnje m vv.p. natogkahw?,...,w™.
Sklep. DFT reda m+1 pretvori k.p. polinoma stopnjem v v.p. na togkahw?, . . ., wW.
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k.p. V.p.
Zdaj lahko dopolnimo slika ¢ cpl0r ) == > P00 " g Pe)
qx) = by, .., by) ~------ » q(x) =(q9. 9pm)

* cee *

V.p.

r(X) = (g, s Typy)
K.p. . M DET redantml v.p. .

v sliko P0) = (89 B, 87,08,0) - > P09 = (P E. Pramy)
= 0.F b 080 g iz 9090 &, e

v v
r) 2 (rg B, T e

kjer k.p. polinoma p(x) dopolnimo z m niglami, k.p. polinoma q(x) pa z n
niglami, da sta oba navidez stopnjen+ m. Potem DFT reda n+ m+ 1 vsakemu
priredi njegovo v.p. na toégkah! °,... 1 "M,
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Primer.  Naj bo p(x) = 2x® +2x%+ x +1. Njegova kp.je a = (1,1,2,2). Kakgna je v.p. a'
polinoma p(x), ki jo dobimo z DFT? Ra§unajmo. Stopnja polinoma je n = 3, zato bo DFT reda
2" 2" "
d = n+1=4. Primitivni koren enote za d=4je ! = e @ = &% = €2 = " Fourierova
matrikareda d! d=41! 4je
! | 0“0 01 02 ,o"3$ ! 1 1 1 1$
:: ! 1" 0 ! 1" 1 ! 1" 2 I 1 3( 1 n n 1 1 "0
F=y,220 ;221 |22 ,23{ #1 T 1<€0-
! 3" 0 ! 3" 1 ! 3" 2 ! 3 3 1 n n n 1 n

K.p. a=(1,1,2,2) se preslika v v.p. polinoma

|
' 1 1
DFT (a,4)= Fa=#7] .,

R

Ill

p(x)vtogkah ( to,t1,ta,tz)=(1or 1213y =@ " 1," " tako:

1808 ! $

1 6 p(l)
"1 1% "0 _ p(") % 3!
1 n 1é é é p(" 1)é
S e e
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Preizkusimo e inverzno DFT, ali preslika pravkar izraéunano v.p. @' nazaj v k.p.a. Po definiciji je

! I " 0#0 | " 0#1 | " 0#2 | " 0#‘3$ ! 1 1 1 1 $
. 1" " 1#0 U I#L " 1#2 " 1#30 11 1 11 " g
1 . . . . 0
F = q# 20 2wl aw2 2#35—2#1 111 !1é-
| T 3#0 " 3#1 | " 3#2 | " 3#3 1 " 11 1
Ce z F' ! transformiramo vrednostno predstavitev a' = (6,! 1! "0, 1+"), dobimo
[ [ |
b 1 1 1 $ ! 6 $ ! 1$
" 1 1" 11 L " 19
11 0 0 0
1 " rroore F1+4" 2
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Primer. Najbo p(x) =3 x*+5x2! 2x+1.V kaj se z DFT preslika njegova k.p. a=(1,!250,3)7?

e
Stopnja polinomaje n =4, zato bo DFTreda d= n+1=5. Primitivni koren enote je I =¢e''a =
e % . Fourierova matrika je
!!0!0 !0!1 !0!2 !0!3 !0!4$ |1 1 1 1 1$ |1 1 1 1 1$
nop1o 1 | 112 13 | 1140 mpoal | 2 |3 !4? R 12 3 !4?
F:::!Z!O !2!1 !2!2 !2!3 !2!4?:::1 !2 !4 !6 !8?2::1 !2 !4 1 1 !3§.
#!3!0 !3!1 !3!2 !3!3 !3!4é #1 !3 !6 !9 !1Zé #1 !3 !1 | IZé
!4!0 !4!1 !4!2 !4!3 !4!4 1 !4 !8 !12 !16 1 !4 !3 2 1 1
Koebcientna predstavitev =(1,! 250,73 se preslika v vrednostno predstavitev a’ poIinoma

Vtovke}h(totltztsu)‘('0'1'2'3'4)‘((6 )0 (e )L (e 52 (e 5)% (€ )Y =
1, e'TI(I-;A 5 e65,e'85)

4 " 3"
=1 ,¢e % e 5 e”'s e F) takole:
| | |
‘101 01 1 1% s 7 $ 'p(!0$
Wl 12 1A% 2 w1l 20 +5124314% p(!l)
Fa=uw1 12 14 1 !3% 5?_111! 2!2+5!4+3!3%:::p(! g-a
#1 13 1 4 26 #11 203451 +312 #p(1 %)
1 14 a3 o2z gl 3 11 214 +513+31 p(! 4
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|. Razdelitev problema na dva podproblema

Problem DFT(a,d) razdelimo na dva podproblema v $tirih korakih:

1. V p(z) so koebcienti s sodimi in lihimi indeksi. Prvi soag, as, a4, ..., an 1,
drugi pa ai,as,as,...,a,. Vsakih je r. S prvimi depPnirajmo polinom
ps(x), z drugimi pa polinom p, (z) takole:

def 2 24 ri 1 def
ps(z) = ao+ axx + asz” + aad an 17 0z. as = (aog,az,as,...,an: 1)
pL () T a1+ azr+ asz® + A4 anx"t t 0z. a_ d=ef(a1,a3,a5,...,an)

Koebcientni predstavitvi novih polinomov smo oznagili zas in a, .
2. Polinom p(x) lahko izrazimo z novima polinomoma takole:

p(z) = ps(z®) + zpL (7).

3. Izraz nam pove, da lahko vrednostip(z) v d togkah = = % wt, ... "
izragunamo v dveh korakih:
(@) lzragunamops(z?)in p (z?) v d togkah 22 = (w?)?, (w1)?,. .., (W")?.
(b) S temi vrednostmi izragunamop(z) v d togkah z = %, wt, ... W".
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4. Hoteli smo razdeliti problem DFT(a,d) v dva podproblema iste vrste
kot DFT(a,d). Toda racunanji vrednosti ps(z?) in p_(2?) v koraku
3a nista videti problema iste vrste kot DFT(a,d). Zakaj? Medtem ko
DFT(a,d) sprasuje po vrednostih polinoma pri d argumentih x, podprob-
lema spraSujeta po vrednostih polinomov pri kvadratih teh argumentov;
kaze tudi, da podproblema ne zahtevata racunanja na manj argumen-
tih kot zahteva DFT(a,d). Ali torej nismo razdelili DFT(a,d) v dva
manjga istorodna podproblema?Smo. Natancnejsi razmislek nam bo od-
kril, kaksen je pravi pogled na podproblema.
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a) Za poljuben naravni k velja (! kK*")2 =12k,

Dokaz . (! ®* ™2 = 12k 2r = 1 2kpd = | 2kg = | 2F Kerje | d-ti koren enote. !

b) Zato sta medd gtevili x% = (! 9?2, (1 H)2,...,(! ")? po dve enaki:

(R () T (R A (D RN (Rl A (L

Enaka gtevila so ¢ )2 in (! *")2, kjerje k =0,...,r! 1. Kerje! d-ti
primitivni koren enote, so pari pri razlignih vrednostihk razligni. Sledi, da

je med d gtevili x% = (! 92, H2,...,(! M? led/2 = r paroma razlignih.
To pa pomeni, da bo treba v koraku 3a izragunatips(x?) in p_(x?) le v
r togkah x2 = (19)2,...,(0 2,...,( " Y2, Ker lahko eksponenta nad!

zamenjamo, so to gtevila

(120 ...,02%,...,0H" 1L

113 © Borut Robi ?”



c) &e je w d-ti primitivni koren enote, je w? r-ti primitivni koren enote.

27

21 27 27
. . = 21 =L L =7 . . o ).
Dokaz ! %2 je r-ti koren: | 2 = (e*d )2 =e®*d =e 9/2 ="+ . | ?jeprimitiven:

27 L2_7T 27
Zak=1,...,r—1je(! H)Ff=(e"7 Y =e "/F £1,zak=rpa (! )" =(e"" )"=1.0

d) Pigimo ¢ = w?. Zaradi 4b in 4c lahko korak 3a izrazimo takole:

Izragunamo pg(z) in pr(x) v r togkah x = ° ¢t ... "1

&e predpostavimo, da je tudir = % sodo gtevilg postane jasno, da st
ragunanji vrednosti ps(x) in pr(x) podproblema, ki sta iste vrste kot
problem ragunanja vrednosti p(x), le da se nanagata na druga polinom
in zahtevata pol manj argumentov. Zato oba poimenujemo z istim imenor
kot osnovni problem, a drugimi parametri: DFT(ag,r) in DFT(ar,r).
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Sklep: Cejer =9 sod, korak 3a sestavljata problema DF T (ag,r) in DF T (a,r).
2

(Na zacetku smo predpostavili, da je d sod, zdaj pa smo predpostavili, da je sod tudi %. Da bo

tako vse do trivialnih podproblemov, bomo morali predpostaviti, da je d potenca Stevila 2.)

Zdaj smo uspeli razdeliti osnovni problem DFT (a, d) v dva istorodna podprob-
lema DFT (ag,r) in DFT (a_,r). S tem je opravljen prvi del razvoja algo-
ritma FFT(a,d) z metodo Deli in vladaj. Kot ze vemo, bo ucinkovitost algo-
ritma odvisna tudi od ucinkovitosti, s katero bo sestavil reSitvi podproblemov
DFT (as,r) in DFT (a_,r) v resitev problema DFT (a,d). Ta del algoritma
opisuje naslednji razdelek.
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ll. Sestavljanje delnih regitev v kongno

V koraku 3b moramo iz vrednosti ps(-) in p_ (+), ki jih izracuna korak 4d, ses-
taviti vse vrednosti

P@), pwh)yy - P g, plw), P L), Py,

prva polovica druga polovica

V naslednjih dveh korakih jih sestavimo takole:
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5. Ragunanje vrednosti v prvi polovici poteka po enagbi iz koraka 2:
p(t ) = ps (! )+ 1 EpL () = psl Y+ pul )
A B

V trenutku, ko se bo ragunala vrednostp(! ¥), bosta vrednostiA in B je na
voljo (kot regitvi dveh podproblemov), zato bo za izragunp(! ¥) potrebno
le eno mnogenje (z! X) in eno seftevanje. Za izragunvsehr vrednosti
p(! ¥) iz prve polovice pa bo potrebnihr mnogenj in r segtevan;.

6. Ragunanje vrednosti vdrugi polovici nas preseneti, ker zahteva le odgtevan;
p(| r+ k) — pS(' 2(r + k))+ |+ ka(! 2(r + k)) = /zaradi 4a

= ps(! )+ 1™ Kp (12 =/zaradi 4c
= pS(" k) + | ”ka (" k) = [ker ! rek = —1 K (Dokaz:vaja. )
=ps(") ey

C

Ko se bo ragunala vrednosip(! '*¥), bo C §e izragunan, saj se je izragunal
v koraku 5. Zato bo izragun p(! "*¥) zahteval le eno odgtevanje. lzragun
vsehr vrednosti p(! "*¥) iz druge polovice pa bo zahtevalr od§tevan;.

Sklep: Korak 3b skupno zahtevar = % mno¥enj in 2 = d aditivnih operaci.
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Algoritem FFT v psevdokodi

Zdaj lahko zapisemo algoritem FFT. Predpostavljamo, da je d potenca Stevila 2.
(To lahko vedno dosezemo, ¢e vektor podaljsamo z nekaj ni¢elnimi komponentami.)

procedure FFT(a,d) return array; | Izracunaj p = DFT(a,d)
begin
if d=1 then return a_0
else
a_S := (a_0,a_2,..,a_{n-1}); |Razdeli a v a_S, a_L (1,2,3,4)
a_L := (a_1,a_3,..,a_n);
p_S := FFT(a_S,d/2); | Izracunaj p_S = DFT(a_S,d/2)
p_L := FFT(a_L,d/2); | Izracunaj p_L = DFT(a_L,d/2)
for k:=0 to n do |Sestavi p iz p_S, p_L
omega“k := exp{ixk*2*xpi/d};
plk] := p_S[k mod d/2] + omega"k * p_L[k mod d/2] | (5,6)
endfor;
return p
endif
end.
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Opombe. a_Sin a_L sta tabeli a_SJ[0,1,..,d/2-1] = as = (ag,az,...,an 1)
in a L[0,1,..,d/2-1] = a_. =(ag,as,...,an) k.p. polinomov ps in p_. Vred-

nostni predstavitvi polinomov ps in p. sta DFT (dimenzije % = ”;1 ) vektorjev

as in a_ . Vrneta ju rekurzivna klica FFT v tabelah p_S= p_S[0,1,..,d/2-1]
in p_ L= p_L[O,1,..,d/2-1] s komponentamip_S[k] =ps(! ¥) in p_L[K] =

p.(1 %) za k = 0,1,...,% I 1. Kot smo opisali v korakih 5 in 6, s tem
komponentami izragunamo vrednostip(" %), p(" 1),...,p(" "), ki se shranijo v
tabelo p[0,1,..,n] . Pri tem rabimo spremenljivko omega”k ki ima vrednost
nk = @ik
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asovna zahtevnost algoritma FFT

Naj bo T(d) gasovna zahtevnost algoritma FFT(a, d). Potem je T(%) gasovne
zahtevnost vsakega od rekurzivnih klicev FFT@s, d/ 2) in FFT( a_, d/ 2). Koraki
1, 3a, 4d ter 6, 7 povejo, da je skupna gasovna zahtevnost procediripravi,
Razdeliin Sestavienaka! (d). Zato je gasovna zahtevnost algoritma FFT(a, d)

T(d):ZT. g + 1 (d).

Glavni izrek metode Deli in vladaj nam pove, da za regitevT (d) velja
T(d)=" (dlogd).

&asovno zahtevnost algoritma FFT(a, d) smo izrazili z d, $tevilom komponeni
v k.p. polinoma. Med d in stopnjo n polinoma je zvezad = n + 1, zato tudi za
gasovno zahtevnost FFT, izrageno m, velja T(n) = ! (nlogn).

Sklep. Algoritem FFT izraguna DFT reda d v gasu! (dlogd).
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Uporaba

Razvili smo algoritem FFT, ki v §asu ! (nlogn) pretvori k.p. polinoma stopnje
n v njegovo v.p. na togkah! ©,...,1 " kjerje! (n+21)-vi primitivni koren enote.

Zdaj lahko FFT uporabimo pri mnogenju polinomov p(x) in g(x) tako, da njuni
K.p. pretvorimo v v.p. na omenjenih togkah. Ko dodamo manjkajoge vrednosi
vsaki od v.p., mnogenje istolegnih komponent da v.p. produktao(x)q(x).

Zdaj znamo izragunati vrednostno predstavitewrodukta p(x)g(x). &e pa potre-
bujemo koebcientno predstvavljerp(x)q(x), moramo uporabiti e inverzno DFT.
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Inverzna diskretna Fourierova transformacija ...

Naj bo a vektor dimenzije d. Njegova DFT je \{ektor a' = Fa, kjer je F matrika
redad! dskomponentamiF;; = ! "I (I = & ‘@ pad-ti primitivni koren enote).

Zdaj pa recimo, da bi bil znan vektora'. Kako bi izragunali originalni vektor a?

Kerjea = Fa,je F*'a’' = F¥*Fa= la= a. Torej a dobimo, gea' transformi-
ramo z F#1, inverzno matriko matrike F. Pri dePniciji DFT pa smo videli, da
je F#1 matrika reda d! d s komponentamiF* = 31 #I"I torej

|

P00 534119 g44 01! on®
%

priz i 445000 s4a M"né: ls
dr | L BodT
Vo , ¥
'n"0 2 4 A I'n"j - ' n"n
! aaa'! aaa!

Sledi, da jea = F*!a' = ZGa'. Torej a dobimo tako, da a' transformiramo z

matriko G in dobljeni rezultat (vektor) pomno¥imo z %

122 © Borut Robi?”



Kakgna pa je transformacija, ki jo naredi mnogenje z matrikoG?

Matrika G nas mogno spominja na matriko F', saj se od te razlikuje le p
predznaku v eksponentih komponent. Ali je transformacija zG v kakgni zvezi ¢

transformacijo z F? Poglejmo. €e uvedemo! := "' 1, lahko G izrazimo takole:

!
" On 0

&

>

" Onj ;s o, o, " On

aaa aaa

0 aa4 "

G=(G,)=(1" )= ) ==

#oo
nn"0

QD

QD

QD
RSSSSSSS

aaa""’ aaa"

Zdaj vidimo: ®e bi bilo $tevilo ! d-ti primitivni koren enote, bi bila tudi G
Fourierova matrika, zato bi za izragun Ga' lahko uporabili kar algoritem FFT!
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Toda, ali ! je d-ti primitivni koren enote? Poglejmo.
Da bi bil ! d-ti primitivni koren enote, bi po dePniciji moralo veljati dvoje:

1.19=1 N ! morabiti koren enote
2. 1ke1zak=1,...,d" 1. N ! mora biti primitivni koren enote

w!l 1

Preverimo (upogtevajog, da je I = in " d-ti primitivni koren enote):

1. !d:(llll)d:||Id:("d)|l:1|1:1’ker "d:l.

2. Zapolijuben k! {1,..., d" 1jetk=(""'"Hk ="y g1 ker "k #1.

Sklep: ! = " " 1jed-ti primitivni koren enote, ge je " " ! d-ti primitivni koren enote.
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Sledi, da je G Fourierova matrika.

Zato lahko Ga' izra¢unamo z algoritmom FFT, v katerem ! nadomestimoz! "~ 1

(0z. v psevdokodi FFT nadomestimo vrstico omega’™k := exp{i*k*2*pi/d} =z
vrstico omega’k := exp{-i*k*2pi/d} ). Ker iS¢emo vektor a = $Ga', moramo

rezultat takega FF'T pomnoziti Se s Stevilom %.

Sklep. Inverzno DFT reda d danega vektorja izraguna prilagojeni FFT, ki ima
d-ti primitivni koren enote ! zamenjan z! " !, dobljeni vektor pa pomnogi z.
Prilagojeni algoritem FFT izraguna inverno DFT reda d v gasu! (dlogd).
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. in njena uporaba pri mnogenju polinomov

m
DFT redan+m+1 v.p. .
Vrnimo se k sliki  PX) -p(ao E a,0€,0) - P(X)V:p(Po,E, Pn+m)
909 = (0o B b O2.0) oy 0= G & dp
\/ \/

r(x)vip'(ro,E, [ )

Istolezne komponente vrednostnih predstavitev polinomov p(X) in ¢(X) zmnozili
in dobili v.p. polinoma r(X) = p(x)g(x). Na spodnji sliki pa to v.p. pretvorimo
z inverzno DFT v k.p. polinoma r(X) = p(X)q(X), kar je bil nas cilj.

DFT redan+m+1 .p. .
(x) 2 (aO E, an,OE 0) ---- p(x):{(po,E, Prem)
a9 0 €, Pm 28 D ot 9097 oS e
DFT " redan+m+1 VJ).V . \/
(9= o = r) = (g B T e

Vsako DFT izragunamo s FFT v gasu! ((n+m)log(n+ m)). Mno¥enije istolegnih
komponent zahteva! (n+ m) §asa, inverzna DFT pa spet! ((n+ m)log(n+ m)).
Skupen gas je torej reda ((n+ m)log(n + m)).

Sklep. Polinoma stopenjn in m lahko zmnogimo v §asd ((n+ m)log(n+ m)).
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Dinamilno programiranje




12. Fibonaccijeva #tevila

Fibonaccijevo gtevilo F,, je dePnirano na rekurziven nagin takole:
!
o "0 gen =0;
Fn = g1 gen = 1;
Fqai1+ Fnioo ﬁen! 2.

Torej sta prvi dve gtevili 0 in 1, vsako drugo pa vsota dveh neposrednih predhodnikov.
Tule je prvih gestnajst Fibonaccijevih gtevil:

Fo Fi F2 Fs Fa Fs Fe F7 Fs Fo F1o Fu1 Fio Fis Fia Fis
0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

Problem : Za danin! N izragunaj F,.
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Rekurzivna dePnicija gtevilaF, nam takoj ponudi ogiten algoritem za izragun F,,
ki bo rekurzivno deloval po nagelu Deli in vladaj:

procedure F(n) return int;
begin
if n=0 then return O else
if n=1 then return 1 else
return(F(n-1) + F(n-2))
endif endif
end.

cedur F (i), rdege povezave Klici procedurd-, zelene povezave pa posredovar
rezultatov kligogim proceduram F.
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Izvedba pri n=6 razkrije hibo zgornjega algoritma: veliko izragunov se ponovi
Npr. F (4) se izraguna 2-krat,F (3) 3-krat, F (2) pa 5-krat. Splogno: pri ragunanju
FnseF(k), 2! k! n,sprogin! k+1-krat. ®e je T(k) §asovna zahtevnos
izvedbe F (k), se zaradi vseh ponovitev porabi vsaj E:z (n! K)YT(k)="! (n?)
gasa (v primeru, ko bi bil T(k) = O(1)).

Opomba. V zgornjem drevesu sta nalogi ,,IzragunajFsO (v levem poddrevest
in ,,Izragunaj F,O (v desnem poddrevesupieni, a kljub temu zahtevata regitev
istih nalog (tj.,,IzragunajF30 in , IzragunafF,0). To je vzrok za ponavljanije
izra¢unov.
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Algoritem tipa Deli in vladaj zaradi zgornje hibe ni uginkovit. Hogemo boljgega

Rekurzivna enagba zaF, nam odkrije $e en ogiten postopek: ragunanjdé- (n)
naj poteka ,,0d spodaj navzgorO, o in F; ez vse vmesnd&; do rezultata F,,.

procedure F(n) return int;

begin

b:=1; c:=0; T
if n=0 then return c else @

if n=1 then return b else

for k=2 to n do @
a:=b+c; c:=b; b:=a
@
0

endfor;
endif endif
retun(a) 1
end.
Izvajanje novega algoritma pri n = 6. Vsako vozligge segteje rezultata dveh predhodnikov.

Algoritem vedno segteje zadnji Fibonaccijevi gteviliin zahtevan! 1 =1 (n) korakov.
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13. Metoda dinamilnega progamiranja

Pri razvoju algoritmov se rabi tudi metoda, imenovana Dinamigno programiranje.

Bistvo metode je naslednje.Nalogo problemaP zagnemo regevati tako, da naj-
prej regimo vse naloge tega problema, ki so trivialno velike (in zato trivialnc
regljive), potem pa za poljubno netrivialno velikostn pokagemo, da se regite
poljubne naloge te velikosti da sestaviti iz regitev nalog manjgih velikosti (ge ¢

te naloge ¥e regene).
Torej regevanje poteka ,,0d spodaj navzgorO, od manjgih nalog proti vegjim.
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Ta metoda je posebej primerna, §e ima regevani problem naslednje lastnosti:

¥

¥

Enostavnost podnalog. Nalogo problema lahko sorazmerno enostavnc
razdelimo vistorodne podnaloge, te pa enostavno opigemo z indeksi (npyj ).

Optimalnost regitev. Optimalno regitev naloge lahko sorazmerno enos-
tavno dobimo iz optimalnih regitev njenih podnalog (npr.z min/ max, +).

Pri tem se pogosto opremo $e naagelo optimalnosti Kaj pravi to nagelo?
Najbo Dy,...,Dny zaporedje odlogitev, ki jih algoritem sprejme, ko reguje
dano nalogoN. Pravimo, da je to zaporedje optimalno, ge vodi do opti-
malne regitvenalogeN . Nagelo optimalnosti pa pravi: Vsako podzaporedje
Di,Dj+1,...,Dj1 1,D; optimalnega zaporedjedD 4, ..., Dm je tudioptimalno.
To pomeni, daDi,Dj+1,...,Dj1 1,D; vodi od enega vmesnega rezultata
do drugega optimalnega vmesnega rezultata.

Primer . &e najkrajgo (tj. optimalno) pot A ! B iz kraja A v kraj B razdelimo na dve
etapi, A'! Cin C ! B, mora biti vsaka od etap najkrajga (optimalna) pot med svojima

krajggema: A ! C najkrajjaiz A v Cin C! B najkrajyaiz C v B. (Dokaz. O & to ne bi
bilo res, bi bila najkrajga neka druga etapa, denimo A" C. Todatedaj A ! B ne bibila

najkrajga pot iz A v B, §eprav smo predpostavili, da je!)

Skupne podnaloge. Tudi ¢e so podnaloge videti logene, je vgasih pri
ragunanju njihovih opt. regitev treba regiti tudi kake skupne podnaloge.

Pri sestavljanju regitve naloge velikostin se v§asih rabijo le regitve nalog
velikosti n! 1 (tj. zadnja generacijaregitev), vgasih pa tudi regitve nalog ge
manjgih velikosti, tja do neke najmanjge velikostin! k. (Pri Fibonaccijevih
gtevilih je bil k = 2.) Ogitno moramo regitve nalog zadnjih k generacij
zagasno hraniti, dokler jih sestavljanje novih regitev zagotovo ne bo vey
potrebovalo. To vpliva na porabo pomnilnika in prostorsko zahtevnost
algoritma, ki je bil razvit po metodi dinamignega programiranja.
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14. Najve!ji pretok

sta dve odlikovani vozliggi, izvor in ponor. |z izvora priteka v omregje neke
dobrina, ki se brez izgub razporedi in pretaka po povezavah omregja, in ki v
odteka skozi ponor. e se dotok dobrine (koligina dobrine v sekundi) povega, ¢
spremeni njen pretok po povezavah in kongno povega tudi njen odtok v pon:
b a le do neke meje, saj ima vsaka povezava svdfapaciteto, najvegji pretok,
ki ga povezava ge zmore. Zato obstaja nekmajvegji pretok dobrine od izvore
do ponora takega omregja. Problem, ki nas bo zanimal je, da za dano omre,
izragunamo najvegji pretok.

izvor ponor
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Definicija problema

. . . . . . t .
vozliggen pa ponor omregja. |1z izvora priteka dobrina s hitrostjo v [*752%], ki se

razporedi po povezavah omregja in odteka v ponor&e oznagimo zvi; pretok
dobrine po povezavi (,]j ), mora veljati

(1) 0" vij " c; ...pretok gez povezavo je med O in kapaciteto povezave;

! | g% gek=1;, [v1priteka Oin odteka v [=Z=];
(2) . Vi,k % Vk,] =

. . @;0 gek &1,n; [ kar v k priteka, iz k tudi odteka;
| | v gek=n; /v n priteka v in odteka 0 [22=].

Koligina v je trenutni pretok skozi omregje, mnoyicd v;; } parazporeditevtrenut-
nega pretokav po povezavah omreyja.
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Velikost v > 0 dotoka dobrine v omregje lahko zmanjgamo na velikost' < v.
Zmanjgani dotok se bo samodejno prerazporedil po povezavah, tako da bo nc
razporedltev{v } izpolnjevala zgornjl zahtevi (1) in (2). Kaj pa obrnjeno? Ali
lahko najdemo razporedltev{v }, ki bo izpolnila (1) in (2), in bo V' > v?
Torej, ali lahko povegamo trqanutnl pretok v skozi omregje G? Opazimo, de
pretok ne more biti vegji od j €1, zato je to neka zgornja meja za velikos
pretoka skozi G. To pa pomeni, da obstaja tudi najmajga zgornja mejaza ve-
likost pretoka skozi G.

Problem : Za omregje G(V, A, ¢ izraj?unaj najmanjv;so zgornjo mejov" velikosti
pretoka skozi omreyje in razporedltev{v } pretokav’ po povezavah omregja.
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Naivni algorithm

Najprej se lotimo regevanja problema s pojmonprerezagrafa, ki ga je tudi sicel
koristno poznati. lzkazalo se bo, da nas to vodi do algoritma z eksponentr
gasovno zahtevnostjo, kar je preveg.

DebPnirajmo pojme, ki jin bomo rabili. Paru (S, T) regemo (1, n)-prerezomreyje
G(V,A,0),%ejeS! T=VinS" T=#terl$Sinn$ T. Toref mnokico V
razdelimo v disjunktni mno¥ici S in T tako, da je izvor v S, ponor pa v T. Ka-
paciteta c(S, T) tega prereza je vsota kapacitet vseh povezav, ki vodijo iS5 v T,
|
(S, T) E Cij -
itSj!T

Intuitivno: iz S v T se lahko pretakakvegjemuc(S, T) enot dobrine na sekundo
Torej lahko izvor pogilja dobrino v omre¥je s hitrostjo v, kjer je v! ¢(S, T).
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V splosnem ima G vec (1, n)-prerezov, zato bo tisti, ki ima najmanjso kapaciteto,
dolocal najveéi pretok V' skozi G. Ugotovili smo, Kaj je resitev V' :

V' = min ¢(S, T).
(S.T)
Poglejmo $e, kako bi izra¢unali V' iz te enacbe.

Izracunati moramo kapacitete vseh (1, n)-prerezov grafa G in izbrati najmanjso
med njimi. Vseh (1, n)-prerezov (S, T) grafa G je toliko kot podmnozic S! V,
ki vsebujejo 1 ne pa n. Teh podmnozic je 2" 2. (Izpeljite.) Zato je ¢asovna
zahtevnost takega racunanja V' reda ! (2"), torej eksponentna!

Poiskati bo treba hitrejsi algoritem.
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Ford-Fulkersonov algoritem

Zamisel opigimo na primeru omreyja na spodniji slik
4

— > o3 Temeljna pot iz izvora v ponor nima ciklov,
v3 o smeri povezav na njej pa so zanemarjene.
! > o UL @6 Odebeljene povezave sestavljajo temeljno pc
T g 172 Vsaka povezava {,j ) ima oznakov;; /Cij .

Izberimo temeljno pot P, npr. P ! 1 W3 oH2 4% 5 %2 6in poskugajmc

Povegajmo pretokvs; » =1 na 2. (To se da, ker jec; » = 3.) Ker zdaj v 2 doteka
za 1 vegji tok, bi moral iz 2 odtekati za 1 vegji tok. Zato moramo povegat
Vo4 =1 na 2. (To se da, ker jecy 4 = 2.) Zdaj v 4 doteka za 1 vegji tok, zato
bi moral iz 4 proti 5 odtekati za 1 vegji tok. Toda trenutni tok med 4 in 5 je
usmerjen proti 4. Zato pretok vs 4 = 1 zmanjgamoza 1 na 0. (To smemo, S
je pretok lahko 0.) Ker zdaj iz 5 proti 4 tege za 1 manjgi tok, moramo za
povegati tok iz 5 proti 6, tj. povegati vs s =1 na 2. (To se da, ker jecs g = 2.)
Ker je 6 ponor, nam je uspelo povegati pretok geP za 1.

Z novimi pretoki v povezavah jeP ! 1 L 2 4z 4 %1 5 47 6.
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Povzemima poveganje pretoka po prvi povezavi izbrane temeljne potiP je
zahtevalo spremembe pretokov na vseh naslednjih povezavah ma. Vse te

uresnigili, smo pretok gezP uspeli povegati.
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(tako je v realnlh omreyjih) in da so v3| c.,J I N (to prepregi patologke primere)
Naj bo P temeljna pot v omregju G(V, A, ¢). Povezava (,j ) na P je pozitivha, e
na poti P kaye v smeri od izvora proti ponoru; sicer je (;j ) na poti P negativha

Vii /CIJ . Vi,j /Ci,j
Q——).- =T O<—@-._ "
“ | J \~ .’ | J “ " “ '. n
l@ pozitivha negativna (A
povezava povezava

Temeljna pot v omregju. Vsaka povezava na njej je pozitivha ali negativna. Pozitivna povezava
je zasi§ena, §e je pretok §ez njo dosegel njeno kapaciteto; negativha povezava pa je zasi§ena, §e je

pretok §ez njo padel na 0. Cela pot je zasifiena, §e je na njej vsaj ena zasiffena povezava.

Mnoyico vseh pozitivnih povezav na potiP oznagimo sP*, mnogico vseh nec
ativnih povezav na poti P pa sP' . Povezava {,j) ! P* je zasi{ena ge je
Vij = Cj; povezava {,j)! P' pa je zasigena ge jevi; =0. Temeljna pot P
je zasigena ¢e vsebuje vsaj eno zasigeno povezavo.
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Sledi, da pretoka §ez zasigeno temeljno pd® ne moremo povegati (saj je pretol
V vsaj eni pozitivni povezavi naP dosegel kapaciteto povezave, ali pa je v vs
eni negativni povezavi naP padel na 0.) Povedano drugageP ni zasigena e
zavsako(i,j)! P* veljavi; <cj; in ¢e zavsako(i,j)! P' veljavj; > 0.

Zamisel algoritma

Zdaj se nam utrne zamisel algoritma:po vrsti zasiti vse nezasigene temeljne pa
V G(V,A, ¢ je kongno mnogo nezasigenih temeljnin poti. Ker so kapacitet
povezav naravna $tevila, moramo pretok gez nezasigeno temeljno pot povey
za nekonaravno $tevilo, da jo zasitimo. Sledi, da bo algoritem zasitil vse in s
ustavil. Zamisel pa takoj sproyi tudi nekaj praktignih vpragani:

1. Ali je pretok gez G(V, A, V) najveiji, ge so vse temeljne poti zasigene?
2. Kako v G(V, A, v) najdemo nezasigeno temeljno pot?

3. Kako nezasigeno temeljno pot zasitimo?

4. Za koliko se povega pretok gez nezasigeno temeljno pot, ¢e pot zasitim
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Zagnimo z odgovorom na vpraganije 4.

Na poveganje pretoka gez nezasigeno pdt vplivajo njene pozitivhe in negativne
povezave. Pretok v ¢, j) € P* se lahko povega za najveg; —uvi; , zato je lahkc
poveganje pretoka gezP po zaslugi P* najveg ming; y p+ {cij — vij }. Pretok
v (i,j) € P pa se lahko zmanjga za kvegjemu;; , zato je lahko poveganij
pretoka ez P po zaslugiP" kvegjemu ming; y p: {vij }. Sledi, da temeljno po

P zasitimo natanko tedaj, ko povegamo pretok gez njo za

| "

min  min i — Ui min i b .
i ! P+{CI,] vij } ij ) P! {vij } (%)

V nadaljevanju odgovorimo hkrati na vpraganji 2 in 3.

Zamislimo si metodo, s katero bomo poiskali in zasitili neko nezasigeno temelj
pot v G(V, A, c). Iskanje naj se zagne v izvoru omregja. Od tam naj postopn

mo¥no (i) iz njih izslediti neko nezasigeno temeljno poP in (ii) P zasititi.

143 © Borut Robi?”



Izvedbo teh zamisli opisujejo naslednje togke:

----- 7~

bo i oznageno vozligge; pa neoznagen sosed. Kakgno oznako naj dobt
Oznaka naj bo odvisna od smeri povezave medin j: ge je (¢, j) € A, naj
j dobi oznako (+1,4;), §e pa je (j,7) € A, naj j dobi oznako (-, d;).

(b)

Oznacena vozlis¢a (zelena) in neoznacena vozlis¢a (bela). Dodelitev oznake neoznatenemu vozlis¢u

j , ki je sosed nepregledanega vozlis¢a i: (a) ¢e gre povezava iz i v j; (b) ¢e gre povezava iz | v i.
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¥ Pomen in namen oznak.Kakgen pomen in namen ima oznaka vozligga?

Prva komponeneta oznake vozligga bo omogogila, da izsledimo predhod
nika vozligga | (torej togko i) na nezasigeni temeljni poti (po tem, ko bao
pri prodiranju skozi G doseyen ponor in iz katerega se bo pri vraganj
proti izvoru rekonstruirala ta pot). Druga komponenta oznake vozliggaj

bo povedala, da se da pretok §ez pott aaé> i —| povegati za najvegs;.

Zato to komponento debPniramo kot
|

| def MIN{S;, G, —vi;} $e @) €A;
! min{d;, v, ;} ge (,i) € A.

S tako debniranim §; lahko med prodiranjem skozi G sproti ragunamo
vrednost izraza (x). (Vidimo, da mora izvor dobiti oznako (1, 00).)
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¥ Potek oznagevanja.Med prodiranjem skozi omre¥je bo v vsakem trenutki
nekaj vozligg yeoznagenihin nekaj geneoznagenih. Med oznagenimi bodt
nekatera imela vse svoje sosede ¥e oznagene, pri drugih pabo vsajens
ge neoznagen. Prvim bomo reklpregledana drugim pa nepregledana Na

zagetku bo izvor oznagen a nepregledan, ostala vozligga pa neoznag
Med prodiranjem skozi omre¥je bomo ponavljali naslednje:

(a) izberi nepregledano vozligge;

(b) oznagi kakega neoznagenega sosefddkot je opisano zgoraj);

(c) razglasij za oznagenega in nepregledanega;

(d) razglasii za pregledanega, ¢e je bil njegov zadnji neoznageni sose
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¥ lzsleditev poti. Ko je pri prodiranju skozi omrezje G(V, A, ¢) dosezen in
oznaéen ponor 7, je njegova oznaka (+4,!n) ali (—j,1n), kjer je j € V.. Ce
je 'n > 0, to pomeni, da obstaja nezasicena temeljna pot P, ki se jo da
zasititi, ¢e pretok ¢ez njo povecamo za !,. Katera pa je ta temeljna pot P,
cez katera vozliSca poteka? Iz oznake ponora n vidimo, da je predzadnje
vozlisée na njej vozlisée j. To nam pove, da je P = 1! j,n. (Ce je
(j,n) € A,je P=1! j —>mn,cepaje(n,j) e A jeP=1! j< n)
Tudi vozlisce j ima oznako, ki je bodisi (+¢,!j) ali (—¢,!;), kjer jei € V.
Zato je P =11 1,73,n. Tako enega za drugim izsledimo Se vsa ostala
vozliS¢a na poti P in smeri povezav med njimi. Skratka, ¢e je !, > 0,
lahko rekonstruiramo temeljno pot, ki jo lahko zasitimo s povecanjem
pretoka za .
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Enostavno: vsaki pozitivni povezavi na poti P povegamo njen pretok za
I, vsaki negativni povezavi naP pa zmanjgamo njen pretok za!,. (To

Ponovitev. Ko zasitimo rekonstruirano temeljno pot P, se pretok gez
omre¥je povega zd . Kljub temu lahko obstaja ge kaka nezasigena temeljn
pot. Da jo odkrijemo, moramo ponoviti cel postopek oznagevanja. Seved:

Konec. Algoritem se konga, ko pri nekem pretokuv' §ez G(V,A,c) v
omre¥ju ni veg nezasigenih temeljnih poti, tj. ko oznagevanje vrné,, = 0.
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&asovna zahtevnost

Najbo V' najvegji pretok §ezG(V, A, ¢). Da Ford-Fulkersonov algoritem izragune
V', mora zasititi kvegjemu v' temeljnih poti, saj vsako zasignje temeljne poti
povega pretok gezG(V, A, c) za vsaj 1. Vsaka temeljna pot ima kvegjemu|A |
povezav, zato oznagitev, izsleditev in zasigenje temeljne poti zahtevaj@(|A|)
gasa. Sledi, da je gasovna zahtevnost Ford-Fulkersonovega algoritma reda

O(V' |A]).

Toda ni nam v, da je gasovna zahtevnost ragunanja rezultata' odvisna prav
od tega rezultata; poleg tega je lahkov' zelo velik. Edmonds in Karp sta to
slabost odpravila z naslednjim enostavnim dopolnilom v poteku oznagevanie

Tako popravljeni algoritem ima gasovno zahtevnost

O(IVIaRhI?).
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IzboljSani algoritmi

Problem najvegjega pretoka je pomemben, zato je bil in je §e vedno predrmr
mnogih raziskav. Tule je seznam izbolgav Ford-Fulkersonovega algoritma
drugih algoritmov za ta problem, skupaj z njihovimi gasovnimi zahtevnostmi v
odvisnostiodn = |V|in m = |A| (posebej jeU ! v*):

O(v*m)

O(m?n)

O(mn?)

o(n?)

O( mn?)

o(n®)
O(m?/3n5/3)
O(mn log? n)
O(mnlogn)
O(mn log(n?/m))
O(mnlog_» n)

m
nlog n

2/3

2
O(m min(n?/3,m'/?) log % logU)

O(mn)

1956
1969
1970
1973
1976
1978
1978

1979
1980

1985
1994

1998
2013
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Ford, Fulkerson
Edmonds, Karp
Dinitz

Karzanov
Cherkassky
Malhotra, Kumar, Maheshwari
Galil

Galil, Naamad
Sleator, Tarjan
Goldberg, Tarjan
King, Rao, Tarjan
Goldberg, Rao
Orlin
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15. Nahrbtnik

Problem : Dana je mnogicaR = {1,2,...,n} z elementi, ki predstavljajo
nekeregi, ter funkciji v : R Nint : R ! N, ki vsaki regi i priredita
vrednostv(i) in tegot(i). (Krajge: v; ;= v(i) in t; := t(i).) Dano je tudi gtevilo
a" N, ki predstavlja nosilnost nahrbtnika. Naloga je naslednja:

Poiggi podmnoyicoP # RI imenovano plen, za katero bo veljalo

t;! a (plen ni pretegek
1eP

in ki bo maksimirala vsoto |

| v; (plen je najvrednejg).

1eP
Ta problem se imenujeProblem nahrbtnika (krajge nahrbtnik ) in je NP-tegek.
Zato verjetno ne bi uspeli zasnovati algoritma, ki bi problem regil vpolinomskc
omejenem ¢asu glede na velikost primerka problema. Nig pa nham ne brani isk

algoritma, ki bo vedno vrnil regitev ne glede na potreben gas.
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Zamisel algoritma
!
Naj boV = ., g Vj skupna vrednost vseh reci v mnozici R. Izberimo poljuben

v! {0,1,...,V}. (Izbrani v je vrednost, ki je smiselna za pomnozice P " R.
stevila, ki so manjsa od 0 ali ve¢ja od V ali necela, niso vrednosti kake P " R.)

Naj bo i ! R poljubna re¢. Definirajmo R; kot mnozico prvih | reci
mnozice R, tj. Rj = {1,...,i}. Mnozica R; ima svoje podmnozice, vsaka od
njih pa svojo vrednost in tezo. Osredotoc¢imo se na tiste podmnozice mnozice
R;, ki so tezke kve¢jemu a. Lahko se zgodi, da med njimi ni nobene, ki bi bila
vredna v (ki je bil izbran zgoraj). Seveda pa se lahko tudi zgodi, da je med
njimi vsaj ena, ki je vredna v — in tedaj je (vsaj) ena med njimi najlazja. To
podmnozico oznacimo z N;j (V). Strogo jo definiramo takole:

& najlazja med podmnoZicami mnoZice R;,
N; (v) £ ki so vredne V in tezke kvecjemu a ce taka obstaja;

_%#

(nedefinirano) ¢e take ni.
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Kako naj uporabimo to nenavadno mno¥gico pri regevanju problema nahrbtnika

Ideja je tale: po vrsti ragunaj mnogiceN, (V),Nn (V! 1), Nn (V! 2),...in kongaj
pri prvi, ki je debnirana. ®e je to mnogicaN,(V! m), kierje0! m! V, velja
Nn(V)',No(V! )" No(V! 2)",...,Nop(V! m+21)" in Ny(V! m)#
Intuitivno: algoritem zmanjguje ¥eleno vrednosti plena, dokler ne najde plen:
ki se da odnesti. Ofitno je vrednostV ! m maksimalna vrednostv' plena, ki
se ga da odnesti, mnogicdN, (V! m) pa iskana mnoygicaP .
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Naslednje vpraganje je, kako izragunati mnogicd\, (§ pri danem argumentu a

Smiselno bi bilo, da poskugamo izrazitN; (g z eno ali veg ,,manj$imiO mnogican
enake vrste, tj. mnogicamiN;, 1(3, N, 2(3,...,Nji (8 za neki k. Ta zamise
ragunanja ,,0d zgoraj navzdolO bi nas vodila k rekurzivnemu algoritmu vrst
deli in vladaj za izragun mno¥icN, (3.

Ragunanja mnoyicN, (§ pa bi se lahko lotili tudi od ,,spodaj navzgorO, tj. tako.
da bi iz ¥e izragunanih mnogicN;, 1(8, Ni: 2(8, ..., Nii k(8 (za neki k) ragunali
mnoyice N; (4. To bi bilo ragunanje mnoygic N, (§ po metodi dinamignega pro-
gramiranja. Prav to bomo uporabili v naslednjem razdelku (tam bok =1).
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Pri obeh metodah moramo odkriti zvezo (Kaksno?) — ¢e ta sploh obstaja —

med resitvijo naloge velikosti i in resitvami nekaterih (Katerih?) nalog velikosti
| —1,...,1 —k za neki (Kateri?) k (11 k! i),

Prav to je pogosto tezko, ker zahteva kreativnost, inspiracijo, uvid in eksaktno
dedukcijo, torej naravno inteligenco.
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Algoritem z dinamiénim programiranjem

Nag cilj je izraziti mnogico N;j(v) z eno ali veg mnogicamiN;, 1(3.

&e nam bo uspelo, bomo izrazili tudi tegoT; (v) mnogice N; (v) s tegami T;, 1(3.
Cilj bomo poskugali dosegi na induktiven nagin: najprej bomo raziskali trivialne
mno¥iceN, (9 in njihove teye T,(9, potem pa razmigljali, kakgna bi utegnila biti
zveza medN; (v) in mnogicami Nj; 1(3.

&e bomo kako zvezo nagli, nas bo morda vodila §e do zveze m&dv) in T;, 1(3.
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Zdaj pa zagnimo:

=1

Opravka imamo z mnoygicoR; = {1}. Njeni podmnoyici sta dve:! in {1}.
Vrednost prve je 0, druge pav;. Torej so mnoy¥iceN; (4 naslednje:

N1(0) = ! ker je ! edina podmnoygicaR4, vredna O
N1i(vi) = {1} ker je {1} edina podmno¥icaR,, vredna vy;
zav=0,vy je Ny (V)# ker R1 nima podmnoyic, vrednihv.

Njihove tege so
T1(0) = 0;

Ta(vi) = ty;
zav =0,v; je Ty(V)£
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Zdaj je R; = {1,...,i}. Ko bo Nj(v) izragunana, bo bodisi vsebovala
elementi ali pa ga ne bo vsebovala. Poglejmo vsako moygnost podrobno.

i1 N;(v)

V tem primeru bo Nj(v) sestavljena iz{i} in (nagelo optimalnosti!)
najlagje podmnoyice mnoyiceR;, 1, ki je vredna v " v;; torej bo
Ni(v) = {i} # Nii 2(v" vp). (%)
Tega te mnoyice bo
Ti(v) = ti + Tiv 2(v" V).
To bo veljalo, ge so biliv" v; ! 0, Nj, 1(V" vi)%n t;+ T (V" vi) " a
I &N (v)

V tem primeru bo ogitno
0 Ni(v) = Nj 1(v) ($%)
Ti(v) = Tiy 1(v).

Toda zaN;j(v) je morala biti izbrana lagja od alternativnih N;(v) v ($) in ($9),
sicer kongniN; (v) ne bi bil slkladen s svojo dePnicijo. Zato jeN;(v) tegka

Ti(V)=min t+ Ty 2(v" vi), Tir 2(v) .
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Po tem razmisleku se algoritem za reSevanje problema NAHRBTNIK glasi:

procedure Nahrbtnik(R,t,v,a) return P;

begin
Izracunaj V;

for v := 0 to V do
N_1(v) := nedefinirano; T_1(v) := nedefinirano;

endfor;

N_1(0) := praznamnozica; T_(0) := 0;
N_1(v_1) := {1}; T_1(v_1) := t_1;

for i:= 2 to n do

for v := 0 to V do

if v-v_i >= 0

and N_{i-1}(v-v_i) definirana

and t_i + T_{i-1}(v-v_i) <= a

and t_i + T_{i-1}(v-v_i) <= T_{i-1}(v)

then
begin
N_i(v) := {i} U N_{i-1}(v-v_i);
T_i(v) := t_i + T_{i-1}(v-v_1i)
end
else
begin
N_i(v) := N_{i-1}(v);
T_i(v) := T_{i-1}(v)
end
endfor
endfor;
v* := najvecji v, pri katerem je N_n(v) definirana;
P := N_n(v%)

end.
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&asovna zahtevnost algoritma

&asovno zahtevnost algoritma narekuje dvojna zankaor i...for v . Ostali
deli algoritma imajo gasovno zahtevnostO(1). Telo dvojne zanke zahtevaO(1)
operacij, izvede pa se 1! 1)(V +1)-krat. Zato je gasovna zahtevnost celeg
algoritma O(nV).

&asovna zahtevnost algoritma je polinomsko odvisna tako od kot od V. Ali
nag algoritem regi NP-teyek problemnahrbtnik v polinomskem gasu?

Ne. &asovna zahtevnost je debnirana kot funkcijadolfine vhodnih podatkov
(tj. velikosti prostora zanje), ne pa njihove velikosti (magnitude). V izrazu
O(nV) je V velikost vhodnih podatkov. &e V izrazimo z njegovo dolginc
d = "logV# je §asovna zahtevnost algoritma®(n2%), torej eksponentnoodvisne
od dolgine vhodnih podatkov.
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16. Najcenej#e poti 1z izhodi#!a

Definicija problema

Dan je utezen usmerjen graf G(V, A, ¢), kjer je V- ={1,2,...,n} mnozica vozlis¢,
funkcija, ki vsakemu paru (¢, ) € V xV priredi njegovo ceno ¢; ;. Zavsaki € V
jecii=0in¢,; =00 <= (i,7) € A. Usmerjena pot iz vozliséa i, € V v

1 € V je zaporedje vozlis¢ i1,12,...,21, ! 1 2, kjer je i1 = i, in & = 13 ter
(¢j,i541) € Azaj=1,...! —1. Cena u;, ;, te poti je vsota cen njenih povezav,
JjFN 1
Uiy ik = Cii i+l
J=1

Cikel je usmerjena pot iz 7, v 1%, ki se konca v zacetnem vozliS¢u, torej ¢, = 1.
Cikel negativen, Ce je njegova cena negativno Stevilo. Vozlis¢u 1 recemo izhodisce.

Problem: Za vsako vozliséei € V' poiscéi najcenejso pot iz 1 vi in njeno ceno u1q ;.
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usmerjene poti (zaradi nepovezanosti grafa ali pa zaradi smeri povezav.) Dru
razlog je obstoj negativnih ciklov.

Zakaj? Naj boi, ! ik (ik =i;) negativen cikel v G in Ci, i, ! R' njegova cena. Kaksna je
najcenejSa pot iz 1 v vozlis¢e i; 7 Denimo, da je to pot 1 =i1,i2,...,i ; s ceno Uy, . Ce bi to pot
podaljsali z negativnim ciklom i, ! ix(=1i;), bi bila cena podaljsane poti U1, + Ci, <ULy,
sajjeCi, i, < 0. Zato1l =1i1,i2,...,i ; ne bi bila najcenejsa pot iz 1 v i, Ceprav smo predpostavili,

da je! Tudi ce bi si premislili in rekli, da je podaljSana pot najcenejSa, bi tudi njej lahko dodali Se
en obhod negativnega cikla. Ker bi lahko cikel obhodili poljubno mnogokrat, bi lahko ceno poti iz

1 vi; v nedogled zmanjsevali. Sklenemo lahko, da ne obstaja najcenejSa pot iz 1 v i;.

do vsakega vozliggan (2) G nima negativnih ciklov.
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Bellmanove enagbe

Pigimo «; namestowu . Kako izragunati u; za danii? Ee jei=1,je up =
c11 = 0. €ejei E 1, ima najcenejga potiz 1 vi obliko 1! k" i, kjer je
k £ ¢. Po nagelu optimalnosti mora biti 1! % najcenejfga pot iz 1 vk, zato je
njena cenauy. &e temu prigtejemo §e ceno povezavk " i, dobimo ux + ¢ ,
kar je cena najcenejge poti iz 1 v, ki pregka i-jevega sosed&. Toda ¢ ima lahko
ge druge sosedé', k", ... in preko vsakega lahko obstaja najcenejga pot iz 1
7. Najcenejga med temi potmi mora biti iskana najcenejga pot iz 1 v (ne glede
na to, katerega soseda pregka). Ugotovili smo, da je

uj = mli(n {uk+ Ck,i}-

(ki )" A
k
) N PR >k| C,i
L&l Wy 7 R 3
N k' C
Ugp "7 > kI

Najcenea pot iz 1 v i pregka nekega soseda vozlgga i.
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To mora veljati za vsak i = 2,3,...,n; povedano drugage, zal, Uy, Uz, ... Uy
mora veljati naslednji sistem t.i. Bellmanovih enagb (BE):

up =0

Uz = min {ug + Cq2}
(k,2)! A

Uz = mj(ﬂ {ug + o3}
(k,3)! A

Ui = min {ug+ o)
(ki) A

Up = min - {uy + Gn )

(k,n)! A
0z. krajge :
# 0 gei = 1;
ujy =, mkin {ug + ¢} gei! 2. BE
(ki) A
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Ugotovili smo: ge souq, Uo, ..., U, cene najcenejgin potiiz1 vvozligga 12, ...,n
grafa G(V, A, c), potem so regitev grafu pridrugenega sistema BE. Povedatl
drugage: e sauq,Us,...,U, regitev Problema najcenejsih poti iz izhodi$éa za
dani graf G(V, A, ¢), potem so tudi regitev grafu pridrugenega sistema BE.

Kaj pa obratno? &e sous,usy,...,u, regitev grafu G(V, A, ¢) pridrugenega sis
tema BE, ali so tudi regitev Problema najcenejsih poti iz izhodiséa za G(V, A, ©)?
Odgovor je da. Seveda moramo to dokazati.

Ideja dokaza. Ugotoviti moramo, kaj v grafu G(V, A, c) pomenijo wui,uz,...,u,, Ki SO regitev
BE. Do ugotovitve, da,, wu; pomeni ceno najcenejje potiiz1v i v G O pridemo, ker nam na podlagi
lastnosti w1, w2, ..., u, uspe (i) povezati vozligga V grafa G vdrevo T s korenom v 1 in povezavami
k — 1, kjer je kK tisti, ki minimizira desni del enagbe u; = min p{ur + ck,;} ; (i) dokazati, da je
T vpeto drevo v G, (iii) dokazati, da je  w; cena neke potiiz 1 v ¢ v G; in (iv) dokazati, da je

u1i,usz, ..., u, edna regitev BE. [
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Posledica obeh ugotovitev je pomembna:

Sklep. Resitev Problema najcenejsih poti iz izhodiséa v grafu G(V,A,C) je
natanko resitev grafu pripadajocega sistema Bellmanovih enach.

Problem Najcenejsih poti iz izhodisca Smo prevedli na problem Resevanje sistema BE.
Praktigno to pomeni, da lahko regevanjeProblema najcenejsih poti iz izhodisca
nadomestimo z regevanjem sistema Bellmanovih enagb. Zato bomo nago pozorno
preusmerili na vpraganje, kako regiti sistem Bellmanovih enagb.
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Regevanje sistema BE Bellmanovih enagb

Oglejmo si spet sistem Bellmanovih enagb

up =0

Uz = min {uk + G2}
(k,2)! A

Uz = mli(n {uk + o3}
(k,3)! A

Ui = min {ug+ o)
(i)l A

Un = min - {uy + cn )
(kn)! A

Kako naj ga resimo? Enacba uj = miny (k) a{uk +cki} razkriva, da za izracun
uj potrebujemo nekatere Ze izracunane uy. Zato bi bila za reSevanje sistema
primerna metoda dinamicnega programiranja.
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V nadaljevanju bomo obravnavali drugine sistemov BE (oz. grafovG(V, A, ¢)),
kjer je ta metoda posebno primerna.

Prva taka drugina sistemov BE pripada aciklignim grafom G(V, A, c). Preden
si jo bomo ogledali, moramo na kratko zaviti z glavne poti in spoznati, kaj je
topologko urejanjegrafov.
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Topologko urejanje grafov

Naj bo G(V,A) graf z mnozico vozlisc V. = {1,2,...,n}. Vozlis¢a zelimo
preimenovati tako, da bo po preimenovanju vsaka povezava tekla iz vozlisca z
manjSim imenom v vozliSce z ve¢jim imenom. Preimenovanje vozliS¢ naj opravi
bijektivna funkcija! : V' ! V| ki vsakemu i " V priredi novo ime ! (i) " V, da
bo veljalo (i,j )" A# (i) < !(j). Ce za graf G(V,A) taka funkcija ! obstaja,
recemo, da ! topologko urejaG(V, A) oz. da je G(V,A) z njo topolosko urejen.

N M

"HEY6& (&)*+* *- *&IH('(0&1E)

DN D WK =~
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Nekateri grab imajo veg razlignih topologkih ureditev. Npr., graf na prejgnji sliki
topologko ureja tudi funkcija ! = (3 7' 2 5 3). Vendar pa obstajajo grab, ki jih
ni mogoge topologko urediti. Tak je, na primer, usmerjeni cikel 3 1! 2! 3.

Kateri grab se dajo topologko urediti in kateri ne? Odgovor da tale izrek:

Izrek. Graf G(V,A) se da topologko urediti natanko tedaj, ko je acikligen.

Dokaz. (! ) Naj bo G topologko urejen.  &e bi imel cikel, bi v ciklu obstajalo vozligge iz
lastnostjo i <i , kar ni mogno. Zato je G acikligen. ( " ) Naj bo G acikligen. Z indukcijo po |V |
dokagimo, da se da topologko urediti. Pri V| = 1 je to ofitno. Predpostavimo, da trditev velja
za vse acikligne grafe z |[V| = n. Naj bo G poljuben acikligen graf z n + 1 vozlggi. Ker je G
acikligen, ima vozlgge i1 z vhodno stopnjo 0. Vozlgge i preimenujmo v 1 in odstranimo skupaj z

vsemi njegovimi povezavami iz G. Preostanek G # i je graf z n vozlig§i, ki se ga po predpostavki

da topologko urediti (z novimi imeni 2 G T n). !
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Drugi del dokaza je konstruktiven, kar pomeni, da opise algoritem za topolosko
ureditev poljubnega aciklicnega grafa. Zapisimo ta algoritem v psevdokodi:

procedure Topoloska_Ureditev(G);
begin
G’:= G; //G ohrani, G’ krci
s := 0;
while Ima_vozlisce_z_vh.stopnjo_0(G’) do
i := Izberi_vozlisce_z_vh.stopnjo_0(G’);
s++;
tau(i) := s; //doloci novo ime za i
G’:= G’-1 //izloci i in njegove povezave
endwhile;
if Prazen_graf(G’)
then return(G_je_aciklicen; topolosko_urejen_s_tau)
else return(G_je_ciklicen)

end.
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&asovna zahtevnost.

%asovno zahtevnost algoritma narekuje zankawhile . Vsaka izvedba njeneg

med njimi eno izbrati, vsakokrat zmanjga za 1. Kerk-ta izvedba zahtevaO(|V |-
k) gasa, vse zahtevaja(|V |+ |V|-1+ ...+2+1)= O(|V|?) gasa.&asovna za
htevnost algoritma za topologko ureditev grafaG(V, A) je torej O(|V |?).
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Primer. Poglejmo, kako poteka topologko urejanje grafa s prejgnje slik

LD

Topolosko urejanje grafa. Rdeca Stevila so nova imena vozlis¢. Algoritem je v tretjem koraku med

1 in 2 izbral tocko 2 in jo preimenoval v 3.
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Primer. Poglejmo §e, kako se konga poskus topologke ureditweiklignega grafa.

NP L

Poskus, da bi topologko uredili ciklgni graf G se konga, ko neprazen graf G' nima tojke z vhodno

stopnjo 0. To je znak, da je G cikligen graf.
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NajcenejSe poti iz izhodisca v aciklicnem grafu

Ce je graf acikligen, mu lahko pridruzimo ustrezen sistem Belmannovih enacb,
ki je primeren za reSevanje z metodo dinamic¢nega programiranja. To dosezemo
tako, da graf prej topolosko uredimo. Poglejmo podrobnosti.

Naj bo dan acikligen graf. Ko ga topolosko uredimo, dobimo graf G(V, A, ¢),
ki ga odlikuje lastnost (i,j ) ! A" i<j . Torej, ce je v G(V,A,C) povezava
| # |, potem je i < . To vpliva tudi na Bellmanove enacbe, kjer se pogoj
(k,i) ! A nadomesti s pogojem Kk <i, tako da se enacbe zdaj glasijo

up =0

Uz IHEH{ Uk + G 2}
k< 2

Us = min{uy + Cq 3}
k< 3

u; I.H}(in{ Uk + Ck,i }
k<i

Un :mkin{ Uk + Ckn }-
k<n
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Rac¢unanje reSitve ug, u, . . ., un tega sistema BE teCe po narasc¢ajocem indeksu :
ko so izracunani uq,...,uj 1, lahko zacnemo racunati u;:
u; =0

Uz =Up + C12
uz =min {u; + C1,3, U2 + C2,3}
Ug =min {u; + C1 4, U2 + C2.4, U3 + C3,4}

us =min {u; + C1 5, U2+ C25, U3+ C35, Ug+ Cq5}

ui =min {u; + C1j, Up+ Caj, U3+ C3j, ...,Uj1 1+ Ci1 1, }
Un =min {up+ cin, Ug+Con,Us+ C3pn, Us+Can, ...,Un1 1+ Cnt 1n }
Algoritem za tak izracun ui,uz,...,un je zdaj enostaven (vajal).

Casovna zahtevnost. Izracun u; rahteva ¢! 1 sestevanj in ¢! 2 primerjanj.
Izrpéun reditve sistema zato zahteva ., (i! 1) = n(n! 1)/2 = O(n?) sestevan]
n

in (! 2)=(n! 1)(n! 2)/2 = 0(n®) primerjanj.

grafu G(V, A, c) je O(|V]?).
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NajcenejsSe poti iz izhodis¢éa v grafu s pozitivnimi cenami
(Dijkstra)

Naj bo G(V, A, ¢) usmerjen graf, v katerem so cene vseh povezaozitivhe; torej
(i,j) € A=c; > 0. Pritejdrugini grafov se pri ragunanju cen us, Uy, ..., U, NE
bomo naslonili na sistem BE pag pa opisali algoritem, ki ga je zasnoval Dijkstre
Dijkstra je razmigljal nekako takole:

1. V vsakem trenutku ragunanja cenus, Uy,...,U, je vsaka cenau; bodisi

zagasnabodisi dokongna Zato je v vsakem trenutku V = Z U D, Kkjer
cenami. Na zagetku ragunanja je ¥e znana in dokongna cena, = O,
ceneu,,us,...,U, pa bo treba ge izragunati, zato so b ne glede na r
hovo inicializacijo b vse ge zagasne. Seveda jih je smiselno inicializirati
Ui := C1j (= oo, §e (Li) ¢ A). Torej se algoritem zagne takole:

up:=0; Vi> liy;:=ci; D:={1}; Z:={23 ...,n};
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postane dokongna? Dijkstra je opazil tole: ge jeux najmanjga zagasn:
cena, torejux =min;: z{u; }, potem seux ne bo veg zmanjgal.

Zakaj? Denimo, da bi do k vodila kaka cenejga pot, ki bi $la §ez vsaj eno vozligge 4
(Slika a). Njena cena bi bila  uy +c(! ! k) <uyg. Ker so cene povezav pozitivne, bi bila
c(!'! k) > 0Oinzato u, <u . To bi bilo protislovno, saj je Uk po predpostavki najmanjga

zagasna cena.

Ker je cenauy dokongna, morak prestopitiiz Z v D. &e zaradi prestope

postaneZ = !, se algoritem konga, saj so vse ceng, Uy, ..., U, dokongne

Algoritem torej dopolnimo z ukazi

uc=min{ui}; D:=D" {k}; Z:=Z#{k}; %e jez = !, kongaj.
J!
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3. Ko cena wuj postane dokoné¢na, to lahko vpliva na ostale zacasne cene
’LLj,j I Z.

Zakaj? Zacasne cene uj , kjer j k= k, so bile izrac¢unane na podlagi vozlis¢ v D, ko med njimi
Se ni bilo vozlis¢a k. Zdaj pa zacasno najkrajsa pot do 7" Z lahko gre tudi ¢ez k (Slika b).
Zato algoritem dopolnimo:

g! Z:u; :=min{u;,ur +cx }; Skoci na korak 2.

(b)
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Po zgornjih korakih zapisimo Dijkstrov algoritem Se v psevdokodi:

procedure Dijkstrov_Algoritem(G(V,A,c));

begin
u_l :=1; for i := 2 ton do u_i := c_1,1i; // 1
D := {1}; Z := {2,3,...,n};
while NiPrazna(Z) do
u_k := min_{j \in Z}{u_j}; // 2

D :=D + {k}; Z := Z - {k};
if NiPrazna(Z) then
forall j \in Z do u_j := min{u_j, u_k + c_k,j}; // 3
endwhile
end.
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asovna zahtevnost. &asovno zahtevnost algoritma narekuje zankawhile .

Ux zahteva najveg¢|Z|! 1 primerjanj, popravljanje preostalin zagasnih cen pi
|Z|! 1 primerjanjin |Z|! 1 segtevanj. Ostale operacije v telesu zanke zahteve
O(1) gasa. Izvedba telesa zanke torej zahteva B |! 1)+ O(1) operacij. Ker je
vi-tiizvedbi |Z]| = n! |, zahtevai-ta izvedba telesa 30! i! 1)+ O(1) operaci.
Torej je zahtevnost zanke 3(n! 2)+(n! 3)+(n! 4)+...2+1 +(n! 1)O(1),
kar je reda O(n?).

Sklep. &asovna zahtevnost ragunanja najcenejgih poti iz izhodigga v gre
G(V, A, ¢) s pozitivnimi cenami je O(|V|?).
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Najcenejse poti iz izhodisca v sploSnem grafu (Bellman-Ford)

Spoznali smo, kako racunamo najcenejSe poti iz izhodisca v aciklicnem grafu in
v grafu s pozitivnimi cenami povezav. Kaj pa, ¢e je graf ciklicen in ima tudi
povezave z negativnimi cenami? (Nima pa negativnih ciklov.) V tem primeru
topoloska ureditev grafa in Dijkstrov algoritem nista ve¢ uporabna. Na sreco
pa sta algoritem za te splosne grafe odkrila Bellman in Ford.

Naj bo G(V, A, ¢) utezen usmerjen graf, kjer je V"= {1,2, ..., n} mnozica vozlisc,
Al V" V mnozica usmerjenih povezav med vozlis¢iinc: V" V# R${%}
funkcija, ki vsakemu paru (i,7) & V" V priredi njegovo ceno ¢;j . Zahtevamo
tudi, dazavse 1! 4,j! nveljacj =01in (4,7) '&A( ¢; = %.

Kljuéni uvid Bellmana in Forda v razvoju algoritma, je:

182 © Borut Robi ?”



K K

ponovilo, dobljeni cikel bi bil pozitiven, pot §ezenj pa ne najcenejga).
Naj bo ui(p) " cena najcenejge poti iz 1 v, ki ima kvegjemu p povezav.
Trivialna ekvivalenca: Za poljubnax,p# Njex <p$6 (x <p! 1) &(x = p).
Ta ekvivalenca je podlaga za naslednjo ugotovitev:
Najcenejga potP iz 1 v i, ki ima kvegjemu p povezav, ima

(@) bodisi kvegjemup! 1 povezav;

(b) bodisi natanko p povezav.

Cenaui(p) poti P je odvisna od alternative (a) ali (b), ki velja za P; zato je
@) bodisi u® = ul Y;
(b') bodisi ulP = min {(uP Y+ g}

(K,i J#A
Ker poti P $e ne poznamo, ne vemo, katera alternativa velja, vemo pa, da
mora biti cena ui(p) poti P manjga izmed alternativnih cen (&) in (b'); torej
ui(p) = min {ui(p" 2 mkin {ul((p" Dy Cki 1} - TO je rekurzivna enacba za ui(p) !

(k,i J#A

. . . . . 1 . 1 .
Zacetne vrednosti za rekuzivno enagbo SOJasneug ) =0in ui( ) = Cii zai> 1.
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0 gei =1, vsi p;
(p) —  Cu,i gei> 1,p=1;
, min (uP Y+ gl gei> 1,p> 1
(ki)" A

<
|

Kako uporabimo ta sistem pri ragunanju cenu; najcenejgih potiiz izhodigga’
Najprej vidimo, da je

ui = ui(n! 1).
Torej bomo uporabili zgornii sistem in izragunali u™ * za vsei = 1,2,...,n.
Kako? Mno¥ici vseh cenui(p),i =1,2,...,n priizbranem p recimo p-generacija

cen. Iz sistema enagb vidimo, da za izragup-generacije rabimo (@ 1)-generacijo
saj je enagba zaui(p) rekurzivna enagbaprve stopnje. Zato bomo ragunali p-

generacije po vrsti, tj. po naraggajogenp=1,2,...,n! 1.
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Psevdokoda algoritma je torej

procedure Bellman_Fordov_Algoritem(G(V,A,c));
begin
for p .= 1 to n-1 do u_17(p) := 0 endfor;
for i ;== 2 to n do u_i™(1) := c_{1,i} endfor;
for p ;= 2 to n-1 do

fori ;== 2 to n do
u_iNp) = min{u_i"(p-1),min_{k,k->i \in A{u_k*(p-1)+c_{k,i}}
endfor
endfor

end.
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asovna in prostorska zahtevnost. Easovno zahtevnost dologa dvojn

zanka for p...for i . Njeno telo (ragunanje ui(p)) se izveden(n! 2)-krat,
izvedba telesa pa zahteva najve@! 1 segtevanjin najveyn primerjanj (operacij
min). Casovna zahtevnost dvojne zanke in s tem Bellman-Fordovega algoritm
je O(n®). Kaj pa prostorska zahtevnost? Prostor, ki je potreben zap-generacijc
cen, obsegan pomnilnigkin besed. Pri izragunu p-generacije pa je potrebna
prejgnja generacija. Ostale spremenljivke zahtevajdd(1) pomnilnigkih besed
Prostorska zahtevnost Bellman-Fordovega algoritma je zatdO(n).

Sklep. Casovna zahtevnost racunanja najcenejsih poti iz izhodiséa v splosnem
grafu G(V, A, c) je O(|V|?), prostorska zahtevnost pa O(|V]).
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17. Najcenej#e poti med vsemi pari

Definicija problema

Dan je utezen usmerjen graf G(V, A, ¢), kjer je V = {1,2,...,n} mnozica vozlis¢,
Al V" V mnozica usmerjenih povezav in ¢ : V" V # R$ {%} funkcija,
ki vsakemu paru (z,j) & V" V priredi njegovo ceno ¢ . Za vsak i & V je
cii =0,ince (4,7) '&A, jecij =%. Cena uj_;, usmerjene poti i, =11 # ip #
... # 14 =1 iz vozliSca i, v vozliS€e ik je vsota cen na njenih povezavah,

jF1
Ui i = Cijije -
j=1

Cikel v grafu G(V, A, ¢) je negativen ce je njegova cena negativno Stevilo. Spet
predpostavljamo, da G(V, A, ¢) nima negativnih ciklov.

Problem: Za vsak par vozliggi, j & V' poiggi cenow;j najcenejge poti iz: v j.
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Motivacija

Algoritem B, ki resi ta problem, se sam ponuja. Ce kakega od algoritmov A za

procedure B(G);
begin

for izhodisce := 1 to n do A(G,izhodisce) endfor
end.

Ce je A algoritem za acikli¢ne G, je ¢asovna zahtevnost algoritma B O(|V[?);
¢e je A Dijkstrov algoritem, je ¢asovna zahtevnost B enaka O(|V]?); in ¢e je A
Bellman-Fordov algoritem, ima B ¢asovno zahtevnost O(|V|*).
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Vendar pa se nam zdi éasovna zahtevnost O(|V|[*) algoritma B pri splognih
grafih velika. Bi lahko problem resiti hitreje? Odgovor je da. Prva izboljsava,
t.i. posplogeniBellman-Fordov algoritem, izkoris¢a neko podobnost z matri¢nim
mnoZenjem in zmanjsa ¢asovno zahtevnost na O(|V|3log|V|). Te izboljsave ne
bomo opisali podrobneje, ker sta Floyd in Warshall, odkrila boljsi algoritem.
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Najcenejse poti med vsemi pari (Floyd-Warshall)

Zamisel, ki sta jo dobila Floyd in Warshall v razvoju algoritma, je:

Naj bo u( )1 cena najcenejSe poti iz I v |, na kateri imajo vsa vmesna

- vozlista oznake kve¢jemu m. (Prim = 0 je u( ) = =G .)
|] :

NajcenejSa pot P iz i v, na kateri imajo vsa vmesna vozlis¢a oznake < m,

Ve].Ja U|J = U;

(a) bodisine gre ¢ez vozlisce m
(b) bodisi gre ¢cez vozlisée m (torej je P =i ~»m ~> ).
V primeru (a) so na P le vozlisca < m" 1; v (b) gre P ¢ez m natanko 1x.

Cena u( ) poti P je odvisna od alternative (a) ali (b), ki velja za P; zato je

(a) bOdISI u(m) _ui(,;“ —)

(b’) bodisi u(m) = ui(,m_l) + ufnmj Y (zaradi nacela optimalnosti).

Ker poti P ne poznamo, ne vemo, katera alternativa velja. Vemo pa, da

mora biti cena u(J )

(m)

poti P manjSa izmed alternativnih cen (a’) in (b’);
1) (m-D) (m) |

im +u(m 1)} To je rekurzivna enagbaza uj;

©

torej Ujj = mm{ui’- . u

)
PR— Cl’j .
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Zagetne vrednostiza to enacbo so Uj;



Tako sta Floyd in Warshall za splogni graf izpeljala nasledn;ji sistem enagb:

!
(m) Ci.; gem = 0;

Hi mln{u(m| Doglmt oy (m' 1)} gel! m! n,

1,m

Enagb jen®+ n? (n® zam,i,j =1,...,ntern>zam=0ini,j =1,2,...,n).

..... e
= u;"’, bomo iz zgornjega sistema izraguna
( )

vrednosti u; ’. Kako? Iz rekurzwne enagbe zau( ™) vidimo, da m-generacijc
cen |zrayunamo iz M ! 1)-generacije. Torej bomo ragunalim-generacije pt
naraggajogin vrednostihm =1,2,...,n
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Psevdokoda algoritma je zato

procedure Floyd Warshallov_Algoritem(G(V,A,c));
begin
fori ;=1 ton do Im =20
for j ;=1 to n do

u_{i,;}*(0) = c_{i.}}

endfor

endfor;
for m := 1 to n do /Im > 0
fori ;== 1 to n do

for j ;=1 to n do
u_{i,j}*(m) = min{u_{i,)}(m-1),u_{i,m}*(m-1)+u_{m,j}*(m-1)}
endfor
endfor
endfor
end.

192
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asovna zahtevnost. &asovno zahtevnost narekuje trojna zanka. Telo zank
(ragunanje u,gz?)) se izveden3-krat, izvedba telesa pa zahteva eno segtevanje

eno primerjanje. €asovna zahtevnost Floyd-Warshallovega algoritma je zat
O(n?). To je izboljganje naivnega algoritma B, ki bi n-krat zagnal Bellman-
Fordov algoritem.

Prostorska zahtevnost.  Vsaka generacija vsebuje:? gtevil (za vse pares, j),
zato zahtevan? pomnilnigkih besed. Ker vsako generacijo izragunamo iz prejgn
generacije, potrebujemo za obe generacijirZ = O(n?) pomnilnigki besed. Os
tale spremenljivke v algoritmu zahtevajo O(1) prostora. Zato je prostorska
zahtevnost Floyd-Warshallovega algoritma reda®(n?).

Sklep. Casovna zahtevnost racunanja najcenejsih poti med vsemi pari vozlisé v
splosnem grafu G(V, A, c) je O(|V|?), prostorska zahtevnost pa O(|V]?).
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Izboljsava: racunanje na mestu

Zanimivo je, da lahko Floyd-Warshallov algoritem implementiramo tako, da

mu zadoSca prostor le za €no generacijo, torej za vsa Stevila UE?), 1<1,) <n,
.. . - . e e .. ! ..
ceprav njihov izracun zahteva tudi prejSnjo generacijo u(? 1), 1<) <n.

i,

Implementacija racuna m-generacijo na prostoru (m! 1)-generacije tako, da z

: o : : L. 11 .
nobenim novim Stevilom UEZL) ne spremeni (,,povozi”) kakega Stevila u,(fjn ), ki

se bo Se potrebovalo. Pravimo, da algoritem izrac¢una rezultat na mestu(lat. in
situ). Kako to dosezemo?
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Mislimo si, da so vsa gtevila (n! 1)-generacije razporejena v matrikiU takole:

| 1 2 m J
1. dd Y %Y 444

n (m'l) (m'l) A A A
2" Uy 1 Uy 5 aaa

" ' ' ' mt 1 mt 1

m:: 'U/|('n,m ) ufm )
U = "

mn L, L, ., | L, '
i " aaa daa aag ? aaa aaa"’

# :

| s s 7

nooum Y Y aas

( '1)$
aaa wug, ?}
aaa (mt 1 %

2,n é

%
%
%
%
%
%
%
%
.
7
7
%
%
.

Izragunajmo m-generacijo kot narekuje Floyd-Warshallov sistem enayb, vend:

novi u,(i:’?)
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Vpraganje: Ali smo z vpisom izqubili staro vsebino Ui , ki se bo se potrebovala?
Poglejmo, kaj se dogaja, ko ragunamo novo vrednogt/;; . Izragun nove vsebine

komponenteU; = u-('-m) rabi tri stare vsebine komponent,

Ui,j — (ml 1) Um — (ml 1) Un nj = u(m! 1)’

Ui ; Ui m m,j

spremeni pa le prvo od njih,Ui; (pa $e to le, ge jeu(m! Do gmt D «{mt 1y,
Torej je novi Uj; odvisen samo od staregd/;; in od vsebin dveh komponent
ki sta v m-ti vrstici in m-tem stolpcu matrike U (ki po spremembiU;; ostaneta
nespremenjeni).

Pokagimo, da stare vsebinelUj; ne bomo potrebovali (zato jo res smemo
zamenjati z novo). Naj bo Uy (# Ui;j ) poljubna druga komponenta izven
m-te vrstice in m-tega stolpca. Ragunanje novegaJx bo potrebovalo stari
Uk,1 In vsebini dveh komponent v m-ti vrstici in m-tem stolpcu. Ker Uj;
ni v nobeni od njiju, ragunanje novega Uy, ne potrebuje staregal;; . Kaj
pa, ge je Uk (¥ Uij ) v m-ti vrstici ali m-tem stolpcu? Denimo, da je v
m-ti vrstici. Tedaj je k£ = m, komponenta pa je Uy . Njena nova vred-
nost bo Upn,y = min {Un 1, Unm + Un}. Toda Upnm = 0, zato je Upn 1 =
MiN{Umn 1,Un 1} = Un,. Torej se Uy Ne spremeni, pri njenem izragunu pa
staregal;; ogitno nismo rabili. Analogno dokagemo, ge j&i 1 v m-tem stolpcu.

Sklep. Racunanje naslednje generacije je izvedljivo na prostoru prejsnje generacije.
196 © Borut Robi?”



Zda] lahko zapigemo Floyd-Warshallov algoritem ge z matrikoU:

procedure Floyd Warshallov_Algoritem(G(V,A,c));
begin
fori ;= 1 to n do
for j ;= 1 to n do
U[i,)] := C[i,]]

endfor

endfor;

for m ;== 1 to n do
fori ;=1 to n do

for j ;=1 to n do
U[i,j] := min{U[i,j],U[i,m]+U[m,j}]}
endfor
endfor
endfor
end.

Sklep. &asovna zahtevnost ragunanja najcenejgih poti med vsemi pari vozligi
splognem grafuG(V, A, c) je O(|V|?), prostorska zahtevnost pad(|V|).
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Po''re#nost




18. Nalaganje zabojnikov

DePnicija problema

V pristanisc¢u caka n zabojnikov na prevoz v Afriko. Zabojniki so enakih dimen-
zij, razlikujejo pa se po svojih tezah, saj vsebujejo razlicen tovor. Zabojnike bo
odpeljala ladja, a ne nujno vseh, ker teza nalozenih zabojnikov ne sme preseci
nosilnosti ladje. Po drugi strani pa kapetan zeli odpeljati ¢im ve¢ zabojnikov,
saj bo za prevoz vsakega prejel enako placilo. Kapetan se sprasuje:

,,Katere zabojnike naj nalozim, da bo cena prevoza najvecja?”
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Problem. Zabojnike oznagimo s §tevilil, 2, . .., n, tego zabojnikaz s t;, nosilnost
ladje sT', plagilo za prevoz enega zabojnika pa Za vsaki = 1,2,...,n uvedimo
spremenljivko zj € {0, 1}, ki bo povedala, kaj naj kapetan stori z zabojnikona:

S 1  ¢e naj nalogi i na ladjo;
" 10  §e naj ne nalogi i na ladjo.

Kapetanova naloga je dologiti take vrednosti spremenljivkam, zo, ..., x,, da bc
n
> aiti <T (nosilnost ladje)
i=1
in
n
> pa; maksimalna (zaslugek
i=1
Vsaka prireditev vrednosti 0 ali 1 spremenljivkam x1,x2,...,2zn, ki zadoSca

pogoju >.._, xit; < T, je dopustna (mozna) resitev kapetanovega problema;
vsaka dopustna resSitev, ki maksimizira vsoto Zinzl pxi, pa je optimalna.
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Opazimo naslednjo podrobnost: Kapetan geli maksimizirati zaslugek ._, pxi,
a ker je p konstanta, bo zaoggalo, da maksimizira vsoto ., X;. Slednja pe

pomeni gtevilo nalogenih zabojnikov To nam da naslednjo zamisel algoritma.

Zamisel algoritma

Nalaganje zabojnikov naj tege v zaporednih korakih. Pred prvim korakon
preimenujmo nosilnostT ladje v P, preostanek nosilnostiladje. Spremenljivka
P bo pred vsakim korakom povedala, kolikgno tego zabojnikolahko ge nalogim
na ladjo. Nato v vsakem koraku izberimo enega izmed nenalogenih zabojnikov
¢e njegova tega; ne presega preostank#® nosilnosti ladje, zabojnik i nalogimao
na ladjo (torej postavimo x; := 1) in zmanjgamo P zat;. Ta postopek zago
tavlja, da skupna teya nalogenih zabojnikov ne bo presegla nosilnosti ladje.

Kakgno pa bo gtevilo nalogenih zabojnikov? Kdaj bo to gtevilo maksimalno
Intuicija nam pravi, da bo to takrat, ko bomo v vsakem koraku izbrali najlagjege
med nenalogenimi zabojniki, saj bomo z njim najmanj zmanjgaliP, s tem pe
omogo¥ili, da se kasneje naloyi veg zabojnikov.
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Zamisel zapigemo bolj jedrnato s spodnjim algoritmom.

procedure PozresnoNalaganjeZabojnikov(n,t,T) return table x;

begin
for i:=1 to n do x_i
Uredi(t);
P :=T,;
i :=1;
while t_i <= P do
x_1 :=1;
P :=P - t_1
endwhile;
return x
end.

0;

| Inicializiraj izhodno tabelo
|Uredi zabojnike po narascajoci tezi
|Inicializiraj preostanek nosilnosti

|INalagaj, dokler se da
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Kakovost resitve

Trditev. Resitev X, ki jo izracuna zgornji algoritem, je optimalna.

Dokaz. Najbo y = yi1y>.;.yn poljubng druga dopustna regitev. Dokagimo, da y ni boljga regitev
od x, torej da mora veljati Py <., pXi oz jnzl yi < . Xi. |z glgoritma sledi, da je

j .
X = 1,1_#$._;%0... 0, kierjel <k < n. Recimo , dabibil y bolgaregitevod x,t. [ xi < [, vj.

K !
Sledilo bi k< j":l Yj,zapis y = y1y> ...y n pa biimel ve§ kot k komponent 1. To bile komponente
Yit:Yior--Yiks o kjerll <£Z<n !I k. Opazimo,dabiza i=1,2,...,k veljalo i <j; in prav tako

tudi t; <tj,. Sledilobi =~ ¥, ti < K, tj;,. To pomeni, da bi bilo prvih  k zabojnikov, nalogenih
na nagin vy, vsaj tako tegkih kot ves tovor, nalogen na nagin x. Po predpostavki pa bi moral nagin
y natovoriti §e zabojnike  jk+1 ,...] k+ ¢. Poglejmo, ali bi mu to uspelo s prvim zabojnikom Jk+1 -
Njegova teya je toda spet je tx+ <tj, ., (sajso tll’tz’ .., tpourejenein k+1 <jk+1 ).

Ker nalaganje x ni moglo povegati natovorjene tege ' :(=1 t;i s teyo tyx+1 , tudi nalaganje vy ne
!

bo moglo povegati (kve§jemu vegje) natovorjene tege ' !‘:1 tj; s (kvegjemu vegjo) teyjo tj ., . To

Ugar

pa je v protislovju s predpostavko. Zato y ne more biti boljga regitev od X. O
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18. Po"re#na metoda

Pozresna metoda poskusSa konstruirati reSitev z zaporedjem korakov. V vsakem
koraku izbere tisto odlocitev, ki se zdi med vsemi moznimi odlo¢itvami tis-
tega koraka mnajboljsa glede na nek kriterij. Ta kriterij je seveda odvisen od
reSevanega problema, pozresen pa je zato, ker narekuje algoritmu, da ,,pograbi”
najboljso izmed trenutnih (lokalnih) moznosti, ne da bi se spreseval o (global-
nih) posledicah te odloc¢itve. Vsaka odlocitev je tudi dokoncna: ko je v nekem
koraku sprejeta, je noben kasnejsi korak ne more spremeniti.

Algoritmi, razviti s pozresno metodo, so sorazmerno enostavni in pogosto hitri.
To ne preseneca, saj se ukvarjajo predvsem z iskanjem naslednje, lokalno opti-
malne odlocitve. Samo s takim pozresnim, lokalno optimalnim vedenjem gradijo
dopustno resitev in si obetajo, da bo ta tudi globalno optimalna.
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Pri nekaterih ragunskih problemih se pogregna metoda obnese in res vodi
optimalnih regitev. Pri drugih problemih pa ne zagotavlja globalno optimalne
regitve; vigasih se je namreg bolje odpovedati lokalno optimalnemu nadaljevan;
se odlogiti za lokalno slabgo potezo in upati, da bo sledilo izdatno poplagilo :
to vzdrgnost v kakem kasnejgem koraku. Tako je tudi v givljenju.

e nam intuicija pravi, da nag pogregni algoritem vragaoptimalne regitve,
je obigajno, da poskugamo njihovo optimalnost tudidokazati Takrat ne smemc
pozabiti, da nas intuicija lahko vara, in da zato morda takega dokaza ni. (Npr.
ge vemo, da je regevani problenNP -tegek ali celo te¥ji, nag poyregni algoriter
pa polinomsko gasovno omejen, potem je zelo verjetno, da nam dokaza za o
malnost regitev ne bo uspelo sestaviti, ker te zelo verjetno niso optimalne.)

&e pa smo zadovoljni tudi spriblignimi (suboptimalnimi) regitvami, je lahko
poyregna metoda dobra podlaga za razvdjevristignih algoritmov, tj. algoritmov,
pri katerih se v korist njihove hitrosti odpovemo zahtevi po optimalnosti regitev.

Za nekatere (ne vse!) probleme je s poyregno metodo mo¥no zasno
celo take heuvristigne algoritme B imenovana@proksimacijski algoritmi ki po-
leg polinomske gasovne zahtevnosti zagotavljajo tudi navzgoomejeno napakg
tj. omejeno odstopanje suboptimalne regitve od optimalne regitve.
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19. Razvr#lanje opravil

Debnicija problema

Kako razdeliti opravila enakim procesorjem, da se bodo vsa izvedla ¢im hitreje?
To je optimizacijski problem, ki ga definiramo takole.

Problem. Naj bosta dani mnoyicaV ={vq, V2, ..., V,} paroma neodvisnih opravi
in mnoygica T = {ty,t2,...,th} njihovih trajanj ter p ! n enakih procesorjev.
Opravila naj procesorjem dodeli funkcijaf :V ! {1,2,...,p}, njeno ceno c(f)

pa debnirajmo kot ¢as, potreben za izvedbo vseh preslikanih opravila. Poiskati
treba funkcijof ', ki bo imela najmanjgo ceno.
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Regevanje problema

Problem je NP-teyek. Poskusimo razviti algoritem, ki bo namesto optimalne
regitve ' v polinomskem §asu vrnil kakovostno pribligno (suboptimalno) regite
Logili bomo dve obliki tega problema.

¥ Pri prvi obliki prinajajo opravila eno za drugim, algoritem pa mora vsako
prispelo opravilo takoj dodeliti nekemu procesorju.

¥ Pri drugi obliki so vsa opravila ¥e na voljo, zato jih algoritem lahko pre-
gleda, ustrezno pripravi in nato dodeli procesorjem.

Pri prvi obliki problema je algoritem sproten (on-line), pri drugi pa ne (0! -line).
Opisali bomo sproten algoritem L.S (List Scheduling) in algoritem LPT (Largest
Processing Time), ki ni sproten.
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Algoritem LS b List Scheduling

LS dodeli vsako prispelo opravilo dodeli procesorju, ki ima takrat najmanjg
breme (tj. najmanjgo vsoto trajanj vseh opravil, ki so mu bila dotlej dodeljena).
To odloganje je pogregno vedno izbere alternativo, ki je takat lokalno najboljga.

procedure LS(V,T,p) return f;
begin
for ;=1 to n do f(v_i) := O; [Inicializacija f in bremen
for j:=1 to p do breme(j) := O;
for i:=1 to n do
j := trenutno_najmanj_obremenjeni_procesor;
f(v_i) = J; breme(j) := breme()) + t_i
endfor;
return f
end.

#asovna zahtevnost

Tretja zanka se izveden-krat, njeno telo pa zahteva O(p) = O(n) gasa. Zatc
ima LS §asovno zahtevnostO(pn) = O(n?).
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Kakovost priblignin regitev

Ker je problem NP-tezek, algoritem LS pa ima polinomsko ¢asovno zahtevnost,
verjamemo, da konstruirane reSitve v sploSnem niso optimalne. Ali lahko ocen-
imo njihovo kakovost, tj. najveéje mozno odstopanje od optimalne resitve?

Cena dodelitve f je c(f) = maxu j1 p >t ()= ti- Oznacimo s ¢ ceno c(f')
optimalne dodelitve f'. Naslednja trditev pravi, da se bodo opravila, dodeljena
z algoritmom LS, izvajala kvecéjemu enkrat dlje, kot je najmanj potrebno.

Trditev.  Za resitev f algoritma LS velja c(f)! (2! 1)c'.

Y
Dokaz. Celotno breme je B :! " ti. Velia % I c*in "i:t; ! c*. Najbo B; breme procesorja i
(i bo izvedel dodeljena opravila v §asu Bi). Naj bo h procesor z najve§jim bremenom; torej velja
c(f) =Bn. Naj bo v; zadnje opravilo, dodeljeno procesorju h. Ta je imel pred tem najmange
breme med vsemi procesoriji, tj. breme I|3h #1. Zato' imajo zdaj vsi proces?rji vsaj tako breme,
torej "i:Bi" Bn#tj. Rajunajmo: B = P, Bi = [, ;_,Bi+Bn" " P, ;_,(Bn#tj)+Bp =

!
P, (Br#tj)+tj =p(Bn#tj)+tj. Iz prvega in zadnjega dela sledi  Bp, ! % + pp;ltj . Zato je

c(f)=Bn! B +B2t; I /ker B0 c¥intj ! ¢ | c*+B2c™ = (2# L)c*, tore] c(f)! (2# L)c*.#

Algoritem LS je hevristicen, a ker zagotavlja doloceno kakovost izracunanih

pribliznih resitev, lahko recemo, da je celo aproksimacijski algoritem.
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Algoritem LPT — Largest Processing Time

Zdaj pa vzemimo, da so opravila ze vsa prisotna. Preden jih algoritem dodeli
procesorjem, jih lahko predprocesira tj. pregleda in se pripravi na dodeljevanje.

Tudi algoritem LPT bo hevristicen, pravilo, ki ga bo vodilo pri dodeljevanju,
pa mu predpisimo enako kot L.S: naslednje opravilo naj dodeli procesorju, ki im:
takrat najmanjge breme Toda, za razliko od LS lahko L PT sam izbere naslednje
opravilo! Kako naj to stori?

Zamislimo si tale scenarij. Denimo, da so vsi procesorji pred dodelitvijo
zadnjega opravila enako obremenjeni. Ce je zadnje opravilo zelo kratko, bodo vsi
konéali skoraj hkrati. Ce pa je to opravilo zelo dolgo, bo njegova dodelitev zelo
pokvarila izenac¢enost bremen, ne glede na to, kateremu procesorju bo dodeljeno.

Algoritem LS se temu scenariju ne more ogniti, saj ne more izbirati, kdaj bo
kakemu opravilu dodelil procesor. Algoritem LPT pa se scenariju lahko izogne
tako, da opravila uredi po padajoc¢ih trajanjih in jih dodeljuje v tem redu. Torej:
LPT naj predprocesira opravila tako, da jih uredi po padajogem trajanju
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procedure LPT(V,T,p) return f;

begin
for ;=1 to n do f(v_i) := O; |Inicializacija f in bremen
for j:=1 to p do breme(j) := 0O;
Uredi(V); lodslej je t i >=t {i+1}

for i:=1 to n do
j := trenutno_najmanj_obremenjeni_procesor;
f(v_i) := J; breme(j) := breme(j) + t_i
endfor;
return f
end.

#asovna zahtevnost

Ureditev n opravil rabi ! (nlogn) casa, tretja zanka pa (kot pri algoritmu LS)
O(n?) ¢asa. Tudi algoritem LP T ima ¢asovno zahtevnost O(n?).
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Kakovost priblignin regitev

Kakgne regitve vraga algoritem LPT v primerjavi z optimalnimi regitvami?
Naslednja trditev pove, da se bodo opravila, dodeljena £P T, izvajala kvegjemt
tretjino dlje kot je najmanj potrebno. Zato je tudi LP T aproksimacijski algori-
tem, ki pa zagotavlja vegjo kakovost regitevf v primerjavi z LS.

Trditev. Zaregitevf algoritma LPT veljac(f)! (35! %)c! .

Dokaz. Dokaz je podoben kot pri algoritmu LS. Najbo B =" ", ti. Spetje %! c¢' . Po ureditvi

opravil, je v, zadnje opravilo, ki se dodeli, njegovo trajanje pa je tn . Dodeli se procesorju h, ki

ima zdaj breme By, prej pa je imel breme By —t, . Ostali procesorji imajo bremena Bi " Bn —tn.

Tudi tu dobimo B " p(Bn —tn)+ tn in c(f)= Bp ! B+ Blty 1 /ker B 1 ¢/ 1 ¢+ Btty (9.

Za t, sta dve m'oynosti: ) ) .

(@) §eje tn ! %, dobimo z nadaljevanjem (*) tole: c(f) ! ¢ + B2ty I ¢+ Bt = (4 —4)c,
]

(b) e je tn > -, opazimo, da dobi pri  optimalni dodelitvi f ' vsak procesor najve§ dve opravili.
(e bi f' kakemu procesorju dodelila veg kot dve opravili, bi bilo njegovo skupno breme vsa 3 th,
kar bi bilo ve§ kot ¢' in f' ne bi bila optimalna!) Zato jev primeru (b) najveg 2 p opravi: n! 2p.
Vsako dodelitev, ki procesorjem dodeli po najve§ dve opravili, pa lahko preoblikujemo v dodelitev

Vi daa Vap'n  Vppr (nv 1) Aaaa vpra Vp

Vn aaa Vp+2 Vp+1

ne da bi se njena cena poslabgala! V primeru (b) to velja tudi za optimalno dodelitev, zato je
preoblikovana dodelitev takrat tudi optimalna.Toda dodelitev f tudi ni slabga od optimalne! To pa
pomeni, da je tudi f optimalna in da je v primeru (b) njena cena c(f)= c'. &e (a)in (b) zdrugimo,
gotovo velja slabga od obeh ocen, zato velia  c(f)! (% — %)c’ . #
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20. Trgovski potnik

DePnicija problema

Danih je nekaj mest, ki so med seboj vsa neposredno povezana s cestami.
govski potnik ¥eli narediti najkrajgi obhod, v katerem bo obiskal vsako mest
natanko enkrat in se vrnil v zagetno mesto. To je optimizacijski problen
TRGOVSKI POTNIK, Ki ga strogo debniramo takole:

Problem. Dani sta mnozZica M = {mq,my,...,mp} mest, n ! 2, in matrika
R = (rij )i n 1azdalj ri; ' RY od mj do m;. Obh10d mest M je permutacija

. .. . "1 ..
p=(mj,,mi,,...,m; ), njegova dolzina pa d(p) = E:1 Ficiva T Ty Cily

je poiskati optimalni obhod, tj. permutacijo p* z najmanjso dolZino.

Opomba. V dePniciji nismo zahtevali niti simetrignosti  razdalj ( ri;j = rj; )niti trikotnigke relacije
med njimi ( ri; <rix + rgj ), saj v splognem cestna omregja teh lastnosti nimajo. Dogovorimo se

tudi, daje rj; = $ ,§e iz mesta m; ni neposredne povezave do mesta m;j .
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Pogregni algoritem

Sestavimo algoritem za problem trgovskega potnika s poyregno metodo. Bist
algoritma je, da potnik vsakokrat nadaljuje pot k najbligiemu neobiskanem
mestu, razen takrat, ko semora vrniti v zagetno mesto. Poglejmo podrobnosti

Naj bo zagetno mestom;, . Potnikova pot je na zagetku trivialna, p=(m;,).
Naj bo po k! 1 korakih prehojena potp = (m;,, m;j,,...,m; ). Med doslej

opravljena pot p = (m;,,m;,,...,m;_ ). Zdaj se mora le ge odpraviti domov \
zagetno mestom;,, torej pot skleniti v obhod.

Poyregnost algoritma je v tem, da se trgovski potnik vedno odlogi zaajbligje
neobiskano sosednje mesto.

m;
n
\~~
AN
/ M —— mik
m; 7
>
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procedure PozresniTP(M,R) return p;
begin
p := (m_i_1); |zacetno mesto
for k=1 to n-1 do
(m_i_k,m_i {k+1}) := najkrajsa povezava iz m_i_k v neobiskani m;
p:=p U {m_i_{k+1}}
endfor
end.

@asovna zahtevnost

Zanka se izvede (! 1)-krat, jedro pa zahteva O(n) gasa, da najde najbligjega
neobiskanega soseda. Algoritem ima polinomsko gasovno zahtevno§(n?).

Bralec se verjetno veseliitrgovski potnik je NP-tegek optimizacijski problem
(saj nanj lahko prevedemo nek NP-poln problem), zato po splognem preprigan
zanj ni polinomskega deterministignega algoritma. Smo regili problenP=?NP in
lahko prigakujemo Turingovo nagrado? Yal ne; upogtevati je treba tudi kakovos
priblignih (suboptimalnih) regitev, ki jinh vraga nag poyregni algoritem.
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Kakovost priblignih regitev

Kaksna je dolzina d(p) konstruiranega obhoda p? Pri obhodu se potnik vedno
odloci za najbligje sosednje neobiskano mesto. Ta slepa pozresnost pa se mu
lahko masc¢uje v zadnjem koraku, ko se mora vrniti domov po (rde¢i) povezavi
(m;_,m;, ) —kajti razdaljar;_ i, jelahko poljubno velika pac¢ odvisno od primerka
(M, R) problema TRGOVSKI POTNIK. S tem uvidom lahko dokazemo tole trditev:

Trditev. Za vsak ¢ > 1 obstaja primerek (M, R ) problema TRGOVSKI POTNIK,
da za njegovo reSitev p, dobljeno z opisanim pozresnim algoritmom, velja

d(p)
d(p*)

> C.

Po domage: Obhodi, ki jih dobimo s pozresnim algoritmom, so lahko poljubno
mnogokrat daljsi od najkrajsih obhodov.

Sklep: Pogresna metoda ni vselej uspegna.
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Pribli"nost




Aproksimacijski algoritmi

Ko se sregamo z NP-tegkim optimizacijskim problemom, obigajno opustim
iskanje natangnega polinomskega algoritma, saj po splogni domnevi ne obsta
in se raje posvetimo iskanju algoritmov, ki v korist hitrosti rtvujejo natangnost.

To pomeni, da bomo zadovoljni tudi s pribligno (suboptimalno) regitvijo,
ge jo le lahko izragunamo v sprejemljivem, polinomskem gasu. Algoritmi, pi
katerih se v korist njihove hitrosti odpovemo zahtevi po optimalnosti regitev,
so hevristigni. Za nekatere NP-tejke probleme obstajajo celo takgni hevristig
algoritmi B imenovani aproksimacijski algoritmi B ki poleg polinomske hitrost
zagotavljajo tudi omejeno napako tj. omejeno odstopanje dobljenih regitev ot
optimalnih regitev.
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21. Metrilni trgovski potnik

Definicija problema

Pri problemu trgovski potnik razdalja od mestam; do mestam; v splognen
ni bila enaka razdalji od m; do m;; v splognem je torej veljalor; ; £ r;,. &e pe
so med mesti vse ceste dvosmerne, je od enega mesta do drugega enako |
kot nazaj, torej je r; ; = r;; za vsak pari,j . Matrika razdalj R = (r; ;) je
takrat simetrigna. Vgasih lahko predpostavimo celo, da je izn; v m,; preko my,
kvegjemu dlje kot pa izm; neposredno vm;. Za razdalje med mesti takrat velja
trikotnigka neenakostr, ; ! r;, + ry ; za vsako trojicoi, j, k . Kadar veljata obe
predpostavki, se novi problem imenujemetri §ni trgovski potnik

Problem. Dani sta mnogicaM = {my;,m,,...,m,} mest,n" 2, in matrika
R=(r;;)m nrazdaljr; ;" R* odm; dom,. Za poljubnei,j, k veljatar;,; = r,;
iNr; ;! rip+rg;. Obk]od mestM je permutacija p=(m;, ,m,,,...,m; ), nje-
gova dolgina pad(p) = Z;ll lic i T Ti, - Cilj je poiskati optimalni obhod,
tj. permutacijo p* z najmanjgo dolgino.

Opomba.  Spet se dogovorimo, da je 7ij = $ , §e med mestoma m; in m; ni neposredne povezave.
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,,PrviOaproksimacijski algoritem

1. VgrafuG(V,E,d) konstruirajminimalnovpetodrevoT,
Trditev. w(T) < d(p*).
Dokaz. 'e izbri"emopovezavov p*, dobimovpet9drevoTO
njegovate#aw(T’) je vsajw(T); zatow(T) ! w(TOQ < d(p*)."
2.1z za$etnegaozli"$akonstruirajobhodS po drevesur,
ki vsakopovezavalrevesal pre$kadvakrat
Tedaj: d(S) = 2w(T) < 2d(p*)
(S ni dopustnae"itey, ker S ni Hamiltonovobhod)
3.1z obhodaS konstruirajHamiltonovobhodH po grafu G,
pri $emempresko$ivsako#eobiskanovozli"$e
(H je dopustnae'itev)

Izrek: d(H)! d(S) < 2d(p*)

Algoritem je polinomske $asovneahtevnosti
Vrne Hamiltonovobhod ki je kvecjemu enkrat daljsi

od najkrajsega Hamiltonovega obhoda.
220
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Christofidesov aproksimacijski algoritem

1. V grafu G(V,E,d) poi"$emominimalnovpetodrevoT.

Pilimo : V 44 := mno@a vsehvozli! ?lihe stopnjedrevesar.
IV oaa | = 2K

2. Vmno#iciV 44 poi"$emonajmanj’eujemanjeM*.
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(nadaljevanjg

3. DrevesuT dodamapovezavaz M* in dobimograf T U M*.

Doka! emo: Vsakato?kav T U M* ima sodostopnja
Vemo: ?esovseto?Ke grafasodih stopenj je graf Eulerjev.

ifna Eulerjev obhod, tj. obhod, ki pre?ka vsakopovezavo2x)
Torej je T + M* Eulerjevgratf.

4.V grafuT U M* sestavimoEulerjevobhod S

Toda: Sni Hamiltonov obhod (zato ni dopustnarelitev).

5. 1z Eulerjevegaobhoda S sestavimoHamiltonov obhod H

grafa G tako, dapresko$imossako#eobiskanovozli! 7€ na S.

Izrek. d(H) < 1.5 d(p?*).
Algoritem ima polinomsko ?asovnozahtevnost
Vrne Hamiltonov obhod, ki je kveéjemupoldalj!i.
odnajkrajlegddamiltonovegabhoda
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Naklju'nost




Nakljugnostni algoritmi

Ko se srecamo z NP-tezkim ali kakim drugim racunsko zahtevnim problemom,
lahko namesto iskanja aproksimacijskega algoritma (ki v polinomskem ¢asu vrne
kakovostno priblizno resitev) is¢emo nakljucnostni algoritem, ki v polinomskem
casu vrne resitev, ki je z veliko gotovostjo pravilna (¢eprav je verjetnost, da je
napacna, veCja od 0). Naklju¢nostni algoritmi so uporabni tudi pri resevanju
NP-polnih ali kakih drugih racunsko zahtevnih odloc¢itvenih problemov.
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22. Razpoznavanje pra#tevil

Problem. Ali je naravno $tevilo n pragtevilo?
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Naivni algoritem

Prva zamisel za obicajen, deterministicni algoritem za ta problem je enostavna:
preveri, ali je n deljivo s kakim od Stevil med 2 in ¥/n:

procedure Prastevilo(n) return DA/NE;
begin
p = DA; /[Zacasni odgovor
for ;=2 to  |y/n| do
if i deli n then
p := NE; exit
endif
endfor;
return(p)
end.

Na prvi pogled se zdi, da je ¢asovna zahtevnost tega algoritma reda O(y/n),
saj se deljivost Stevila n preveri kve¢jemu (&/n—1)-krat. Toda ta razmislek je napacen.
Namre¢, velikost danega primerka tega problema ni n, pa¢ pa s=[log, n]| =06(logn).
(Velikost primerka problemaje velikost prostora, ki ga potrebuje koda primerka.)

Ker je .
In = /9log, n < V25 _ 9375 _ ©(22°),

je resni¢na casovna zahtevnost problema, izrazena z S, eksponentnal
226 © Borut Robi ?”



Miller-Rabinov algoritem

Do leta 2002 je bil med prakti¢no in teoreti¢no najucinkovitejSimi algoritmi za
razpoznavanje prastevil t.i. Miller-Rabinov algoritem. Poglejmo, kako ga dobimo.

Zacnimo z znanim Malim Fermatovim izrekom:

|zrek. (Mali Fermatov izrek) ¢e je n prastevilo in w poljubno celo §tevilo, ki ni
deljivo z n, potem je w" ! 1 mnogokratnik stevila n.

Omejimo se na stevila w " {1,2,...,n! 1}. Potem iz izreka sledi
n je prastevilo =#$ w(l <w <n):w" ' %1 (mod n).
Obrnimo zgornjo implikacijo, da dobimo ekvivalentni zapis
Sw(l <w<n):w" 1'%l (mod n) =# n je sestavljeno.
Uvedimo okrajsavo F(w,n) = w"" 1 '%]1 (mod n). Zgornja implikacija se skréi v

&w(l < w < n): F(w,n) =# n je sestavljeno

Stevilo w, za katerega velja F'(w,n), je t.i. Fermatova prica za sestavljenost stevila n.
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Ugotovili smo: Ce najdemo w € {1,2,...,n — 1}, za katerega velja F(w,n),
je n sestavljeno stevilo. Iskanje takega w bo naloga naslednjega algoritma:

procedure Sestavljeno(n) return DA/NE;

begin
s := NE; | Zacasni odgovor
for w:=1 to n do | Lahko tudi w:=2

if F(w,n) then
s := DA; exit
endif
endfor;
return(s)
end.

&e algoritem najde Fermatovo prigo w, je n gotovo sestavljeno $tevilo: odgovoru DA
lahko verjamemo. Kaj pa §e ne najde Fermatove prige? Ali to pomeni, da n ni sestavl-
jeno, tj. ali smemo verjeti odgovoru NE? Odgovor je presenetljiv. Odgovoru NE ne smemo
zaupati, Kajti obstajajo sestavljena Stevila, ki nimajo Fermatovih pri¢! Npr., 561 je ses-
tavljeno, a brez Fermatovih prig. To so t.i. Carmichaelova Stevila. Za 561 so taka $e

1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, od leta 1994 pa vemo, da jih je neskongno mnogo.
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Sklep. Odgovoru DA prejsnjega algoritma lahko zaupamo, odgovoru NEpa ne
smemo zaupati (ker algoritem vrne lazni NE ¢e je n Carmichaelovo stevilo).

Zamasel. Zakaj pa ne bi preverili odgovora NE tako, da bi preverili, ali je n Carmichaelovo
Stevilo? (Ce bi se izkazalo, da je Carmichaelovo §tevilo, bi izvedeli, da je NE lazen.) Ta
zamisel je slaba, ker moramo pri preverjanju, ali je n Carmichaelovo Stevilo, preveriti
tudi, ali je n sestavljeno — to pa je problem, ki ga pravkar resujemo!

Miller in Rabin sta preizkugala razne zamisli, kako se izogniti lagnim odgovoron
Tule je ena od kljugnih zamisli, ki sta jo uporabila vsak na svoj nagin.
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Zamisel. Zamenjajmo predikat F (w, n) z ostrejsim predikatom W (w, n), takim,
da bo namesto implikacije

dw(l <w<n):F(w,n) = n je sestavljeno
veljala ekvivalenca
dw(l <w<n):W(w,n) <= n je sestavljeno.

Ce tak predikat W (w, n) obstaja in ga bomo uspeli najti, potem Carmichaelova
stevila ne bodo ve¢ povzrocala tezav. Zakaj? Ce bomo v prejsnjem algoritmu
F(w,n) zamenjali z W(w,n), bomo dobili skoraj identi¢en algoritem

procedure Sestaviljeno(n) return DA/NE;
begin
s = NE; |Zacasni odgovor
for w:=1 to n do |[Lahko tudi w:=2 ...
if W(w,n) then
s = DA:; exit
endif
endfor;
return(s)
end.
ki pa bo dajal verodostojnaodgovora DANE da bomo lahko vsakemu od njiju zaupali
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Ali tak predikat W (w, n) sploh obstaja? Da, tako nam zagotavlja tale izrek.

Trditev. |
W(w,n) =w"t#1 (modn) v Ji(2'|(n—1) A 1<ged(w™ V' —1,n)<n)

Dokaz. Ce velja prvi ¢len, tj. w™ 11 (mod n), jew Fermatova prica za sestavljenost n.
Drugi ¢len, tj. Ji(...), izraza, kdaj je n deljiv z netrivialnim deliteljem (# 1,n). Prvi

ali drugi ¢len veljata natanko tedaj, ko je n sestavljeno stevilo. [

Stevilo w, za katerega velja W (w,n), imenujemo priga za sestavljenost stevila n.

Torej za ta predikat W (w, n) velja ekvivalenca

Jw(l < w < n): W(w,n) <= n je sestavljeno.
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Da bi izvedeli, ali je n sestavljeno stevilo ali je prastevilo, moramo ugotoviti,
ali je predikat ! w(l < w < n) : W(w,n) resni¢en ali neresni¢en. VpraSanje pa
je, ali se da to ugotoviti hitro, v polinomskemcasu glede na s = "log n#? Miller
je prisel leta 1975 do zanimivega odkritja (ki pa Se ni zadovoljiv odgovor na
vpraSanje): sestavil je deterministi¢ni algoritem, ki na podlagi zgornje ekviva-
lence razpoznava sestavljena Stevila (oz. prastevila) v éasu reda O(s*), vendar
pa se ta algoritem naslanja na znano Razgirjeno Riemannovo Hipotezo (ERH) ki
je Se danes nedokazana.(¢e ERH v resnici ne velja, potem Millerjev algoritem
ni pravilen.)

Ali se da v polinomskem ¢asu izra¢unati vrednost izraza ! w(w >0) : W(w,n)
brez predpostavke, da velja ERH? Kako ugotoviti, ali obstaja w $ {1,2,...,n},
pri katerem je W (w, n) resnicen? Tu je Rabin v razmisljanje vklucil nakljugnost.
Kako? Denimo, da nakljugno izberemo w $ {1,2,...,n} in z njim izracunamo
W (w,n). Ce je n v resnici sestavljeno, ima vsaj eno prico za svojo sestavljenost,
zato je verjetnost Py (n), da bo naklju¢no izbrani w prica, pozitivna; Py (n) > 0.
Ta verjetnost bo odvisna od Stevila pri¢, ki jih ima sestavljeni n. Rabin pa je
dokazal, da velja tole.
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Izrek. Ce je n > 4 sestavljeno stevilo, ima vsaj %(n—l) pri¢ za svojo sestavljenost.

Dokaz. Je dolg in zapleten. Radovedni bralec si ga lahko ogleda v ¢lanku
Michael O. Rabin, Probabilistic Algorithm for Testing Primality. Journal of Number
Theory, 12:128-138(1980).!

Zato je verjetnost, da bo nakljuéni w prica za sestavljenost n, vsaj %;

A~ o
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Zdaj pa poglejmo tale algoritem:

procedure Sestavljeno(n) return DA/NE;
begin
s := NE; | Zacasni odgovor
w := Nakljucno_izberi(1l,n); | Izberi w iz {1,2,...,n}
if W(w,n)
then s := DA
endif;
return(s)
end.

&e ta algoritem vrne odgovorD4, smo lahko gotovi, da jen sestavljeno gtevilo, saj
je bil izbrani w priga za sestavljenost gtevilan. Zato odgovoruDA lahko zaupamo.

Kaj pa §e algoritem vrne odgovorNE? Potem ogitno velja ena od dveh moygnosti:

a) v{1,2,...,n} ni nobeneprige za sestavljenosin;
(Zato je bil odgovor NE pravilen.)

b) v{1,2,...,n} je vsajenapriga za sestavljenosin, a nobena ni bila izbrana
(Zato je bil odgovor NE lagen)

Torej je odgovor NE lahko pravilen ali lagen, toda ne vemo, kaj od tega je v

resnici. Zato odgovoruNE ne smemo zaupati.
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Kakovost odgovora

Kako bi se znebili negotovosti, ki obremenjuje odgovor NE? Zazenimo zgornji al-
goritem k-krat (npr. £k = 100). V vsakem zagonu bo algoritem naklju¢no izbral
w in na njegovi podlagi vrnil neki odgovor DA/NE. Zdaj pa se vprasajmo:

Kaksna je verjetnost dogodka L(k), da algoritem v vseh k zagonih vrne lazZni NE?

Oznac¢imo iskano verjetnost s Pr (k). Algoritem vrne lazni NE le, ¢e je n sestavl-
jeno, hkrati pa izbor stevila w zgresi vse price za sestavljenost n. Ker pa ima po
zgornjem izreku sestavljeno Stevilo n vsaj %n pri¢, je verjetnost, da nobena od
njih ne bo izbrana, kvec¢jemu i. Zaporedne izvedbe algoritma pa so neodvisni
dogodki, zato je verjetnost, da se to zgodi v vseh k zagonih algoritma, manjsa
od ($)", tore;]
PL(k) < (1)F = ().

Zdaj vidimo: z vecanjem Stevila k zagonov algoritma lahko poljubno zmanjsamo
verjetnost P (k), da je NElazen. Veckrat ko bo algoritem zaporedoma odgovoril
NE(,,n ni sestavljeno”), ve¢ja bo verjetnost 1! P (k), da je odgovor NEpravilen.

Primer. Naj bo k = 100. Verjetnost, da bo algoritem 100-krat zgregil vse prige je Pr(100) <

(3)2°° ~ 6.2 x 107°" Torej, §e za dani n zagenemo algoritem 100-krat in vsakokrat dobimo odgovor

NE (,, n ni sestavljenoQ), je verjetnost, da je n pragtevilo, enaka 1 — P (100) =0 .999... 999 37. [
N——
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#asovna zahtevnost

V navedenem g¢lanku je Rabin pokazal, da je gasovnha zahtevnost ene izvec
algoritma reda O(s), kjer je s = [log, n], torej polinomska. Zato je §asovn:
zahtevnost k izvedb algoritma reda k£ - O(s), kar je pri konstantnih k $e vednc
polinomska zahtevnost.
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Miller-Rabinov algoritem Sestavljeno_MR(n,k) se v psevdokodi glasi takole:

procedure Sestavljeno_MR(n,k) return (DA/NE, real);

begin
i:=1;
repeat
s := NE;
w := Nakljucno_izberi(1l,n);
if W(w,n)
then s := DA
endif;
i++
until (s=DA or i=k);
if s=DA
then return (DA, 1) In je z verj. 1 sestavljeno
else return (NE, 1-P_L(k)) In je z verj. 1-P_L(k) prastevilo
endif
end.

Sklep. M:ller-Rabinov algoritem razpozna sestavljeno stevilo v polinomskem
casu z verjetnostjo napake 0, prastevilo pa v polinomskem casu s pozitivno, a
poljubno majhno verjetnostjo napake.
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